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RESUMO 

São apresentados os fundamentos das Teorias das Placas 
Clássica de Kirchhoff e de Mindlin-Reissner para problemas 
elásticos e lineares mostrando as principais diferenças 
entre elas. 

São desenvolvidos 15 elementos finitos de placa triangulares 
com 3 nòs e 9 graus de liberdade, sendo 14 baseados na 
Teoria de Mindlin-Reissner e um formulado a partir de 
parâmetros concentrados. Buscou-se a simplicidade da 
formulação com a utilisação de funções de interpelação com 
continuidade CO, principalmente. Foram discutidos aspectos 
mais significativos relacionados com estes elementos como a 
formulação explícita das matrises de rigides, sem integração 
numérica, e o travamento por cisalhamento ("shear locking"). 

Os elementos finitos de placa desenvolvidos foram 
comparados, a partir de critérios definidos visando a 
precisão dos elementos bem como sua eficiência computacional 
numa futura generalisacão ã análise de cascas em problemas 
não-lineares, por meio da análise espectral de suas matrises 
de rigides para diferentes geometrias, do "patch test" de 
placas finas, da análise de placas finas quadradas e do 
teste de torção em placas finas retangulares engastadas. Foi 
indicado um elemento entre os estudados que apresenta boas 
perspectivas para se aplicado â generalisacão mencionada. 
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ABSTRACT 

The fundamentale of the Claeslc Kirchhoff and Mindlin-
Reissner Plate Theories for linear elastic problems are 
presented and the main differences between them are shown. 

Fifteen triangular plate finite elements are developed, each 
with three nodes and nine degrees of freedom, of which 
fourteen are based on the Mindlin-Reissner plate theory and 
one on concentrated parameters. Formulation simplicity was 
pursued with the utilisation of interpolation functions with 
CO continuity, mainly. Relevant features of these elements, 
such as the explicit formulation of the stiffness matrices 
without numerical integration and the shear locking are 
discussed. 

The plate finite elements herein developed were compared, 
using criteria that were defined in order to assure element 
accuracy and computational efficiency in a future 
generalisation for shell analysis in non-linear problems. 
Spectral analysis of the stiffness matrices for different 
geometries of the elements, thin plate patch test, square 
thin plate analysis and twisting tests of cantilever 
rectangular thin plates were performed. The comparison 
indicated that one of the elements presents good prospects 
to be successfully employed in the above mentioned 
application. 
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N(»1EHCLÂTDRA 

X, Y, 2 - direções do sistema de coordenadas cartesiano 
global 

X, y, s - direções do sistema de coordenadas cartesiano 
local 

n, s - direções do sistema de coordenadas local na placa 

u, V, w - deslocamentos nas direções X, Y e Z, 
respectivamente 

Mx, Mr> Mí y - momentos por unidade de comprimento 

Qx, Qy - forças cortantes por unidade de comprimento 

|3x, Py - rotações {i3jf=w.íePy = w,y) 

{•),jr = ^(•)/9x - operador derivada parcial relativo a x 

8s, 8y - rotações nas direções x e y 

ki, ky, kary - curvaturas 

€jr, €y - deformaçÕes nas direções x e y 

f* íy , / " í s , ivs - deformações por cisalhamento no sistema 

cartesiano 

ox, oy - tensões normais nas direções x e y 

T x y , T a r s , T y a - tensões de cisalhamento no sistema 

cartesiano 

E - módulo de elasticidade 

M - coeficiente de Poisson 

E 
6 - módulo de elasticidade transversal ( 6 = 

2 (1+M) 

E t3 
D - rigides á flexâo da placa ( D = ) 

12 (1-M=) 

h - fator de distribuição do cisalhamento ao longo da secào 
transversal ( h = 5/6 ) 

t - eev^s&ursi da placa 
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n - energia potencial 

W - energia de deformacào 

V - energia potencial dos carregamentos aplicados 

k - vetor das curvaturas 

t - vetor das deformações por cisalhamento transversal 

M - vetor dos momentos por unidades de comprimento 

Q - vetor das forças cortantes por unidade de comprimento 

Df - matris elasticidade» flexào 

Dc - matris elasticidade, cisalhamento 

Bf - matris que relaciona deformações com deslocamentos no 
elemento, flexão 

Bc - matris que relaciona deformções com deslocamentos no 
elemento, cisalhamento 

Kf - matris de rigides do elemento, flexâo 

Kc - matris de rigides do elemento, cisalhamento 

K - matris de rigides do elemento ou da estrutura 

L e a - matrises de decomposição de matris com termos 
lineares em X e Y ( por exemplo, A - h a ) 

d - vetor dos deslocamentos nodais do elemento 

Li - funções de interpolaçâo lineares do triângulo 

Ni - funções de interpelação quadráticas do triângulo 
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OBSERVAÇÃO 

Foi utilisado o programa de computador dado em [33] para a 
execução dae análises, com as rotinas dos elementos 
desenvolvidos sendo implementadas no formato indicado na 
referência mencionada. 

O programa de [331 foi implementado em um computador CDC 
Cyber 170/750 sofrendo pequenas alterações para que o 
processamento fosse feito. 
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1 - IHTRODÜÇAO 

1.1 - HISTÓRICO 

A análise de cascas te» grande importância no projeto de estruturas 
aplicáveis e« várias indústrias tais como a mecânica, naval, 
nuclear, química e aeroespacial. Vasos de pressão, cascos de navios 
e submarinos, painéis de aviões e satélites e monoblocos de 
veículos são alguns exemplos de cascas que necessitam de uma 
análise detalhada e cuidadosa. Muitas veses esta análise deve 
ultrapassar o regime linear, permitindo náo-linearidades físicas e 
geométricas, para se poder avaliar corretamente o nível de 
segurança do projeto. 

Teorías estruturais para a análise de cascas sâo conhecidas desde o 
século passado. Soluções analíticas para estas teorias sâo 
conhecidas somente para casos muito particulares de geometria e 
carregamento. Sâo utilisados, entSo, métodos numéricos para solução 
de problemas estruturais com geometrias e condições de contorno 
gerais. 

Entre os métodos numéricos pode-se destacar o método dos elementos 
finitos cuja aplicação na análise de cascas iniciou-se nos anos 60. 
A teoria estrutural na qual os trabalhos se baseavam era a teoria 
clássica das cascas de Rirchhoff-Love. Esta teoria exige 
continuidade C* das funções de interpolação impondo grandes 
dificuldades ao desenvolvimento de elementos finitos de casca.Foram 
elaborados, inicialmente, elementos chamados compatíveis que 
atendiam a continuidade C* , mas com esquemas de formulação 
bastante complexos que tornavam sua aplicação tarefa de 
especialistas além de impedir sua utilisação em análises não-
lineares. A seguir passou-se a pesquisar elementos, ditos não 
conformes, que não respeitavam a condição de continuidade indicada. 
Foram encontrados problemas de convergência com o método, tendo 
sido introdusido o "patch-test" como critério de convergência 
[371. 

No final dos anos 60 e início da década de 70 dois novos caminhos 
surgiram : os elementos híbridos e os elementos sólidos 
degenerados. 

Os elementos híbridos utilisam uma interpolação para o campo de 
tensões distinta da interpolação do campo de deslocamentos, não 
sendo mais necessária a continuidade C* , uma ves que o funcional 
utilisado não é a energia potencial mas o funcional de Reissner. Os 
elementos híbridos, apesar de alguns excelentes resultados. 



apresentaram também inconvenientes : podiam conter modos 
cinemáticos de deformação, podiam ser ineficientes e náo facilmente 
generalisados para análises nâo-lineares de cascas. 

A formulação dos elementos sólidos degenerados orientou as 
pesquisas para a utilisação de outra teoria estrutural, a teoria 
das cascas de Mindlin-Reissner. Esta teoria tem a vantagem de 
exigir continuidade C" para as funções de interpolação, sendo que 
as rotações, além dos deslocamentos, são interpoladas. Elementos 
gerados dentro desta teoria são simples e com boas possibilidades 
de generalisacão para análises não-lineares. Notou- se, no entanto, 
para os primeiros elementos formulados que eles eram excessivamente 
rígidos quando aplicados em análise de cascas finas, com a rigides 
ao cisalhamento encobrindo a de flexão. Para eliminar este 
problema, denominado travamento por cisalhamento {"shear locking"), 
foram tentadas algumas técnicas principalmente a integração 
redusida da parcela de cisalhamento, que é equivalente a um 
elemento híbrido [251, mas tem o inconveniente de introdusir modos 
cinemáticos de deformação. 

Na década de 80 continuou-se a pesquisar elementos finitos de casca 
para a teoria de Mindlin-Reissner. Percebeu-se, por exemplo, que 
elementos de c&eca de ordem superior que, por serem curvos, 
deveriam aproximar melhor as tensões de membrana, apresentam o 
fenômeno do travamento de membrana, prejudicando totalmente o seu 
desempenho, apesar de não apresentarem o travamento por 
cisalhamento ("shear locking"). Novamente o expediente de 
integração redusida foi acionado, às custas de novos modos 
cinemáticos de deformação. 



1.2 - CFITBHIOS 

Tendo em vista este histórico, passou-se a Investigar qual o melhor 
elemento de placa/casca dentro dos seguintes critérios: 

(1) O elemento pode ser triangular com três nós ou quadrangular com 
quatro nós e seis/três graus de liberdade por nó (três 
deslocamentos e três rotacões/um deslocamento e duas rotações) para 
cascas/placas. Restringiu-se o estudo a elementos triangulares pois 
com eles qualquer geometria pode ser discretisada, sendo que pelo 
fato do elemento ter poucos nós a malha deverá ser refinada, o que 
pode ser vantajoso na análise-̂ iiâo linear. 

(2) O elemento deve ter o vetor dos esforços nodais internos e a 
matris de rigides formulados explicitamente, sem integração 
numérica, para que o elemento seja eficiente. 

(3) Ê conveniente que o elemento não contenha modos cinemáticos de 
deformação. 

(4) O elemento deve ser aplicável a cascas espessas e a cascas 
finas, reproduslndo neste caso a teoria de Kirchhoff-Love. 

(5) O elemento não deve ser sensível a distorções em sua geometria. 

(6) O elemento não deve apresentar travamento por cisalhamento nem 
travamento de membrana. Este óltimo não é tão relevante para 
elementos simples como os aqui desejados. 

(7) O elemento deve ser derivado de tal forma que apresente graus 
de liberdade do tipo deslocamento na forma final, sendo possível a 
definição de um campo de deslocamentos e deformações no seu 
interior. Pode-se, assim, formular carregamentos nodais 
equivalentes, matris de massa consistente e matris de rigides 
geométrica (por exemplo, utilisando a abordagem de [32]). 

(8) O elemento deve ser facilmente generalisado para problemas com 
não—linearidades físicas e/ou geométricas de cascas/placas. Deve 
apresentar condições para a definição da matris de rigides 
geométrica como indicado em (7) acima, e permitir facilidades para 
aplicação em problemas com materiais anisotrópicos e com 
cascas/placas tipo sanduíche. 



1.3 OBJETIVOS 

Desde que uma estrutura de placa é um caso especial de uma 
estrutura de casca, de posse de um elemento de placa com as 
principais características indicadas acima, pode-se faser uma 
generalisacão para a análise de cascas combinando o elemento de 
placa com um elemento de membrana. Deste modo, procurou-se escolher 
neste trabalho um elemento de placa para uma posterior 
generalisacão á análise de cascas, considerando os critérios 
aplicáveis indicados. 

Para os elementos de placa desenvolvidos foram feitas avaliações em 
aplicações estáticas e lineares verificando se os critérios acima 
mencionados eram atendidos. 



2 - TEOBIA DAS FLACAS 

Neste item sâo mostradas as equações das teorias das placas 
clássica de Kirchhoff e de Mindlin-Reissner, para comparação 
entre elas e para fornecimento das informações necessárias 
para o desenvolvimento dos elementos. Aspectos mais 
detalhados sâo apresentados na referência [31] para a 
primeira e em [17],[24] e [16] para a segunda. 

A apresentação das duas teorias é feita de forma conjunta 
sendo discutidas as diferenças entre elas em cada grupo de 
equações. 

2.1 - RELAÇÕES BÁSICAS 

Um elemento diferencial de placa de espessura t é mostrado 
na Figura 2.1. 

Z ( u l ) 

Figura 2.1 : Elemento diferencial de placa 



Ae hipóteses báslbas para as teorias das placas sào : 

1. Nào há deformações na superfície média da placa e a 
superfície neutra vai gerar a superfície elástica. 

2. O efeito de cz é despresível no cálculo das deformações. 

3. A outra hipótese vem da cinemática da placa que é 
indicada na Figura 2.2 para a teoria clássica de Kirchhoff e 
na Figura 2.3 para a teoria de Mindlin-Reissner 

Para a teoria clássica de Kirchhoff as hipóteses cinemáticas 
eèo, conforme a Figura 2.2 

u = - s |3«(x,y) (2.1) 

V = - s 13y(x,y) (2.2) 

w = w(x,y) (2.3) 

onde 

&z = w.» (2.4) 

&y = w.y (2.5) 

e a utilisação da vírgula denota diferenciação (isto é, 
w,x = 9 w/ 9 x). 

Para a teoria de Mindlin-Reissner as hipóteses cinemáticas 
são, conforme a Figura 2.3, as mesmas das equações (2.1), 
(2.2) e (2.3), porém 

0« = w,s - f jrs (2.6) 

&y = w.y - iP ys (2.7) 



O a o m e t r i o 
deformado 

f ) K ( o u P > y ) 

XíouY) 

f u p o r f í e l o m t d i o 

Flfiura 2.2 : Cinemática da placa - Teoria Clássica de 
Kirchhoff 
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p » . W.I. -fxt 

P»« w.y - j(>yi 

O t o m t l r l o 
d t t o r m o d a 

X { o u y ) 

W t r l i e l a mad ia 

Figura 2.3 : Cinemática da placa - Teoría de Mindlln-Relflsner 



Dae equações (2.4), (2.5), (2.6) e (2.7) pode-se notar a 
principal diferença entre as duas teorias das placas. Na 
teoria clássica de Kirchhoff os pontos que pertencem a uma 
fibra normal à superficie média antes da deformação 
permanecem numa fibra normal à superfície elástica após o 
equilíbrio e as deformações por cisalhamento transversal são 
despresíveis para o cálculo dos deslocamentos. Na teoria de 
Mindlin-Reissner a fibra normal à superfície média permanece 
reta, porém, náo necessariamente normal ô superfície média 
deformada, havendo a acomodação das deformações por 
cisalhamento transversal. No limite para placas finas, onde 
se espera que as deformações por cisalhamento transversal 
sejam bem pequenas, há aderência entre as duas teorias. 

2.2 - MOMENTOS E FORÇAS CORTANTES 

As hipóteses de cálculo básicas nas duas teorias indicam que 
uma fibra reta normal à superfície média na situação 
indeformada permanece reta na situacôo deformada indicando 
que as tensões as, ay e Tsy variam linearmente ao longo da 
espessura t e a sua integração ao longo da espessura gera as 
tensões generalizadas M», My e Miy, que sSo momentos por 
unidade de comprimento, cuja convenção de sinais é mostrada 
na Figura 2.1. As tensões generalisadas podem ser utilisadas 
no lugar das tensões, havendo as seguintes relações entre 
elas: 

Mx = 

t/2 

Oi S ds 

-t/2 

(2.8) 

My = 

t/2 

Oy S ds 

-t/2 

(2.9) 

Mxy = Myx = 

t/2 

Txy S ds 

-t/2 

(2.10) 



1 0 

Na teoria clássica de Kirchhoff, por considerações de 
equilíbrio, há as forças cortantes por unidade de 
comprimento Q» e Qy, que na teoria de Mindlin-Reissner sâo 
obtidas pela integração ao longo da espessura das tensões de 
cisalhamento TSZ e Tyz : 

Qx = 

t/2 

Tsz ds 

-t/2 

(2.11) 

Qy = 

t/2 

Tyz ds 

-t/2 

(2.12) 

2.3 - RELAÇÕES DEFOBMAÇÕES-DESLOCAMENTOS E CDBVATDRAS 

As deformações €», cy e ^ay podem ser relacionadas com as 
deformações generalisadas, as curvaturas k a , ky e kay, a 
partir das equações deformações-deslocamentos-• 

€jt = u.i = - s &x,s = - s k : 

Cy = v.y = - S 0y,y = - S ky 

^«y = U.y 4 v,s = - S (13x,y 4 13y,jr) = -s ki y 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

onde 

kx = &x,s 

ky = 3y,y 

kiy = i3i,y 4 |3y,i 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

COM 
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As relações (2 .13) a ( 2 .18 ) sâo válidas para as duas teorias 
e de vea» ser também consideradas as equações ( 2 . 4 ) e ( 2 . 5 ) 
para a teoria clássica de Kirchhoff e ( 2 .6 ) e ( 2 . 7 ) para a a 
teoria de Mindlin-Reissner. 

2.4 - RELAÇÕES TENSÃO-DEFORMAÇÃO 

Das relações dadas pela lei Hooke (material elástico linear 
e isótropo) 

1 
c» = ( a i - n oy) (2 .19) 

E 

1 

Cy - (ay - ^ as) (2 .20) 
E 

Tsy 

«y = (2 .21) 

Tsz 

t í a = (2 .22) 

ryz 
iyz - (2 .23) 

G 

sendo E o módulo de elasticidade, n o coeficiente de 
Poisson e G = E / (2 (I+M)). 

Fasendo as integrações indicadas em ( 2 . 8 ) a ( 2 . 1 0 ) , e 
utilisando as relações (2 .13) a (2 .18) resulta 

Mx = - D (ks 4 n ky) (2 .24) 

My = - D (ky 4 ji kx) (2 .25) 
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D(l-^) 
Mjry = k»y' (2.26) 

onde 

E ts 
D = (2.27) 

12(1 -

Para a teoria de Mindlin-Reissner há duas relações 
adicionais: 

Txz = G ixz (2.28) 

Tyz = G iyz (2.29) 

e, de (2.11) e (2.12), então: 

Qs = C ^sz (2.30) 

Qy = C iTyz (2.31) 

onde C = h 6 t é a rigides ao cisalhaaento transversal. Para 
uma placa homogênea de material elástico linear isótropo 
h = 6/6 e G = E/(2(l+»i)). 

O fator h serve para considerar a distribuição não uniforme 
das tensões de cisalhamento transversal ao longo da 
espessura. 



^ 2.5 - EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO 

As equações de equilíbrio podem ser escritas, então, para as 
duas teorias 

Mx.» 4 Mxy.jr = Qx (2.32) 

M x y . X 4 «y.y = Qy (2.33) 

Q x , X 4 Qy.y 4 q = O (2.34) 

onde q é o carregamento transversal distribuído. 

2.6 - CONDIÇÕES DE CONTORNO 

Considerando a borda de uma placa e o sistema de coordenadas 
locais n e s tangenciando o contorno de acordo com a Figura 
2.4, as condições de contorno mais comumente encontradas são 
dadas por: 

Teoria Clássica de Kirchhoff Teoria de Mindlin-Reissner 

(1) Lado engastado 

w = O w = O 
w.n = 0 Sn = O 

8« = O 

(2) Lado simplesmente apoiado 

(i) (ii) 

w = 0 w = 0 w = 0 
Mn = O Mn = O Mn = O 

M« = O ee - O 

COMISSÃO NACXN/L CE ENERGIA NUCLEAR/SP - IPEN 
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(3) Lado livre 

Qn - Uns,s - O 
Mn = O 

Qn = O 
Hn = O 
» 8 = 0 

e> Pf 

Figura 2.4 : Contorno 
coordenadas n.s 

da placa - sistema local de 

Antecipando um pouco os comentarios sobre a aplicação das 
teorias a formulação de elementos finitos há algumas notas 
importantes relacionadas com condições de contorno que devem 
ser ressaltadas tl63. 

Nota-se que as condições de contorno não são sempre as 
mesmas para as duas teorias, principalmente no caso do "lado 
simplesmente apoiado". 

Na Teoria de Mlndlin-Beissner há dois modos de fornecer esta 
condição, dependendo da situação real da placa. Elas não 
trasem complicações adicionais e podem até facilitar para 
que se chegue a soluções de problemas onde elementos finitos 
desenvolvidos a partir da Teoria Clássica de Kirchhoff 
falham, como se verá a seguir. 

Na Teoria Clássica de Kirchhoff a condição para "lado 
simplesmente apoiado" é a (2)(11) para a Teoria de Mindlln-
Beissner . O requisito de w = O no contorno, comum âs duas, 
necessita que w.» = O na primeira e, não havendo deformação 
por cisalhamento, então Sn = w.» = 0. 
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Utilisando elementos finitos desenvolvidos a partir da 
Teoria Clássica de Kirchhoff em problemas de placas finas 
simplesmente apoiadas, que tenham contornos curvos 
aproximados por lados retos, a condição de contorno 
mencionada (2)(ii) pode causar um enrijecimento ficticio. 
Nos elementos adjacentes no contorno, a condição w,a = O, 
onde as direções s dos elementos náo sao colineares, implica 
que ocorra, também, a condição w.n = 0. Se houver um 
refinamento da malha, um "lado simplemente apoiado" tenderá 
para um "lado engastado". 

Outro problema mencionado em [16] é o da placa fina rómbica 
simplesmente apoiada sob carregamento uniformemente 
distribuído, onde a solução analítica é singular na 
visinhança dos vértices obtusos, ocorrendo momentos com 
sinais opostos. Nesta situação, a utilisação de elementos 
finitos obtidos a partir da Teoria Clássica de Kirchhoff 
pode levar a soluções onde os momentos têm o mesmo sinal se 
for aplicada a condição de contorno mencionada. 

Com elementos finitos desenvolvidos a partir da Teoria de 
Mindlin-Reissner os problemas citados podem ser evitados com 
a condição de contorno opcional (2)(i). Além disso, não se 
deve descartar a utilisação da condição {2){ii) pois em 
análise onde não haja riscos de problemas semelhantes ela 
apresenta eoonomisí pela eliminação de graus de liberdade. 

2.7 - ENERGIA POTENCIAL 

As formulações dos elementos finitos serão feitas via 
aplicação do princípio da energia potencial. Assim 

TC = W + V (2.35) 

onde K é a energia potencial da estrutura ou de parte dela, 
W é a energia de deformação e V é a energia potencial dos 
carregamentos aplicados. 

A energia de deformação específica é na teoria clássica de 
Kirchhoff 

W = Hi( OI €» 4 ay €y 4 Txy fsr ) (2.36) 
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e, na teoria de Mindlin-Reissner 

W = ^(Oí Cx 4 ay Cy 4 Tary íxy 4 TXZ -fxz 4 Tyz fyz) (2.37) 

Substituindo as equações (2.13), (2.14) e (2.16) nas 
equações (2.36) e (2.36) e integrando ao longo da espessura 
chega-se a 

dW = ̂  (- Mx kl - My ky - Mxy kiy) dx dy (2.38) 

dW = »é (- Mx kx - My ky - Mxy kxy 4 

4 Qx iTxa 4 Qy iyz) dx dy (2.39) 

Substituindo as equações (2.16), (2.17) e (2,18) e as 
relações tensão-deformação (2.24), (2.25) e (2.26) na 
equação (2.38) e integrando, então, para a teoria clássica 
de Kirchhoff 

W = >é D { P=x.x 4 e=y.y 4 2 M Px. y 13y, x 

A 

M-1 
+ (Í3x.y 4 j3y,x)= } dX dy (2.40) 

Para a teoria de Mindlin-Reissner, substitui-se da mesma 
forma as equações (2.16), (2.17) e (2.18) e as relações 
tensão-deformação (2.24), (2.26) e (2.26) na equação (2.39). 
mais ainda as equações (2.6), (2.7), (2.30) e (2.31). 
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Fasendo a integração 

W = ^ 

M-1 

2 
(ßi.y 4 13y.í)= } dx dy 

C Í w.x - ß»)« + (w.y - ßy)» } dx dy (2.41) 

Introdusindo a notação matricial 

k = 

ks 

ky 

ksy 

; M = My 

Mxy 

(2.42) 

f . 

/xz 

ifyx 
; Q = 

Qx 

Qy 
(2.43) 

Df = - D 

l u 0 

|i 1 0 

0 0 (M-l)/2 

(2.44) 

Dc = C 
1 0 

0 1 
(2.45) 
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pode-se escrever 

M = Df k 

Q = Dc 

kt Df k dA 4 V 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

para a teoria clássica de Kirchhoff, e 

kt Df k dA 4 1$ t Dc dA 4 V (2.49) 

para a teoria de Mindlin-Reissner. 

Para facilitar a formulacôo dos elementos sâo introdusidas 
as rotações da regra da mão direita em relação aos eixos x e 
y, 8í e 9y, respectivamente, conforme a Figura 2.5. As 
relações entre as rotações são 

es 0 1 Ps 

9y -1 0 Í3y 

Figura 2.5 -• Relações entre as rotações 

(2.50) 

çOívii 
Mm NACiCNAl CE ENtPGIA fíUCLEAR /SP - iPEM 
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Considerando un sistema de coordenadas local n,s conforme a 
Figura 2.4 as rotações se relacionam da seguinte maneira 

en 

es 

Í3* 

- Pn 
(2.51) 

Deste modo, as deformações generalisadas têm as seguintes 
relações com os deslocamentos w, 61 e 6y da placa-• 

k = 

- 8y.í 

6 1 . y 

e x . x - e y . y 

O O - ( • ) . « 

O O . y O 

O O . x - ( M . y 

w 

8y 

(2.52) 

w.» + ey 

w .y - e» 

( • ) . » O 1 

( • ) . y -1 O 
e» 

ey 

onde (•),! indica ^(•)/3X 

Chamando 

dt = { Wl ejtl e y l W2 e»2 8y2 W3 6x9 OyS } 

(2.53) 

(2.54) 

os deslocamentos nodais de um elemento triangular de placa, 
de M as matrises que indicam as funções de interpolação do 
elemento e de Bf e Bc as matrises que relacionam os 
deslocamentos nodais com as deformações generalisadas k e 
entSo 

Bf = o ( • ) . y O 

O ( • ) . » - ( M . y 

(2.55) 



Bc = 
(•) O 1 

(•) .r -1 O 
N (2.66) 

Dae equações (2.48) e (2.49) as matrises de rigides de 
flexâo Kf e de cisalhamento Kc sào nos elementos de placa 

Kf = Bft Df Bf dÂ 
Â 

(2.67) 

Kc = Bct Dc Bc dA (2.58) 

sendo que na teoria clássica de Kirchhoff só há a matris Kf. 

Utilisando (2.46), (2.47), (2.56) e (2.56) as tensões podem 
ser calculadas nos elementos do seguinte modo 

M = Df k = Df Bf d 

Q = Dc ^ = Dc Bc d 

(2.59) 

(2.60) 



3 - os ELEMENTOS ESTDDADOS 

3.1 - INTRODUÇÃO 

Dentro das várias possibilidades para a análise náo-llnear 
de cascas com elementos finitos optou-se por aquela onde a 
geometría da casca pode ser discretisada com elementos 
planos, com três ou quatro nós e seis graus de liberdade por 
nó. Mais ainda, restringiu-se o estudo a elementos de três 
nós obtidos, neste caso, pela superposição de um elemento de 
placa e de um de membrana com a inclusão de uma rigides 
fictícia para a rotação em torno da normal ao plano do 
elemento C161,[36}. A montagem do elemento de casca como 
indicado é mostrada na Figura 3.1. 

KO, 

Figura 3.1 : Elemento de casca triangular facetado 



Esta abordagem foi escolhida por ser a mais simples e com 
boas perspectivas de ser eficiente em problemas nâo-lineares 
porque facilita a modelagem de qualquer geometria e 
possibilita a formulação explícita, sem integração numérica, 
de matrises de rigides e de vetores de esforços internos que 
compensariam eventuais deficiências dos elementos com a 
utilisação de malhas mais refinadas. 

Espera-se que um elemento simples e com matris de rigides 
determinada de forma explícita seja competitivo em relação a 
outro mais refinado, que consuma mais tempo para a montagem 
de sua matris de rigides, na resolução de problemas náo 
lineares mesmo que para o primeiro o modelo em elementos 
finitos tenha que ser mais refinado. Esta espectativa pode 
ser justificada pelo seguinte : 

(a) Os elementos mais simples nào limitam o perfil do 
usuário. 

(b) O desenvolvimento de modelos refinados nào é 
necessariamente um inconveniente pelas possibilidades atuais 
em termos de recursos para pré e pos processamento. 

(c) Ha análise de problemas com nào linearidades físicas, 
como a plasticidade, é sempre necessário um refinamento do 
modelo nas regiões mais solicitadas. 

A maior dificuldade no desenvolvimento do elemento de casca 
facetado triangular, conforme a Figura 3.1, é a escolha do 
elemento de placa (parcela de flexâo do elemento) a ser 
utilisado. Para a parcela de membrana do elemento há 
elementos triangulares de três nós simples e bastante 
conhecidos como o chamado CST ("Constant Strain Triangle") 
[33] (ou o TRIM3 [21,[27]), que tem sua formulação completa 
feita de forma explícita, ou até mesmo o elemento da 
referência [35], que inclui os graus de liberdade de rotação 
em torno da normal ao plano do elemento ("drilling degrees 
of freedom") na sua formulação evitando que seja introdusida 
uma rigides fictícia nestes graus de liberdade. 

Deste modo passou-se a estudar elementos de placa dentro da 
teoria de Mindlin-Reissner pelas possibilidades de 
simplificação em relação à teoria clássica de Kirchhoff com 
a utilisaçáo de funções de interpolaçâo dos elementos com 
continuidade C© na primeira e nào Ci como requerido pela 
segunda. Além disso, a teoria de Mindlin-Reissner é 
aplicável a problemas de placas finas e moderadamente 
espessas, ampliando o potencial de utilisação dos elementos 
desenvolvidos a partir dela. 



Fora» estudados elementos co» funções de Interpolação 
lineares e bilineares, quadráticas e com um método náo 
convencional com parâmetros concentrados, sendo todos na sua 
forma final triangulares com três nós e três graus de 
liberdade por nó, o deslocamento transversal w e as rotações 
e » e By. 

Procurou-se, na apresentação da formulação dos elementos, 
indicar as matrises que relacionam os deslocamentos e as 
deformações com os deslocamentos nodais nos elementos, e a 
montagem das matrises de rigides, com os esquemas de 
integração das mesmas. 

Na comparação entre os elementos serão discutidos pontos 
multo significativos tais como a integração das matrises de 
rigides( e, portanto, do vetor de esforços nodais 
equivalentes ), o travamento por cisalhamento em problemas 
de placas finas e os modos de minimisá-los e a semelhança 
entre os elementos formulados com hipóteses aparentemente 
distintas. 

CC^ISSAC n^lCKH CE E N E R G Í A N U C L E A R / S P - M 
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3.2 - A MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ 

Uma das metas buscadas para os elementos estudados é que a 
montagem das matrises de rigides fosse sempre bastante 
simples e com integração explícita, evitando processos 
numéricos de integração que se tornam ineficientes em 
aplicações nào lineares, como já foi dito anteriormente. 

Assim, sendo as matrises de rigides K 

K = Bt D B dA (3.1) 

elas serào obtidas de forma explícita sempre que as matrises 
B que relacionam as deformações com os deslocamentos nodais 
forem matrises de termos constantes, admitindo que o modelo 
seja refinado de tal forma que a matris D de propriedade dos 
materiais possa ser considerada uma matris de termos 
constantes também. 

Quando as matrises B sào lineares há a possibilidade de se 
obter a matrises de rigides K de forma explícita com o 
esquema indicado em [211, admitindo que as matrises D sào 
matrises de termos constantes. Ê feita a decomposicào de B 
em elementos triangulares da seguinte maneira 

B = L a (3.2) 

onde a é uma matris de termos constantes e 

L = 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

(3.3) 

com 1 = Li L2 L9 e 
j 

0 = 0 O O (3.4) 
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Assim, 

at Lt D L a dA (3.5) 

logo 

K = at Lt D L dA a (3.6) 

e a integração indicada é feita analiticamente obtendo-se a 
matris D*. Portanto a matris de rigides K é determinada 
explicitamente pelo produto 

K = at D* a (3.7) 

Não havendo a possibilidade de se ter a obtenção da matris 
de rigides K de forma explícita só resta a utilisação da 
integração numérica, por meio, por exemplo, da quadratura de 
Gauss. 



3.3 - Q TRAVAMENTO POR CISALHAMENTO 

O maior problema para a aplicação dos elementos 
desenvolvidos dentro da teoría das placas de Mindlin-
Reissner é o travamento que ocorre quando se tende para o 
limite das placas finas, isto é, quando a relação entre a 
espessura do elemento e a dimensão representativa do plano 
médio do mesmo tende a sero. Neste caso, a parcela da matris 
de rigides relativa ao cisalhamento transversal Re tende a 
ser o termo predominante de X, encobrindo a parcela de 
fle.xào Kf. Foram tentadas vários métodos para minimisar ou 
eliminar este problema, e, eles serão descritos a seguir. 

Para avallar os mecanismos associados ao travamento por 
cisalhamento- em elementos de placa C* será apresentado 
Inicialmente um tratamento de um elemento finito de viga com 
funções de interpolaçâo também C©. Os aspectos mais 
importantes da formulação serão aplicados de forma análoga 
aos elementos de placa. 

Considere um elemento de viga simplificado coro dois nôs e 
quatro graus de liberdade (uma translacão e uma rotação por 
nó) dado na Figura 3.2 com seção retangular Q de material 
elástico e linear (os efeitos a.\iais e torcionais bem como 
flexâo e cisalhamento fora do plano são despresados). 

2 ô ; 

Figura 3.2 : Elemento de viga 



Assuttindo funções, de interpolação lineares para as 
translações e rotações se chegará ás seguintes expressões 
para as matrises de rigides 

(a) Matris de rigides á flexão 

E l 
Kf = 

O 

1 

sin. 

O 

O 

O 

O 

-1 

O 

1 

(3.8) 

(b) matris de rigides ao cisalhamento integrada exatamente 
(dois pontos de integração) 

Kc2 = 
h 6 t 

12 L 

12 6L 

4L* 

sim. 

12 6L 

6L 2L= 

12 -6L 

4L'' 

(3.9) 

(c) matris de rigides ao cisalhamento com integração 
redusida (um ponto de integração) 

Kci = 
h G t 

12 L 

12 6L 

3L'' 

sim. 

12 6L 

6L 3L* 

12 -6L 

3L» 

(3.10) 

onde E, G, h foram definidos anteriormente e t é a altura do 
eeç&o transversal e I = (admitindo largura unitária). 



A matris de rigides exata de um elemento de viga tipo 
Timoshenko, ou seja, considerando os efeitos de cisalhamento 
ao longo da espessura para os graus de liberdade indicados é 
dada por [28],[301. 

E I 

L (1+0) 

12 

(440) 

sim. 

-12 
L= 

-6 
L 

12 

L 

(2-0) 

-6 L 

(4+0) 

(3.11) 

onde o fator 0 para uma viga de secáio transversal Q em 
estado plano de deformacSo é 

12 E l 
0 = 

h G £2 L« (1-M=) 
(3.12) 

Admitindo que £2 = 1 x t (largura unitária) e simplificando, 
resulta 

2 (l+M) 
0 = 

(1-M=) h L= 
(3.13) 

Utilisando as matrises Kf, Kc2 e Kci pode-se montar as 
seguintes matrises 

E I 
K* = Kf+Kc2 = 

L 0 

12 

(4+0) 

sim. 

-12 
L= 

-6 
L 

12 

L 

(2-0) 

-6 L 

(4+0) 

(3.14) 

roMlSS&O NACIONAL DE ENERGlA jaJCLEAR/SP - JPE« 



K*» = Kf+Kci = 
E I 
L 0 

K*** = Kf 4 

12 
L 

(340) 

S i l D . 

-12 6 
L» L 
-6 (3-0) 
L 
12 -6 

L 
(340) 

29 

(3.16) 

140 Kc2 = 

E I 
L (140) 

12 
L 

(640) 

-12 

-6 
L 
12 

Sim. 

L 

(1-0) 

-6 L 
(640) 

(3.16) 
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0 

140 
Kcl = 

E l 

L (140) 

12 

(440) 

sil». 

-12 

-6 
L 

12 

L 

(2-0) 

-6 L 

(440) 

(3.17) 

Considerando a situação onde (t/L) é um valor pequeno o 
fator 0 tende a sero e as matrises K* e K** apresentam 
travamento. 

Para as matrises restantes, K*** e K****, se (t/L) for multo 
pequeno o fator (140) tende a 1, não ocorrendo o travamento 
e se (t/L) for grande o fator 0/(140) tende a l e 

K*** tende a Kf 4 Kcz 

K**** tende a Kf 4 Kci 

Comparando estas matrises com Kexata nota-se que 
exatamente igual a ela e K*** levemente diferente. 

K**** é 

A diferença que ocorre na matris K*** provoca um outro tipo 
de travamento que pode ser caracterisado por um acoplamento 
entre flexão e cisalhamento de tal forma que na viga sob 
estado de curvatura constante aparecem momentos que dependem 
da rigides ao cisalhamento, A integração redusida da parcela 
de cisalhamento provoca o desacoplamento e o desaparecimento 
deste tipo de travamento no elemento de viga. 
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Asfli», uma tentativa para melhorar o desempenho dos 
elementos de placa íoi a utilisação da integração redusida e 
seletiva [20] onde a matris de rigides ao cisalhamento é 
integrada com ordem inferior à necessária para sua obtencáo 
de forma exata. Há dois inconvenientes neste esquema, isto 
é, sao introdusidos modos cinemáticos de deformação e a 
aplicaçào do elemento fica restrita a problemas de placas 
finas, mesmo com o desenvolvimento feito com a teoria de 
Mindlin-Reissner. 

A matris de rigides K fica, entáo, 

l = Kf 4 Kcf (3.18) 

onde Kf é a matris de rigides de flexáo e Kcr é a matris de 
rigides de cisalhamento com integração redusida. 

Deve-se mencionar que, para elementos de placa triangulares 
de três nós e nove graus de liberdade, se a matris Bc tiver 
termos lineares, então, a matris de rigides Kc terá termos 
quadráticos. Assim, com integração numérica de Gauss, por 
exemplo, serão necessários três pontos de integração para 
que ela seja exata e um ponto na integração redusida, 
eqüivalendo a determinação explícita da mesma. 

A aplicação da integração redusida e seletiva tras alguma 
vantagem em problemas de placas finas somente se houver a 
decomposição dos modos de flexão e cisalhamento nos 
elementos com funções de interpolação C*, do mesmo modo que 
para o elemento de viga, e isto foi justificado em [13]. A 
aplicação a problemas com não linearidades físicas e 
geométricas é justificada em [22], 

Para elementos triangulares muito simples, como os elementos 
lineares por exemplo, não ocorre a decomposição entre os 
modos de flexão e de cisalhamento mencionada acima e, 
portanto, a integração redusida e seletiva não é 
suficientemente eficiente para eliminar o travamento por 
cisalhamento como se verá mais adiante. 

Do mesmo modo que para o elemento de viga os fatores de 
ajuste foram, também, aplicados a elementos de placa para 
melhoria dos seus desemE>enhos. As primeiras tentativas foram 
as indicadas em [10] e em vários outros trabalhos houve sua 
utilisação [8],[9],[12],[14]. 

COMISSÃO N A C I O N A L Zl ENtPGIA NUCLEAR/SP • IPEÍI 
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No caso dos elementos de placa o principal inconveniente 
associado aos fatores de ajuste é que sua definição é 
dependente do problema. Nào foi possível obter uma 
formulacào onde os fatores fossem automaticamente gerados 
pelo método numérico. 

Se propõe, entào, que para os elementos de placa os fatores 
de ajuste sejam definidos de modo semelhante ao utilisado 
para o elemento de viga adequando a relaçào entre as 
dimensões mais importantes, isto é, t/L no elemento de viga 
e t=/A no de placa (A é a área do elemento). Para nào 
restringir a aplicação a problemas de placas finas os 
fatores devem estar na forma c / ( l 4 c ) onde c é dado por 

(14M) t= 
c = ^ (3.19) 

h (l-nM A 

O valor de c definido em (3,19) acima vem da seguinte 
analogia 

(a) para o elemento de viga 

12 E I 2 (I4ti) t= 
0 = = (3.20) 

h (1-M*) G Q h'' h il-ii") h' 

(b) para o elemento de placa, assumindo que a sua área tenha 
a ordem de granáesa de L=̂ /2 resulta 

(I4|i) t* 
c = (3.21) 

h ií-nn A 

A matris de rigides K pode ser montada, entáo, das 
seguintes maneiras •* 

K = Kf 4 c / ( l 4 c ) Kc (3.22) 

K = Kf 4 c / ( l 4 c ) Kcr (3.23) 

Deve-se notar que a integracáo redusida de Kc restringe a 
utilisacào dos elementos a problemas de placas finas. 
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3.4 - OS ELEMENTOS LINEARES 

A teoria de Mindlin-Reissner requer continuidade para as funções 
de interpolaçâo do campo de deslocamentos, como já foi dito 
anteriormente. Assim, o elemento de formulação mais simples que pode 
ser desenvolvido é triangular com três n6e e nove graue de liberdade 
(conforme a Figura 3,3) com um esquema de interpolaçâo linear : 

3 3 3 
w = 2 Li Wi ; ex = 2 Li eai ; 8y = 2 Li Oyi (3.24) 

i=l i=l i=l 

onde 

1 
Ll = [ >l2y9 4 (-73) X 4 (X3-X2) y ] (3.25) 

X2 73 

1 
L2 = [ 73 X 4 (-XS) 7 1 (3.26) 

X2 73 

1 
L3 = l X2 7 1 (3.27) 

X2 73 

eâo as coordenadas naturais do triângulo. 
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Figura 3.3 : Elemento triangular de placa - 3 nós e 9 graus de 
liberdade 

Das equacóes (2.57) e (2.58) as matrises Bf e Bc são : 

1 
0 0 ys 0 0 -73 0 0 0 

Bf = 0 (X3-X2) 0 0 -xa 0 0 X2 0 
xzys 

0 -ya -(X3-X2) 0 ys X3 0 0 -X2 

(3.28) 

Bc =• 
X2y3 

-y» o L i x 2 y s ys O Lzxays O O Lsx2y3 

(X3-X2) - L i x a y s O - x 3 -Laxzys O x 2 -Laxzys O 

(3.29) 

e, a partir delae, eSo montadas, conforme as eq. (2.59) e (2.60). as 
matriaee de rigidez íi e Kc. 



Deve-fie notar que a «atris Bf é uma matris de termos constantes e 
que, portanto, Kf é uma matris determinada de forma explícita sem 
necessidade de integração numérica. 

A matris Bc é uma matris de termos lineares em x e y e a matris Kc 
terá integrais com termos quadráticos em x e y, portanto. Para a 
integração de Kc há as seguintes possibilidades : 

(a) Integração exata numérica ou, explicitamente, com o artifício 
indicado em [21] e descrito no item 3.2 

(b) Integração redusida [201 [261, usando somente um ponto de 
integração numérica (em geral, o centroide do elemento). Este 
elemento tem as deformações por cisalhamento constantes no elemento 
e a matria Bct é 

Bct = 

X2y3 

-ys O x2y3/3 y3 O X2y3/3 O O x2y3/3 

(X3-X2) -X2y3/3 O -X3 -X2y3/3 O X2 -X2y3/3 O 

(3.30) 

e a matriz de rigidez de cisalhamento é 

Kcr = ^ X2y3 (Bcr) Dc Bcr (3.31) 

(c) Utilisando, ainda, o conceito de integração redusida pode se 
formular um elemento introduaindo-se as segijiintes hipóteses de 
cálculo [6] : 

i. O elemento deve ser sempre um triângulo retângulo com os 
catetos paralelos aos eixos x e y. 

ii. São utilisados os pontos médios dos catetos para a 
determinação de Bc e, assim. 

BcOí =-
X2y3 

-y3 O ^X2y3 ys O ^'2y3 0 0 0 

-X2 -^X2y3 O O -'íX2y3 O X2 -'SX2y3 O 

(3.32) 
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e a Biatrtz de rigidez de ciealhaitiento é 

t 

Kcoi = hx2y9 (Bcoi) De Bcoi (3.33) 

Co» as respectivas »atrises Bf e Bc e as equações (2.59) e (2.60) 
sâo calculadas as tensões. 

Como já foi citado a utilização da integracáo redusida da »atris de 
rigidez de ciealhaaento limita a aplicação do elewento a probleœas 
de plaças finas, eomente. 

Pode-se ter outros elementos utilisando os fatores de ajuste nas 
matrises de rigides de cisalhamento dadas aci»a. 

COMISSÃO KACXN/l CE ENERGÍA NÜULEÄR/SP^IPEK 
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3.5-0 ELEMENTO DE HD6HES 

Eete elemento tem sua formulação baseada na teoria das placas de 
Mindlin-Reissner conforme as referências [171,1241. 

Inicialmente foram desenvolvidos elementos quadrangulares com 
quatro nós com linhas distintas de formulação de acordo com [19] e 
[181. Foi utilisada a abordagem de [181 para formular o elemento 
triangular [141. 

Baseado em [181, [191 e [71 foi feito o desenvolvimento de três 
elementos triangulares , apresentado em [231. Este trabalho de [231 
foi feito em paralelo com [141, de forma independente, apontando 
como conclusão principal que os três elementos formulados sào 
praticamente idênticos, comas mesmas matrises de rigides. 

üm aspecto muito importante do desenvolvimento de todos estes 
elementos mencionados é a interpolação mista dos componentes do 
tensor das deformações -• as curvaturas sào calculadas da forma 
usual no método dos elementos finitos a partir das interpolações 
dos deslocamentos e as deformações por cisalhamento são 
interpoladas de forma diferente, como se vera adiante. 

Como a opção neste trabalho é por elementos triangulares será 
apresentada somente a formulação formalmente mais simples de todos 
os três descritos em [231. A abordagem seguida é a de [191, 
descrita abaixo. 

As funções de interpolação sào inicialmente quadráticas para o 
deslocamento transversal w e lineares para as rotações 8 x e Sy 

6 3 3 
w = 2 Ni wi ; e» = 2 Li 8 1 » ; 8 y = 2 Li Oyi (3.34) 

1=1 i=l 1=1 

onde 

Ni = 2 Ll (̂  - L2 - L3) (3.35) 

Nz = Lz (2 L2 - 1) (3.36) 
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N 3 = L 3 (2 L 3 - 1) 

N 4 = 4 L2 L 3 

N& = 4 L 3 L l 

Ne = 4 L2 L l 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

L i ,1=1,2,3 B&o ae coordenadas naturais do triângulo (ver as 
eq.(3.26), (3.26) e (3.27)), w i , 1=1 a 6 são os deslocamentos 
transversais dos vértices e do meio dos lados do triângulo (sendo 
que o nó 4 fica no lado 23, o nó 5 no lado 31 e o nó 6 no lado 12) 
e Bxi, Qyi ,1=1,2,3 são as rotações dos vértices do triângulo. 
Nesta configuração o elemento tem 12 graus de liberdade e, para se 
chegar a 9 graus de liberdade, é feita uma condensação dos 
deslocamentos do meio dos lados w i ,1=4,6,6 considerando que a 
deformação por cisalhamento ao longo dos lados é constante gerando 
a seguinte equação diferencial : 

( 8 Z ) , « = ( w , « - Í3s) ,9-0 (3.41) 

onde s é a coordenada da direção do lado e é a rotação, de 
acordo com a Figura 3.4. 

Figura 3.4 -• Elemento triangular de placa - nos no meio dos lados e 
sistema local de coordenadas n.s 
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Os vínculos impostos em (3.41) resultam em funções para os 
deslocamentos Wi, 1=4,5,6 do melo dos lados em termos dos outros 
graus de liberdade que substituídas em (3.34) levam a : 

3 
w = 2 Li Wi 4 N j t í e^i 4 Nyi 8ri (3.42) 

1=1 

3 
S i = 2 Li 8 j r i (3.43) 

1 = 1 

3 
8y = 2 Li eyi (3.44) 

1=1 

onde 

ys 
Nxi = F3 Ll L3 (3.45) 

2 

y3 

Ns2 = Lz L3 (3.46) 

y3 

N i 3 = - L3 (Ll 4 Lz) (3.47) 
2 

Ll 
Nyi = - (X2 L2 4 X3 Ls) (3.48) 

2 

L2 
Ny2 = t x 2 Ll - (X3 - X2) Ls] (3.49) 

2 

L3 
N y 3 = [(X3 - X 2 ) L2 4 X 3 Ll] (3,50) 

e X 2 , x s e y 3 sâo as coordenadas do triângulo no sistema de 
coordenadas cartesiano local como indicado na Figura 3.6. 
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Figura 3.5 : Elemento triangular de placa - coordenadas no sistema 
local 

Coro as funções de interpolação das eq. (3.42) a (3.50) as matrises 
que relacionam deformações coro deslocamentos sao, utilisando as 
relações (2.52) a (2.53) : 

Bf = 
X2y9 

0 0 y3 0 0 -y3 0 0 0 

0 (X3-.\'2) 0 0 -X3 0 0 X2 0 

0 -73 -(X3-X2) 0 y3 X3 0 0 -X2 

(3.51) 
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Be ï 

Ü H 4 
- y s 0 L2 • 

« i y s ' L » 

- S x i y s L i •• 

- \X7Y»L2 •» y » 

Ü L l •» 

0 Lj + 

• S y s ' L s 

- H x i y s L a • 

- • s x s y s L z •» 

>i{x3-x2)yiUs 

• S x z y s L i •» 0 L l 0 L l * x s x î L i • 

(X3-X2) 0 L2 4 >ííx3-xt)xtL2 -XS i S x z y s L z * 0 L î 4 
-»S(xs-x2)y3L3 • j ( x s - X 2 ) x s L s i S x s y s L s - > i ( x } - x 2 ) x 3 L s 

0 L l 4 
0 0 L2 4 

- • iX2y3Ls 

• S x z y s L i 4 - X2X3L1 4 

>iX2y3L2 4 - 4 ( X 3 - X Z ) X 2 L 2 

S x z y s L s 0 L s 

(3.52) 

Com as eqs. (2.52), (2.53), (3.51) e (3.52) monta-se a matris de 
rigides do elemento. A matris Bf definida na eq. (3.51) é uma 
matris de termos constantes enquanto a matris Bc dada na eq. (3.52) 
tem termos lineares em x e y . Peste modo, a integração da matris 
de rigides S pode seguir os dois caminhos indicados anteriormente : 

(a) Integração exata, onde a integração da parcela Rf é feita de 
forma exata e explícita e a da parcela Re de forma exata 
numericamente ou utilisando o artificio descrito em C211. 

(b) Integração seletiva e redusida, onde a integração da parcela Rf 
é feita de forma exata e explícita e a da parcela Kc é feita de 
forma redusida com um ponto de integração ( em geral, o centroide 
do elemento). Este elemento tem sua aplicação restringida a 
problemas de placas finas 120] e a forma de integração da matris de 
rigides equivale 
constante nele. 

a assumir que a d e f o r D)ação por cisalhamento é 

Ho caso da integração exata, com o artifício de [21] pode-se chegar 
também a uma matris de rigides explícita como mostrado abaixo. 
Escrevendo 

Bc = L a (3.53) 
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L = 
Ll 

O 

L2 

O 

L 3 

O 

O 

Ll 

O 

L2 

O 

L 3 
(3 .64) 

X 2 ys 

- ys 

- ys 

~ ys 

(X3-X2) 
(X3-XJ) 
(X3-X2) 

O 

(t 

- Hssys 

- »4X2X3 
- "4X2X3 

O Hix2y3 

O (̂X3-XS)X2 
•»Í(X3-X2)y3 »Í(X3-X2)X3 

ys 

ys 

ys 

xs 

X3 

X3 

o 

(I 

-*íys' 

- • 4 X 2 X 3 

- 1 4 X 2 X 3 

^ ( X S - X 2 ) X 3 

(1 X̂3X2 
»4X2X3 O 
»4X3X3 -«4(X3-X2)X3 

ü 

O 

O 

O 

(I 

O 

o 

o 

-̂ X2X3 

X2 X̂2X3 -̂ X3X2 
X2 SX2X3 ->Í(X3-X2)X: 
X2 »4X2X3 O 

então 

(3 .66) 

Kc = at Lt Dc L a dA (3 .66) 

e como é uma matris de termos constantes 

Kc = at Lt Dc L dA a (3 .67) 



Chamando 
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Dc = Lt Dc L dA (3.58) 

e fasendo a integração chega-se a : 

Dc = 
EhtA 

24(14M) 

2 1 1 0 0 0 

1 1 0 0 0 

1 1 2 0 0 0 

0 0 0 2 1 1 

0 0 0 1 1 

0 0 0 1 1 2 

(3.69) 

e, portanto 

Kc = a t Dc a (3.60) 

é obtida de forma exata e explícita sem a necessidade de se faser a 
integração numérica dentro do programa. 

Com as matrises Bf e Bc, Df e Dc são calculados as tensões 
generalisadas, isto é, os momentos e esforços cortantes. 

Nos dois casos acima indicados podem ser aplicados os fatores de 
ajuste para a obtenção de outros dois tipos de elementos. 
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3.6-0 ELEMENTO DRT 

A abordagem utlllsada neste elemento é semelhante 'a apresentada no 
ítem 3.5 com a Interpolaçâo mista das componentes do tensor das 
deformações. Os trabalhos [18] e [19] apresentam formulações do 
mesmo tipo. 

O elemento DRT foi desenvolvido em [5] e [29], baseado na teoria 
das placas de Mindlin-Reissner, para quatro nos. Ele é mostrado na 
Figura 3.6. 

no'3 

nó 2 

nd 4 

no 1 

6 x 4 

Figura 3.6 : Elemento DRT 

As funções de interpolaçâo sâo : 

4 4 4 
W = 2 hl W i : e» = 2 hi 8al ; By = 2 hl Oyi 

1=1 i=l i=l 
(3.61) 
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onde 

h i = % í ( l 4 r ) ( l + s ) 

h 2 = ? í ( l - r ) ( l 4 8 ) 

(3.62) 

h s = í £ { l - r ) ( l - e ) 

h4 = ( 1 •»• r ) ( l - e ) 

onde W i , ex i e e y i , i=l,4 eSo oe deslocanentos nodais, isto é, 

dt = { Wl 6x1 ey l W2 8x2 ey2 W3 6x3 ey3 W4 6x4 ey4 ) (3.63) 

e r e s sâo as coordenadas locáis do elemento conforme a Figura 
3.6. 

Utilisando as relações (2.55) e (2.56) pode-se determinar as 
matrises Be e Bc do seguinte modo : 

O O - h i . x O O - h 2 , x O O - h s . x O O -h4,x 
O h l , y O O h 2 . y O O h S . » O O h4 . y O 
O h i . x - h i . y o h a . r - h í . y o h 3 , x - h s . y o h < , x - h 4 , y 

Bf = 

(3.64) 

Ae funções de interpolaçâo h i , 1=1,4 são dadas em termos das 
coordenadas locais r e s . Para a determinação de Bf em termos das 
coordenadas x e y deve ser empregado o procedimento descrito em 
[34] utilisando o oi»erador Jacobiano J. 

Para a montagem de Bc será utilisado um procedimento diferente do 
anterior para Bf. As deformações '(sz e "íyz serão determinadas a 
partir das deformações ^ra e -¡faz do meio dos lados do elemento. 

Para exemplificar tome-se um elemento de geometria 2X2 da Figura 
3.7. 

COMI 
SÁÚ KACiCN/l íí ENERGIA NUCLEAff/ÍSP - IPEM 
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Figura 3.7 .* Elemento DRT - Geometria 2x2 

Neste elemento 

46 

isz = = ^ (1 4 s) ifrsA 4 (1 - 6) ftzC 

íyt = iTas = >S (1 4 r) faz^ 4 (l - r) / a»B 
(3.65) 

com 

Wl - W2 eyl 4 ey2 

2 2 

W4 - W3 8y4 4 ey3 
«"raC = 4 

2 2 

Wl - W4 e»! 4 8x4 

(3.66) 

íazB = 
W2 - WS 8x2 4 8x8 



47 

No c&eo geral da FlgiAra 3.8 

tyz = ttz coeP ••• íaa coea 
(3.67) 

onde a é o ângulo entre o eixo r e o eixo x e 13 é o ângulo entre o 
eixo 6 e o eixo x. 

Figura 3.8 : Eleuento DBT - Caso geral 

AsBim 

y (Cí 4 r Bs}" 4 (Cy 4 r ByV 

8 det J 
W1-W2 X1-X2 yi-y2 

í ( 1 4 6 ) C 4 ( e y l 4 e y 2 ) 
2 4 4 

W4-WS X4-X3 y4-y3 
4 ( l - 6 ) t 4 ( e y 4 4 e y 3 ) 

(8íl48í2)] 

( 8 * 4 4 8 * 3 ) ] } 

(3.68) 
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"taz =• 
y {As + e B E ) * 4 (Ay + e By)' 

8 det J 

onde 

W1-W4 X1-X4 yi-y* 
i iUr)í 4 ( 8 y l 4 8 y 4 ) - ( 8 s 2 4 e s 4 ) ] 

W2-W3 X2-X3 72-/3 
+ (l4fl)C 4 (8y24ey3) - ( e s 2 4 e s 3 ) ] 

(3.69) 

As = XI - X2 - X3 4 X4 

Bs = XI - X2 4 X3 - X4 

Cs = XI 4 X2 - X3 - X4 

Ay = y i - ya - ys 4 y4 

By = y i - ys 4 ys - y4 

Cy = y i 4 ya - ys - y4 

(3.70) 

Com ae equac^es (3.67),(3.68) e (3.69) 

i-. ' 'ixz • «enB -sena ' ivz ' 

-eos3 cosa Uz 

* 
C Bc d 

= Bc d (3.71) 

onde 

C = 
Cr senP 

-Cr cosP 
-Ce sena 
Ca cosa 

(3.72) 



Cr = 
V (Cs 4 r B s ) * 4 (Cy + r By)' 

8 det J 
(3.73) 

/ (As 4 
Cs = 

(As 4 e B s ) * 4 (Ay 4 e By)' 
8 det J 

^( l + 8> - K ( l * 8 ) !t(3*s) -"Sd+o) -« íC + s) I J l l - f S ) ->Í(1+B) - U ( l - B ) «S(l-8) «íCl-e) ->t(l-8) ! í( l-3) 

» t y i - y i ) »(x i -xs) »(yi-jrj) *lxt-x2) *ly*-r») «tx»-»») *íy*-Y*) » ( x í - x s > 
>íll*r) -!í(l*r) H(l-»r) - " í d - D - H d - r ) \il-r) -" íCl-r) - H d - D Ü d - r ) - iíd-»r) - KlUr) (íd*r) 

«(71 -y s ) »(xi-x2) * ly j - j '3 ) »(xa-x9) « t / í - y s ) » (x j -xs ) »(y i -y«) «(x i -x« . 

(3.74) 

Deteriairiadas ae matriaee Bf na eq. (3.64) e Bc na eq. (3.74) a 
determinacfto de R se fas com as integracOes indicadas em (2.57) e 
(2.58) : 

K = Kf 4 Kc = Bft Df Bf dA 4 Bct Dc Bc dA = 

Bft Df Bf det J dr ds 4 Bct Dc Bc det O dr ds A 
(3.75) 

file:///il-r


utilisando a Integração numérica de Gauss e chamando 

Ffij = Bíij*- De Bfij det J Í J 

(3.76) 

Fcij = Bcii^ Dc Bcij det Jij 

entSo 

K = 2 aij ( Ffij 4 Fcij ) (3.77) 
i. j 

onde 1 e j definem os pontos de integração e aij sào os pesos. 

O cálculo dae teneões é feito a partir das matrises Bf e Bc como 
indicado em (2.59) e (2.60). 

O elemento triangular de três nós e nove graus de liberdade é 
obtido com a degeneração do elemento quadrangular fasendo coincidir 
oe nóe 3 e 4 . 

Pode-se aplicar também a este elemento, no caso o triangular, a 
integração redusida e os fatores de ajuste indicados anteriormente 
para se chegar a outros elementos. 

LAO KÀUN/ULkNtRGl^ N U C l t k / S P - r a 
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3.7-0 ELEMENTO TROMP 

3.7.1 -IHTRODÜÇAO 

O elemento TRÜMP foi desenvolvido com base na formulação natural 
[2],L27] de forma completa para aplicações em cascas, incluindo 
nào-linearidades físicas e geométricas [3] a t4]. 

O TRUMP tem sua formulação desenvolvida a partir da matris de 
rigides natural do elemento triangular com três nós para estado 
plano de tensào ( TRIM3 ). Deste modo, para maior claresa da 
apresentação é .mantida a notação de 131,sendo mostrada a deducào da 
matris de rigides natural do TRIM3 [271, 

3.7.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ NATURAL DO TR1M3 

O TRIM3 é mostrado na Figura 3.9. 

Figura 3.9 : Elemento de membrana TRIM-3 
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O vetor de deformações naturais totais é dado por : 

€t = 
€ta 
€tp (3.78) 

onde cta, ctp e et sào as deformações dos lados 23,31 e 12, 
respectivamente, e a, P e sào os ângulos indicados na Figura 3.9. 

Chamando c o vetor de deformações dado por : 

€ = 
42 €Ky 

(3.79) 

a relaçào entre ct e c é 

€t = Ct € (3.80) 

onde 

Ct = 

( C 2 3 s ) * 

( C 3 1 í ) * 

( C 1 2 x ) = 

( C 2 3 y ) = 

( C 3 1 y ) = 

( C 1 2 y ) * 

/2 C 2 3 í C 2 3 y 

/2 C 3 1 X C 3 1 y 

42 C12X C 1 2 y 

(3.81) 

e C 2 3 X = C O S (23,Ox) , etc 

O vetor de tensões naturais componentes ac é 

ac = 
aca 
acp (3.82) 
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e, chamando o o vetor "de tensdee dado por -• 

o -
ox 
ay 

42 Txy 

a relacáo entre oc e o é 

(3.83) 

(3.84) 

que pode ser dedusida a partir da eq. (3.80) e da igualdade entre 
as energias de deformacáo especificas 

t t 
^ € a = ̂  €t ac 

A relação entre a e c para estado plano de tensáo é 

a = D € 

onde 

(3.85) 

(3.86) 

D = 
(1-M=) 

1 M 0 1 1 0 
1 0 — 1 1 0 + 

0 0 1-ix (1-M=) 0 0 1 

E 1 0 0 
0 1 0 (3 

(l+M) 0 0 1 
(3 

ou seja 

D = a e* e* 4 b l 3 

onde l 3 é a matris identidade 3*3 e 

(3.88) 



54 

a = 
EM 

1+M 

1 
1 
O 

(3.89) 

Chamando 

A = Ct C = 
1 eos*/ eos* j3 

eos* 1 eos* a 
eos* 13 eos* a 1 

(3.90) 

e a relaçào entre ac e ct de Dn, entáo 

ac = Dn €t 

onde 

(3.91) 

Dn = a A-i E3 A-i 4 b A-i = 
E ii 
— t A-i 4 A-i Es A-i ] 
14M 1-M (3.92) 

Es = 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

(3.93) 
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A deducáo da matris Dn é indicada abaixo 

a = D € 

C ac = D C-t €t 

ac = C-i D C-t €t 

Dn = C-i D C-t = C-i (a e* e* 4 b I) C-t 

Dn = a C-i e* e* C-t 4 b C-i I C-t 

Dn = a A-i A C-i e* e* C-t A A-i 4 b A-i 

Dn = a A-i Ct C C-i e* e* C-t Ct C A-i 4 b A-i 

como 

Ct e* = 
( C 2 3 j r ) = 4 ( C 2 3 y ) = 

( C 3 1 í ) = 4 ( C 3 1 y ) * 

{ C 2 2 x ) = 4 ( C 1 2 y ) * 

1 
1 
1 

= e 

entSo, 

Dn = a A-i e et A-i 4 b A-i = a A-i E3 A-i 4 b A-i 

que é a expressáo procurada. 
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A energia de deformação específica é 

t 

^ Ct Dn ct (3.94) 

e, definindo os modos naturais como ct a matris de rigides natural 
é dada por 

Kn = A t Dn (3.95) 

onde o traço indica que os modos naturais sâo ct , A é a área do 
triângulo 123 e t é a espessura. 

3.7.3 - DESENVOLVIMENTO DO TROMP 

O elemento TRÜMP é um conjunto de camadas como mostrado na Figura 
3.10 e, tem como hipótese de cálculo básica que a deformação é 
linear ao longo da espessura. 



MATERIAL QUE RESISTE AO CISALHAMENTO 

TRES MEMBRANAS MAIS MATERIAL 

QUE RESISTE AO CISALHAMENTO 

f RESISTE A FLEXXO 

m RESISTE A CARCAS NO PLANO 

Fisura 3.10 : Elemento TRÜMP - Decomposição em camadas de TRIM-3 

Para se faser a formulação da parcela de placa do TRÜMP é 
necessário definir as deformações e tensões naturais que sâo, 
respectivamente 

pn = { 08a 0Aa 08ß 0Aß 06t 0KÍ } (3.96) 

Pn = { Mea MAU Msp MAß MBI" MA# ) (3.97) 

onde 0» e 0A sào os modos de fle.\äo simétrico e antissimétrico, e 
Me e MA sao os respectivos momentos, descritos adiante em 3.7.5. 

, ct E N E R G Í A NUCLEAR/SP - ra 



58 

A matris de rigides natural do elemento é definida pela relaçào 

e 

Pn = Kn pn (3.98) 

e a sua deduçào é descrita a seguir. 

3 . 7 . 4 - MATRIZ DE RIGIDEZ NATURAL DO TROMP 

O elemento é decomposto conforme a Figura 3.10 onde se tem um TRIM3 
central (123) no plano neutro e dois TRIM3 (1'2'3') e (1"2"3") nas 
bordas com a espessura t entre os dois últimos preenchida por um 
material que suporta somente cisalhamento. As linhas 11'1", etc sào 
consideradas como elementos rígidos fixadas aos nós 1,2 e 3. 

A matris de rigides do plano central 123 é, conforme a eq.(3.95). 

- m 

Kn = A t Dn (3.99) 

onde m indica membrana. A matris de rigides dos planos 1'2'3'e 
1"2"3" é 

-f A t Dn 
Kn = (3.100) 

onde f indica flexào, e o fator 6 ocorre pela hipótese de 
distribuiçào linear de deformações ao longo da espessura. 

A formaçào da matris de rigides à fle.\ào é feita segundo a 
decomposicào mostrada na Figura 3.11. 
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MOLA OE RKSIDEZ 

BARRA RÍGIDA EM F1.EXA0 
COM RIGIDEZ AXIAL 

|E8)« 

OSTFIM.3 OAS SUPEHFÓES TTI E TTF SÃO OECOMPOSTO EM IMA BARTE EOU^»LENTE AS BAHRAS B ^ . B ^ . B ^ 

E EM U M NR1E BUMSKTt A KXJFI ROTACOWS ^-'^g-^-

Figura 3.11 : Eleiaento TRÜMP -Decomposição doe TRIM-3 

Oe TRIM3 dae superficiee 1'2'3' e 1"2"3" eáo eeparadoe em uma parte 
equivalente a barras Ba. Bp e Bf e em urna parte equivalente a molas 
rotacionais ka. kp e ktf . 



Assim se 
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-f 
Kn = 

-f -f -£ 
Kaa Kafi Kaf 

-f -f 
Kpp Kpí 

sim. 
-f 
Kíí 

(3.101) 

define-se 

-f p -f -f -f 
Knf = Knfa Knfp Knfif (3.102) 

-f -f 
Knt = Kn 

-f 
Knf (3.103) 

onde 

-f -f -f -f 

Knfa = Kaa 4 KaP 4 Ka-í , etc (3.104) 

-f 
A contribuiçào de Knfa à energia de deformação é ^ (€ta)= Knfa 
que é a mesma de uma barra de área Ba e de lado Ia onde 

-f 
(E B)a Ia = Knf^ (3.105) 

Deste modo. 

-f 

Knf = (E B)a Ia (E B)p Ip (E B)t IV (3.106) 
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-f 
e, Knt nào dá nenhuma contribiçào à energia quando o triângulo 

-f 
permanece semelhante ao seu estado original. Knt representa a 
contribuição das três molas dos vértices da Figura 3.11. 

-£ 

As duas barras de área (E B)o = Knfa / la ao longo de 2'3' e 2"3" 
podem ser combinadas com uma alma para formar a rigides a flexâo da 
viga. 

(E B)a t= 
{E D a = (3.107) 

Se a rigides ao cisalhamento é (6 A ) a , a energia de deformação por 
flexào e por cisalhamento em termos dos modos de flexào simétrico e 
antisimétrico 0Ba e 0 A a é 

f (E D a 0Ba' 3 (E D a 0 A a = 
Da = 4 (3.108) 

2 Ia 2 l a ( l 4 g a ) 

onde 

12 (E D a 

gtf = (3.109) 
(G A)a la= 

-f 

A energia restante de flexào e empenamento é devida a Knt. 

Deve-se notar que somente os modos naturais de flexào 
08t = i 0sa 08P 08Í ) contribuem para ct nas membranas 1'2'3' e 
1"2"3". Logo 

08a t 
eta = ± . etc (3.110) 

2 Ia 

e isto é o dado fundamental para a determinação das tensões no 
elemento. 

rñiüiT?;felÓ NAO 



com 
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-f 
A energia de deformação devido a Knt é 

-f 
^ t* 08t 1 - 1 1 - 1 

(3.111) 

1 = 1« Ip 1* 
(3.112) 

Kne^dlflíe^-Te^^"" rigides natural elástica do elemento 

-f 
H t* 1 - 1 Knt 1 - 1 = 

(Katt)= (Kap)= ( K a O = 

(Kßp)= (Kp^*)* 

eim. (KttV 

(3.113) 



Con as eqs. (3.103) e (3.113) é possível definir Rne 
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Su» = 

(E ! ) • O 

3 (E I1< 
(XAP)« 

O 

alB«trlca 

(E I)» 

O 

O 

O 

3 (E I)» 

(KAR)* 

O 

O 

«E IV 

O 

O 

0 

O 

O 

3 (E I), 

1 (1«0) 

(3.114) 

Na referência [4] há um modo mais simples de se definir Rn*. A 
matris de rigides a flexâo do TRUMP é dada por 

Rn« = 
A t» 

12 
1-1 Dn 1-1 = 

A ta 

12 

Da g Da g Da< 
la« l a l p lalf 

Dpp Dpf 
I p * I p l ^ 

sim. 

(3.116) 

CCM1SSÄG ?AC;CN/l CE ENERGIA N Ü U t À R / S P ^ IPPW 



e a matris de rigides natural do elemento Kne 
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Kne = 
A t 3 

12 

Daa O 
Ia' 

KA4 

sim. 

DaP 
lalp 

O 

1P = 

O 

O 

O 

KAP 

Da y 
lalf 

O 

O 

ls = 

O 

O 

O 

O 

O 

(3.116) 

onde 

3 (E D a 
KAa = , etc 

Ia (1+ga) 
(3.117) 

12 (E D a 
ga = , etc 

(6 A)a Ia* 
(3.118) 

A t 3 Dnfa 
(E I)a = , etc 

12 Ia 
(3.119) 

Dnfa = Daa 4 Dap 4 Daí , etc (3.120) 

(G A ) a = G R t C O S « , etc (3.121) 

e R é o raio circunscrito ao triângulo 123, 

O cálculo de ga, etc requer uma estimativa do valor de rigides ao 
cisalhamento das almas das vigas ao longo dos lados do triângulo. A 
distribuição das tensões de cisalhamento depende da distribuição 
das tensões de flexâo admitindo-se que as almas absorvem a mesma 
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energia de deformacào, por cisalhamento que o material verdadeiro 
quando submetido a ùm estado de deformação por cisalhamento 
constante. 

Com relação a um referencial (0,x,y) 

(3.122) 

e a energia de deformação específica é da forma 

(3.123) 

com 

G = 
6 

O 

O 

6 

E 
, G = 

2(14M) 
(3.124) 

logo a energia de deformação é 

H h t ft G f (3.125) 

se f for constante no elemento. Se o lado la estiver inclinado em 
relação a x e y a tensão na alma é 

i a = "^xz Ca + {yz sa ,ca e sa sao OS cossenos diretores (3.126) 

e a energia de deformação nas três almas é 

H i (G A)a ía* la 4 (G A)p Ip 4 (6 A)í 1 (3.127) 
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Substituindo f«, etc cie (3.126) em (3.127) e igualando (3.127) com 
(3.125) obtem-se o sistema de equações 

ca» CP* C$ = (GA)a G 
sa= SP* Sí* 1 (6A)p = A t G 

CaSa cpsp ct ei (6A)¿ 0 
(3.128) 

que resolvido dá a expressão (3.121). 

As expressões de Rne de (3.114) e (3.116) são iguais e isto é 
facilmente demonstrável. Será utilisada a expressão (3.116) pela 
eua facilidade de programação. 

3.7.5 - MATBIZ DE BI6IDEZ CABTESIAMA 

Determinada a matris de rigides natural Rne é possível, então, 
calcular a matris de rigides cartesiana R* por meio de 
tranformações adequadas, isto é. 

Re = ant Rne an 

sendo necessária a montagem de an 

(3.129) 

A matris de tranformação an é a relação entre o vetor de 
deslocamentos naturais ( ou generalisados) pn dados na eq. 
(3.96) e o vetor de deslocamentos nodais 

dt = { Wl 8*1 8yi W2 8*2 ey2 W3 8*3 8r3 } (3.130) 

onde Wi, 8*i, 8 y i , 1=1,3 são, respectivamente, os deslocamentos na 
direção s e as rotações nas direções x e y dos nós 1,2 e 3 do 
elemento. Assim, 

pn = an d (3.131) 

Como o elemento TRÜMP é composto por três vigas nas direções dos 
lados será indicada inicialmente a matris an^ dos elementos de 
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viga. O vetor de deslocamentos generalisados do elemento de viga é 
de acordo coro a Figura 3.12. 

_ t t 

pvt = L pov pnv } = í pol po2 po3 Po4 po6 po6 
pnl pn2 PnS pn4 Pn5 pnS } 

(3.132) 

onde poi e pni sào os modos de corpo rígido e os modos naturais, 
sendo que os modos de interesse sào o simétrico e antissimétrico, 
Pn4 e pn5, identificados como 0» e 0A, respectivamente, com os 
índices a, g e dados conforme o lado do elemento. 

O vetor de esforços generalisados do elemento de viga é de acordo 
coro a Figura 3,13. 

_ t t 

Pvt = { Pov Pnv } = { Pol Po2 Po3 Po4 Po5 Po8 
Pnl Pn2 Pn3 Pn4 Pn5 Pn8 } 

(3.133) 

onde Poi e Pm sào os esforços de corpo rígido e os esforços 
naturais, sendo que os esforços de interesse sào o simétrico e 
antissimétrico, Pn4 e Pns, identificados como fie e MA , 
respectivamente, com os índices a, P e dados conforme o lado do 
elemento. 

Assim, se o vetor de deslocamentos nodais for para a viga 

pvt = { ui VI WL e n eyl 921 U2 V2 W2 ei2 ey2 8a2 } (3.134) 

as relações entre eles sào 

pv = Av pv (3.135) 

pv = av p (3.136) 
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MODOS DE CORPO RIOIDO NUMERO DE MODOS NATURAS 
MODOS 

o 

01 

( v, - H — — c 

2 ni 

t 

A / 
"03 \ ~ "03 

> 

/ 
> 

® 2 nS 

3 u 
J 

/ ^ 

1 

I vil 

/ 

Figura 3.12 : Modoe de corpo rígido e naturais de um elemento de viga 
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ESFORÇOS DE CORPO ROÍDO NUMERO 

2 01 

7 

^ o , | 

Z 

I - 0 , 1 • 

I ' O B 

r 

ESrORCOS NATURAIS 

2 01 NI NI 

'NZJ 
LI 

/ 
1 i 
f / 1 

/ 
é F 

i'oi 

7* 

N2 

N 3 

4 N 3 

T 

2 'o4 / 
•4 

© 

0 9 NS 

Z 

" N 6 

. 'Ñ9 . ' ' N9 

Flfiura 3.13 : Esforcoff de corpo rígido e naturais de um 
elemento de viga 
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Av = 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 

n 
0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 ^ 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 ^ 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 ^ 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

(3.137) 
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0 0 0 0 0 \ 0 0 0 0 0 

0 »é 0 0 0 0 0 ^ 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 \ 0 0 0 

0 0 0 \ 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 
1 1 

0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
1 1 

-1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 

0 ff 0 0 0 1 0 -2 0 0 0 1 
1 1 

0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 2 0 -1 0 0 0 -2 0 -1 0 
1 1 

0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 

(3.138) 

Supondo que a viga 12 faca ângulo 8 coa> a direção x do siôtema 
cartesiano, então, a relação entre o vetor de deslocaoentos nodais 
locais e globais é 

dl = T d¿ ; 1 - local e g - global (3.139) 

T = 

t 

O 

O 

O 

O 

t 

O 

O 

O 

O 

t 

O 

O 

O 

O 

t 

; t = 
cos8 sen8 O 
-sen8 cos8 O 

O O 1 
(3.140) 

Deste »odo, 

pnv = anv T d anv d (3.141) 



onde 
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AER* -

-COB9 -senO Ü (I 0 U cose -sene 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 

-2een9/l 2co«e/l ti 0 0 1 28ene/l -2cose/l 0 0 0 1 

0 0 Ü «ene -co«e 0 0 0 0 -sene cose 0 

0 0 2/1 sene -co«e 0 0 0 -2/1 sene -cose 0 

0 0 (1 -cose 0 0 0 0 cose sene 0 

(3.142) 

Separando de anv as linhas relativas a pn4 e pn5( modos simétrico e 
antissimétrico) e as colunas relativas a wi, 8*1, e n , W2, 8*2 e 
8r2 chega-se a 

anTROMP = 
o sene -cose O -sene cose 

2/1 sene -cose -2/1 sene -cose 
(3.143) 

Assim, rearranjando anTRUHP corretamente para conter as três vigas 

an = 

0 0 0 0 ya 
la 

-Xa 

la 
0 

0 0 0 2 ya -Xa -2 
la la la la 

0 -yp 
ip 

xp 
ip 

0 0 0 0 

-2 yp -xp 0 0 0 2 
Ip ip Ip Ip 
0 y( 0 -Yt x^ 0 

1* lt lt lí 
2 y* -xt -2 yt -x^ 0 
1 1* lî  lt 1* 

la 
jra 
la 

_yp_ 
ip 

Ip 
o 

o 

Xa 

la 

•Xa 

la 

•Xp 

IP 
V X G _ 

IP 

O 

O 

(3.144) 



onde Xa - X 2 3 = X 2 -xs , etc 

3.7.6 - TENSOES 

Da eq.(3.110) 

0 S A 0 S P 0Bf 
eta = s ; ete - s ; ctí = s 

la Ip (3.145) 

logo 

€t = s 
0 S a / l a 
0 S P / Ip 
0 S Í / liT 

(3.146) 

Da eq.(3.91) 

Oc = Dn €t = s Dn 
06a / la 
0Sp / Ip 
06/ / lt 

= s Dn T* d (3.147) 

onde 

T* = 

0 0 0 0 ya -Xa 0 
0 la la 0 -yp xp 0 0 0 0 IP Ip 
0 yf - X í 0 -yr Xt 0 

lt 1̂  1^ 1^ 

-ya 
la 

IP 
O 

X a 
l a 

zxp. 
IP 
O 

(3.148) 



74 

Chamando a*t = { o i ay rxy } entSo 

a* = C ac = s C Dn T d (3.149) 

onde C é Igual a C substituindo os coeficientes 42 por 1 . 

Como = •[ MI My Miy } é dado por 

M = 
t/2 

s a ds = 
-t/2 

t/2 _ 

s= C Dn T d ds = t» C Dn T d 
-t/2 

(3.160) 

então 

t» 
M = — Bf d 

12 
(3.161) 

onde 

Bf = C Dn T (3.162) 

sendo determinadas as tensões a partir dos deslocamentos nodais 
cartesianos. 
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3.8-0 ELEMENTO DKT 

Este elemento é desenvolvido a partir da teoria de Mindlin-Reissner. 
Sua aplicaçào é restrita a placas finas porque na formulacào sào 
impostas condições de vínculo tais que se tenha deformações por 
cisalhamento transversal nulas em alguns pontos discretos, vindo dai o 
nome DKT (" Discrète Kirchhoff Theory ") [11,1151. 

As hipóteses básicas para a formulacào do elemento sào : 

(a) Aplica-se a teoria de Mindlin-Reissner considerando que as 
deformações por cisalhamento transversal e, portanto, a energia de 
deformação por cisalhamento transversal sào despresíveis quando 
comparadas às deformações e a energía de deformação por flexão da 
placa. Será dedusida somente a matris de rigides de flexão neste 
elemento. 

(b) As rotações 8 I e 8JR variam quadraticamente no elemento, isto é, 

6 6 
8X = 2 Ni 8 Í I ; 8 Y = 2 Ni eri (3.153) 

1=1 1=1 

onde Ni, 1=1,6 são são as funções das equações (3.35) a (3.40), com os 
nós dos vértices e dos lados definidos da mesma forma que o indicado 
lá. 

(c) As hipóteses de Kirchhoff são impostas em 

i. nos nós dos vértices 

- O nos nós 1, 2 e 3 (3.154) 

i. nos nós do meio dos lados 

w .«IC - 8NK= O k=4,6 (3.155) 

(d) O deslocamento transversal é definido somente ao longo do contorno 
do elemento e sua variação é cúbica. Assim, os valores de w^v.x e w,y 
Sao requeridos para definir os deslocamentos ao longo dos lados -• 
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- 3 Wi Ê 1 w ; « i c$ 3 Wi ^ 1 
w, *k = 

21i j 21 i i 
(3.166) 

coro k Indicando o nó do meio do lado ij e lij o comprimento deste 
lado. 

(e) Ê imposta uma variação linear de 6» ao longo dos lados, isto é 

8sk = ̂  (8«i 4 8* i ) (3.167) 

onde k denota nós no meio dos lados (ver Figura 3.4), 

(f) Por (3.163) e (3.166) o elemento tem 18 graus de liberdade que com 
(3.164), (3.156) e (3.157) são redusldos a 9 (3 deslocamentos e 6 
rotações nos nós dos vértices). 

Com as hipóteses de cálculo acima indicadas monta-se a relação entre 
as rotações 8x e 8y e os deslocamentos nodais 
d, isto é. 

t t 
í 8« e y } = M t Wl e » l e y l W2 e » 2 e y 2 W3 8*3 e y 3 } (3.158) 

onde a matris H é 

H = 

3N»Cs Nl4iiN»S«° -((H«S«C« 

2 L L 2 -tiiNíSs' -(|NsS»C» 

SNsCs -»((N»C8° 

2 191 -HSNSCB» 

3N»Ss 3Ns5»C» Nj-fi^N&Cs* 

2 l » l 4 -*iiN*C»' 

SNsSe 9N6S»C« -«HsSs* 

2 112 4 -KHtS»* 

3N4C4 NZ4lSN4S«* -liN4&4C« 

2 Ias -»iiNiSs' -((NsSsC» 

SNeC* •»((N4C4' 

2 l l » 4 U H S C S » 

3N«S( 3N«SeC* Nz4iíHeC(* 
2 111 4 4 Í Í H 4 C 4 * 

3N4S4 3N4S4C4 -KHeSf* 

2 1 « 4 -IIH4S4» 

3NsC» N34iiH»S»' -!(N»SsC« 

2 l 9 1 4SN4S4' - ^ N 4 S 4 C 4 

3N4C4 -tüNsCs* 

2 123 4^8404* 

3H4S4 3H«S4C4 N34lfN4C4* 
2 l 2 3 4 4iiNsCs' 
SNsSt 3NsSsC5 -«(N4S4' 

2 l 3 i 4 - k N s S C * 

(3.159) 
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e SK = xij/lij ; Ck = -ya/lià ; x ü = xi - xj 

yii = yi - yj ; lij = (xij* 4 yij*)i/2 

e para k=4 , 1=2 e j=3 
k=5 , 1=3 e j=l 
k=6 , 1=1 e j=2 

Utilisando as equações (2.50) e (2.51) pode-se determinar a matris Bf. 
que relaciona as curvaturas com os deslocamentos nodais. Neste caso a 
matris Bf é uma matris com lineares em x e y e pode ser decomposta da 
seguinte maneira 

Bf = L o 

onde 

(3.160) 

L = 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

(3.161) 

e O = O O O e 1 = Li Lz Ls 
J j 

(3.162) 

sendo Li, 1=1,3 as coordenadas naturais do triângulo e a matris a 
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r>p« -4»> -r>p» 0 -2r9 0 0 0 
- y«p» p 2»» r>p> 0 4»» p 0 0 
r>pi T>ll-ri) »»n n44 -r«(r«-2) -l't(P4«P») r9(«<-4i) r9(r«-r») 

- X>tl xi9«x:r» -XI4I D X) 0 «tt> xiiri-J) -(I4> 
0 xis 0 X2t< xi-'Xiri -XM« -Xlt» xi(r<-l) -X94« 

X>9tl xixi-r») xasqi -Xítl xill-r«) X>4< -X«9tft4X9t« -x:9r9-x9r< -x» X9Q9 
xgqt'xt.qi 

-xiri-x>p> -4x<9'>xtr» x>p« -r» 2X9 XIP> 
-x:9r9-x9r< -x» X9Q9 (r>-Z)xi 

-Xl»|>t T» 2xt> xiipxxtpi -rîxiat -4x9'<x>r« -XIP» X>44 tr«-2)x» 
-x3>Q>4(l-ri)r> l2-ri)x>i'>r*ai -x»p«*r3t« lr<-l)r>-x>«i C2-r«)X9 -X>9PI«X9p< -X>94l-X>4< -X99ri-X9r> -r94« -(»«•»•)»» «ll-«-r»)»» 44X94|«t-4«)y| 

(3.163) 

C O M x i j = Xa - X I ; ya = y i - Y J ; L Ü * = x i j * 4 y i j * 

P4 = -6x2s / l23* ; P5 = - 6 x » / L » I = ; P E = -6x12/112= 
t4 = - 6 Y 2 3 / l 2 3 * ; t5 = - 6 Y 3 / l 3 i = 

q4 = 3 X 2 3 Y 2 3 / l 2 3 * ; qS = 3 X 3 y 3 / l 3 1 * 

r4 = 3 Y 2 3 * / L 2 3 = ; rs = 3 Y 3 I = / L 3 I * 

A M A T R I S D E R I S L D E S K É D A D A , N E S T E E L E M E N T O , P O R 

K = Bft Df Bf dA (3.164) 

somente com a parcela devida a flexSo. 



Substltulndo a eq. (3.160) em (3.164) 
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R = at Lt Df a L dA (3.165) 

e como a é uma matris de termos constantes 

K = at Lt Df L dA a (3.166) 

Chamando 

Df* = Lt Df L dA (3.167) 

e fasendo a intesracSo chega-se a 

Df» = 
24 

2I> D D 2|il> nD MD 0 0 0 

» 2D D UD 2|iD HD 0 0 0 

D D 2D HD »iD 2|iD 0 0 0 

2»iD MD nD 21) D D 0 0 0 

uD 2MD MD V 21» D 0 0 0 
MD uV 2MD D D 2D 0 0 0 

0 0 0 0 0 ü D d - M ) W d - M ) iiD(l 
0 0 0 0 (1 0 »íD(l-n) D(l-|i) «íP(l 
0 0 0 0 0 0 D(l 

(3.168) 

COMJSSAO N A C I O N A L C E E N E R G Í A NUCLEAR/SP - tPTM 



so 

E t 3 

A matris de rigides K é, entào, obtida de forma explicita com o 
seguinte produto 

X = at Df* a (3,169) 

Para o cálculo das tensões generalisadas Mt = {MÏ tir Kxy'} , pela 
relaçào (2.64) 

M = Df Bf d = Df L a d (3,170) 

sendo L calculada para o ponto escolhido e H obtido pelo produto 
indicado. 

Há as seguintes observações em relaçào a este elemento : 

1. Desde q.ue w varia cúbicamente ao longo dos lados, w, « varia 
quadraticamente e, também, 8n. Desde que w,« é igual a 8n em três 
pontos ao longo de cada lado, a hipótese de Kirchhoff 
( U S = 8n - M,í = O) é satisfeita em todo o contorno do elemento. 

2. A integracáo da matris de rigides na forma como foi indicada é 
explícita e facilmente programável. 

3. A interpolaçâo para o deslocamento transversal nào é definida 
internamente ao elemento- Assim, nào pode haver a definiçào 
consistente do vetor de esforços tranversais nodais bem como das 
matrises de massa e de rigides geométrica, Como aproximação, pode ser 
utilisada na prática a variação linear de w dentro do elemento. 

4. A convergência para a solução da teoria clássica de Kirchhoff é 
obtida porque a energia de deformação por cisalhamento transversal é 
despresada e porque as hipóteses de Kirchhoff sào satisfeitas no 
contorno do elemento. 

6. Com a restrição imposta a 8» na eq, (3.167), Bx e By são dadas por 
polinómios completos de 1* grau no elemento. 
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6. Quando esta formulação é aplicada a um elemento de viga, a matris 
de rigides com polinomio cúbico de w é obtida. 

7. A formulação é extensível a elementos quadrilaterals com 12 graus 
de liberdade e outros elementos poligonais de placa. 
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3.9 - COMPARAÇÃO ENTRE OS ELEMENTOS 

Para uma comparação entre o« elementos eles serão chamados 
TI, T2, etc como definido a seguir : 

TI - é o elemento descrito em 3.4 com integração exata de Kf 
e Kc. 

T2 - é o elemento TI com o fator c / ( L 4 C ) multiplicando Kc, 

T3 - é o elemento descrito em 3.4 com integração exata de Kf 
e redusida de Kc, 

T4 - é o elemento T3 com o fator c / ( l 4c ) multiplicando Kc. 

T5 - é o elemento descrito em 3,5 com integração exata de Kf 
e Kc. 

T6 - é o elemento T5 com o fator c / { L 4 C ) multiplicando Kc, 

T7 - é o elemento descrito em 3.5 com integração exata de Kf 
e redusida de Kc. 

T8 - é o elemento T7 com o fator c / ( l 4c ) multiplicando Kc. 

T9 - é o elemento descrito em 3.6 com integração exata de Kf 
e Kc. 

TIO - é o elemento T9 com o fator c / ( L 4 C ) multiplicando Kc. 

Tll - é o elemento descrito em 3.6 com integração exata de 
Kf e redusida de Kc, 

T12 - é o elemento Tll com o fator c / ( L 4 C ) multiplicando Kc, 

T13 - é o elemento descrito em 3,4 coro integração redusida e 
otimisada ( o elemento é sempre um triângulo retângulo ). 

T14 - é o elemento descrito em 3.7 

T15 - é o elemento descrito em 3.8 

Os elementos acima relacionados tiveram suas matrises de 
rigides comparadas para algumas situações, como se verá a 
seguir, e foram submetidos a alguns testes em problemas de 
placas finas estáticos e lineares para avaliação do seu 
desempenho. Buscou-se avaliar se os elementos estudados 
atendiam os critérios descritos no item 1 deste trabalho, 
não se preocupando, nesta fase, em testá-los ou utilisá-los 
em análises de placas moderadamente espessas ou em análises 
não-lineares e/ou dinâmicas. 
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3.9.1 - ANALISE ESPECTRAL DA MATRIZ DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS 

Para ui»a primeira comparação entre os elementos estudados 
são apresentados nas Tabelas 3.1 a 3,9 os autovalores das 
matrises de rigides dos elementos com diferentes geometrias. 
Sendo esta comparação apenas um e.\'ercício numérico não foram 
consideradas unidades de medida. 

Nas Tabelas 3.1 a 3.3 o elemento é um triângulo equilátero 
de lado unitário, módulo de elasticidade E=3000, coeficiente 
de Poisson |i=0.3, com a espessura variando de t=10, t=0.1 e 
t=0.001. 

Nas Tabelas 3,4 a 3.6 o elemento é um triângulo escaleno 
cujos vértices tem as seguintes coordenadas (x;y) : {0;0), 
(1;0) e (1.5;1) e nas Tabelas 3.7 a 3,9 o elemento é um 
triângulo retângulo com catetos de 1=1, As propriedades do 
material e as espessuras são as mesmas do triângulo 
equilátero. 

c o n s t o . A C W L CE tNEBelA N U C U A R / S P • ^ 
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tb t l i } , l : Igtoriloreí it l a t r l i t i it r i i H e i ttt de ie i to i 
T r l l x d o e4«l]iter» coi «<re<ittr< tMC 

>d» T i T2 

M ( . ( 

I .» t.t 

TJ 

U 

1.1 

. U l O M MÜLTI it 

lt T i TC 

1.« t . l M 

t.t » J M 

l t - t.t t.t 

t.t .mim .umi 

T7 

t.t 

t.t 

t.t 

t.t 

T I 

l . l 

1.1 

t.t 

t.t 

imm .imm .tmm .imm .JZJIM .1223144 

imUt . )22»«l .)22]IH .)223M IWm .}22)IH 

.»$414» .»(414» .»$414» .»C4l4Í .»6414» .»6414» 

.»(4|4S .»(414» .»ÍC4I4» .»»(4I4» .»(4l4» .}»(4l4» 

. iH i i 4 ( .]()ii4( . i n i i 4 ( .m\m .wim .mim 

i2nm .imm 

12)1144 .12)1144 

»i(4l4» .»»(414» 

»(4l4» .»»(4l4» 

jg)]i4( .]i}ii4( 

T» TÍO 

t.t t.t 

t.t t.t 

t.t t.t 

.10)114} .102114) 

.)2)ll44 .)22)l44 

.4024144 .)22}|44 

.»(414» .»»(414» 

.»»(714» .»»(414» 

.10}1|4( .1I}1I4( 

T l l 

1.0 

0.0 

0,0 

0.0 

T12 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

.)2)1144 .)2)ll44 

.))47l44 .))4T|44 

.mm .mm 

.man .»»(414} 

.1P)1|4( .10)1140 

T I ) T14 TI» 

0.0 0.0 

0.0 0.0 

- 0,0 0.» 

• .2)0114) .)|$(|4» 

.)224l44 . ) I ( ( I4» 

- - .}224I44 .»»114» 

.»(4l4» .10)ll4( 

- - .»»(4I4» .1)0»|41 

- . I l ) l l4 ( .1)0»|47 

!»eli ).2 : MmUnt itt l a t r i i t i ét r l ( id«t iot « le ie iU i 
T r l l i { u ] « «««Ilitero coi tttttnn t^O.l 

lodo TI T2 T ) T4 T» T( T7 TO T ) TÍO T i l T12 T I ) T14 TI» 

1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 

2 0.1 1.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 l . l — l . l 1.0 

) 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 — 1.0 0.0 

4 .10)1 .10)1 0.0 0.0 .»)(0I-] .44041-] 0.0 0.0 .»)(0I-] . ) )21M 0.0 0.0 .»)»)i-l . } 0 ( ( M 

» .0(1» .00)1 .10)1 .10)1 .»)(0I-] .»)}2I-] .»)(0I-1 .» )»2M .»)(0I-] . ) ) » 2 M .»)(0I-1 .») Í2 I - ! — .» )» ) ! - ] . )0 ( ( l - ] 

( .0(1» .00)1 .0(1» .00)1 .10)1 . » )»2 I ] .»)(n-l .» )»2M .10)1 .» ) (7M .»)((l-l . » ) » I M — .I070I-] .»»11-1 

• ' 7 .l»2)|4l .l»ll4l .1(1» ,00)1 .]1»7|4] .10)1 .1111 .11)1 .10)214] .10)1 .]0)1 .10)1 --- .11« .un 
1 .)}»4I42 .))»4l42 .)}i4|42 .))»4I42 .))»4l42 ,127)141 .))»4l42 .1270141 .))»4l42 .127)141 .))»4|42 ,127»4] — .14))|4] .i)g»i4] 
0 .)3»4I42 .))Í4I42 ,))»4I42 ,))»4|42 .)}»4I42 .127014] .))»4l42 .127)14] .417(142 .]»)2l4l ,)470l42 .])2)|4] — .14))l4l .DOSM 
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Tabelí i.} •• Ittovalores it* u t r l i « i 4« rJ f ldt t i»i c]eieit«i 
T r i i s ig l» t f i l l i U r * e»i tiHuan i-t.ttt 

lodo T I T2 TI T4 T> TI T7 TI TI T l l Tll T12 T I ) T14 TU 
1 l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l — l . l l . l 

: t . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l — l . l l . l 

j l.l l . l l.l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l -- l . l l . l 

4 llin-T .(TUI-I l . l l . l .»»1-1 .4Í1IM l . l l . l .MWI-T .4n>I-1 l . l l . l - .MMI-) .)isei-i 
.11)11-2 .11)11-2 .ll»l-2 .11)11-2 .i)IH-7 .»)Í2I-T .»»1-1 .»)2I-T .»C»-T .»)2I-T .»)eH-T .S))2I-T .»»|-T .))(» 1 
.11)11-1 .1011-2 .ll»«-2 .IMll-2 .IMIM .MJ2I-T .MMI-J ,»»21-7 .11)11-1 .M67I-T .»«1-7 ,»MI-7 - ,1I)1H .»»11-7 
.1»2)I-1 .11)11-1 .11)11-1 .11)11-1 .11»7M .11)11-1 .IDII-I .11)11-1 .11)21-1 .mt-t .11)11-1 .IDII-I — .11)111 .11)11-1 
.)3>4 .)»4 .))>4 .))»4 .))>4 .1))«» .))»4 .1))« » .))»4 .1))«» .))»4 .1))«» --- .14)71» .l)»l-» 
.)}»4 .))»4 .»»4 .))i4 .»»4 .l)}gi-» .))»4 .l))DI-> .4171 .IDil» .)47l .1)7«-» - .14171» .1)0»I-» 

íbeli ).4 : lütofi loreí dit u t r l t t i it r i t i d » doi «loieBtoi 
T r l t u i l o «fcileac coi ttmmi t:lC 

lodo TI T2 T) T4 T) TI n TI TI Tll Til T12 
l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l 
l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l 1,1 l.l l.l 
l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l l.l .1.1 l.l l.l 

.II74M .It»2l4) l.l l.l .imm .1)2)M l.l l.l .117114} .S)»»|4} l.l l.l 

.2119144 .2N»|44 .2101144 .20»|44 ,]»17|44 .1)12144 .1»17|44 .I»12l44 .I»e7l44 .1»(2|44 .1»24|44 .I»1I|44 — .24C»|44 .277014» 

.0»7|44 . )» ) |44 .»07144 .»))I44 .I0»|44 .0077144 .OOIIM .1177144 .141)144 .I4(»44 .I2C)|44 .1241144 — .lOIIM .477114» 

.211114» .210114» .2(0114» .2(0114) ,2(0114» .2(0114» .2(0114» .2(00̂» .2(1214» .2(1214» ,2(00l4» .2(0114» — .2(0114» .20I0|4( 

.114)14» .014)14» .112)14» .112314» .114)14» .114)14» .II2)|4» .112)14» .114714» .114714» .01)714» .0I)7|4» - .I7)»|4» .»)43l4( 

.22((|4| .22E(|4( .22e(|4« .22(H4( .22((l4( .22(a4( .22((|4| .22((M .22e(M .22((l4( .22((|4| .22({M — .22((|4( .140)147 

TI) T14 TI» 
— -.70171) 0.1 

l.l l.l 
— l.l l.l 
— l.l .1)1014» 
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Tiktli M : l<t«i«l«rei in tttrltti it tltiiti it* «leieiU* 
Trliiial« fic«lu« MI ttttum l-l.l 

Mo T] T2 TJ T4 T) TL N TL I I Tll Tll T12 Tll Tll Tl» 

> L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L — -.1221 L.L 

2 L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L - L.L L.L 

J L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L M - L.L L.L 

« IIITM .411:1-1 L.L L.L . 2 } » M .21TIM L.L L.L .2JCI1-1 . l i M M L.L L.L — L.L IIM-i 

s .1171 .1(11 .»7741 1 .Í774M .))77l-] .2)(iM .2»(l-l .2»U-1 .lllll-l .2)(7I-I .2»ll-l .2»(l-l -• .2)(»-l .27701-1 

( .22» .22« IMll 1 .144« 1 .22» .1171 ,11121-1 OIIIM .22» .1247 .14171 1 .I4J1M --- . 4«» 1 ,47711-1 

7 .7114M .72HM .22» .22» .)205M .22» .22» .22» .17((l»l .22» .22» .22» — .22» .2001 

I .mm .2441142 .2210142 .21)7142 .1(0(142 .» l ( .1»4|42 .»)0 .1(11142 .»(0 .1»(|42 .1177 — .I401M .»4) 

I .071)142 .0»)l42 .I7I»42 .4»0l42 .I)()|42 .207414] .l»)|42 .207)14] .0»(l42 .)172l4l .»12l42 .)(lll4l — . ) » I M .141)14] 

Tabela ).l : Istorilorti it* latrltti it titiitt io* elnettoi 
Trilictl» eicaUi« coi t*t***m t̂ O.OOl 

lodo Tl T2 T) T4 T» Tl N Tl Tl Tll Tll T12 Tl) T]4 Tl» 

1 0.0 L.L l . l L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L --- -.1241-1 l . l 

2 0.0 L.L L.l L.l L.L L.L L.L L.L M L.L L.L L.L " 1,1 l . l 

) 0.0 l.L L.L L.L L.L L.L L.L L.L 1,1 L.L L.L L.L — L.L l . l 

4 .J774I-2 .41121-2 L.L L.l .2)(a-T .220)1-7 L.L L.L .tUa-1 ,]»I4I-T L.L L.L — L.L .lMH-7 

5 .100(1-2 .12071-2 .»7741-2 »7741-2 .)420I-T .2J(»I-7 .2)(a-T ,2)(»I-T .)42)I-7 ,2X71-7 .2)(II-T .2)(H-7 — .2)ia-7 .27711-7 

( .22»)M .1)011-1 . K i l l ) .»»UM .22Í0I-I .17l7l-( .1)141-7 .1)211-7 .22»N-( .]2()L-7 .14111-1 ,I4»)I-T — .440(1-7 ,4771M 
• 7 .2)14 .22» .22» .22» .)24(I-1 .22»ll-l ,22»l-0 .22»0M .]7]»l-] .22»)l-l .22»ll-( .22»IM — .22»(M ,20111-0 

1 .71)01 .1(72 (0» (»14 .1(0» . » » I M .1») .»»ni-i .1(11 .»»l2l-( .]»» .))»41-l — ,14(01» , » 4 ) M 

1 .07» .1(74 .17» .71(1 .10(1 .)l7»-» .11(2 ,}I7»I-) .1»» .)20U-» .»12 .)ll7i-» — .)(UI-» ,141)1» 
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Trltt(g>« r«t>i(v}« cm ttpeum t--lt 
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toi» Tl Ti T) U Ti Tl 

1 M l . l l . l T.T l . l l . l 

l l . l l . l l . l T.T l . l l . l 

l . l l . l l . l l . l l . l l . l 

TT Tl Tl Tll Tll T12 

l.l l.l l.l l.l l.l l.l 
l.l l.l l.l M l.l l.l 
l.l l.l l.l l.l l.l l.l 

I .2I}4M .íiUM l.l l.l . t »5M .mwi T.T l.l .1211142 .12(4142 l.l l.l 

I .2144144 .I1ÍTI44 .)144I44 .I l iTM .2114144 .2127144 .2114144 .2127144 .2221144 .2222144 .21Í1I44 .214ÍI44 

( .(111144 .117(144 .»11144 .»7(144 .Í1I1I44 .»211144 .illl|44 .»2(1144 .iil2l44 .»I1»I44 .»44II44 .»411144 

I .412(14» .412(14» .412(14» .412(14» .412(14» .4|2(|4» .412(14» .412(14» .412114} .412(14» .412(14) .412(14» 

I .(42414» .142414» .142414» (42414» (42414» .(42414» ,(41114» .(41114» .(424|4» .142414» .(42114» .142114» 

I .1412141 .]412I4( .1412l4( .14)2141 .14]2|4( .]4i:i4( .]412l4( .14)2i4( .14)2l4( .14)2l4| .I4)2l4| .1412l4( 

II) 114 II» 

l.l l.l l.l 

l.l l.l l.l 

l.l l.l l.l 

l.l l.l .111114» 

.2))ll44 .2)11144 .)44ll4» 

.»»(7144 .»212144 ,»42114» 

.422)14) ,412(14» ,]14»I4( 

.171)14» ,(41ll4» ,7}()|4( 

.1<)(I4( ,I4)2I4( .1}(»|47 

Talielf ).l : Ittorilorci itt n t r l m it tïtlitt i«t denitoi 
Triâtialo rtUifol« cm tittiun t-l.l 

11 12 T) 14 I» Tl n It Tl III TH 112 11) 114 Tl» 

l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l.l 

l . l l . l 1,1 l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l 

l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l l . l 1,1 l . l l . l l . l 1,1 

.142( .1421 l . l l . l .)I2]M .)I41I-) l . l l . l .)I21M .242IM 1,1 l . l l . l l . l . ) » I M 

.441» .2211 ,1421 ,142( .4(221-1 .}|17M .)I21I-1 ,)I17M .l»)!-] .)I21M ,)I2)I-1 ,)(2tM , ) ) » M ,))l(l-l .)44(M 

,((7) ,4171 .441» .2211 .1421 . U K I - l .(l»)l-l . t D l M .)42( ,71211-1 .(2121-1 .11)11-1 .7»44l-l .(4111-1 .»4211-1 
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3.9.2 - -PATCH TEST- DA TEORIA CLÁSSICA DE KIRCHHOFF 

Os elementos estudados foram utilisados na análise de uma 
placa fina retangular submetida a um estado de fle.vâo onde 
os três momentos resultantes sâo constantes na placa. A 
geometria, carregamentos, discretisacâo e a solução 
analítica sào mostrados na Figura 3.14 [13.114]. 

V 

40.0 

10 

20 ^ 3 

/'"\Tn5.o, 15.0) 

10 

20 Î0 

10 10 

Figura 3 .14 

D a d o s : E - 1 0 0 0 , - 0 , 3 , t « l 

C o n d i ç õ e s d e C o n t o r n o : w « 0 n o s n ó s 1 , 2 e 4 

S o l u ç ã o A n a l í t i c a : M =M - M -1 n a p l a c a 
X y xy 

"Patch-test" 

O elemento T15 satisfas completamente o teste com os 
momentos calculados reproduslndo exatamente os momentos da 
solução analítica (M» = My = Mxy = 1.). Os elementos T13 e 
T14 com uma malha com quatro triângulos retângulos (com o nó 
central no centro geométrico da placa) também satisfasem 
completamente o teste. 

Pode-se diser que os elementos de T5 a T12 satisfasem o 
teste pois os momentos calculados variam numa fai.va entre 
0,96 e 1,04, bem próximos aos valores da solução analítica. 
Notar que estes elementos foram desenvolvidos com a Teoria 
de Mindlin-Reissner. 

Os elementos Tl a T4 e T14 (na configuração da Figura 3.14) 
nào satisfasem o teste pois os momentos sào totalmente 
diferentes entre si e em relaçào aos valores da solução 
analítica. 

ccMíssAo ívAc;crsi/i ci E N E R G I A NUCLEAR/SP - ÍPEM 
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3.9.3 - ANALISE DE PLACAS FINAS QUADRADAS 

Oe elementos T5 a T16 fora» utilisados e» problemas com 
placas finas quadradas. Duas situações foram analisadas: 

(a) Placa fina quadrada simplesmente apoiada nas bordas sob 
carregamento uniforme com as seguintes características: 

lado 

espessura 

carga distribuída 

L 

t 

E 

q 

8 

0,08 

1000 

0,3 

- 0,1 

L/t = 100 

(b) Placa fina quadrada engastada nas bordas sob carga 
concentrada no 
características: 

lado 

espessura 

centro da placa com as seguintes 

carga concentrada 

L 

t 

E 

P 

8 

0,08 

1000 

0,3 

- 4 

L/t = 100 

Somente um quadrante da placa foi modelado por considerações 
de simetria e as malhas, denominadas A, B e C, são mostradas 
na Figura 3.15, sendo N o número de elementos da malha. As 
condições de contorno empregadas foram w = O nos lados 
simplesmente apoiados e w = 8i = 8y = O nos lados 
engastados. 
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< 

«•4 IU«C4 

Figura 3.15 Flacas quadradas - Malhas utilisadas 

Fol feita uma comparação entre os resultados das análises 
com elementos finitos e das soluções analíticas para os dois 
problemas. Esta comparação é apresentada nas Figuras 3.16 a 
3.27. 

Nas Figuras 3.16 a 3.18 e 3.22 a 3.24 sâo comparados os 
valores de deslocamento no centro da placa. Nás Figuras 3.19 
a 3.21 sâo comparados os momentos no centro da placa 
(obtidos pela média quando os vértices dos elementos 
coincidem) para o caso onde o carregamento é distribuido 
uniformemente e nas Figuras 3.25 a 3.27 a reação (momento) 
no centro do lado da placa sob carga concentrada no centro. 
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Figura 3.25 
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3 . 9 .4 - TESTE DE TORÇÃO 

Este é un teste para verificar elementos de placa 
triangulares en» malhas com poucos elementos {dois ou quatro) 
bastante distorcidos. 

Foram utilisados somente os elementos T5 a T12 e T15 nestes 
testes. A geometria, carregamentos, discretisaçáo, o padrão 
de comparação ("benchmark" [151) e os resultados são 
mostrados nas Figuras 3.28 a 3.33 que dão a variação do 
deslocamento de um vértice da e.vtremidade livre da placa em 
função do comprimento da placa engastada. 
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Figura 3.28 
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Figura 3.31 
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Figura 3.32 
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Figura 3.33 
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4 - COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

(1) O elemento T15 é aplicável comente a placas finas, como 
foi dito anteriormente, e de acordo com [13,[15] apresenta 
bons resultados em problemas deste tipo. Os autovalores 
obtidos de suas matrises de rigides servirão de 
base,portanto, para a comparação com os autovalores obtidos 
dos outros elementos nos casos de espessuras finas (t=0,l e 
0,001). Sua inadequação a problemas com placas espessas pode 
ser vista pelos autovalores das Tabelas 3.1, 3.4 e 3.7 onde 
os seus valores de rigides são bem grandes. Além disso, o 
campo de deslocamentos w não é definido no interior deste 
elemento dificultando a formulação da matris de rigides 
geométrica, por exemplo. 

(2) Os elementos com integração redusida da parcela de 
cisalhamento são aplicáveis somente a problemas de placas 
finas. 

(3) Os elementos Tl, T2, T3, T4, T5, T7, T9 e Tll apresentam 
o problema de travamento por cisalhamento ("shear locking") 
se forem aplicados a pi-oblemas de placas finas. Os 
autovalores de ordem 8 e 9 destes elementos são sempre bem 
maiores que os do elemento T15 para t=0,l e 0,001. 

(4) Os elementos Tl a T4 apresentam o problema de travamento 
por cisalhamento em todas as situações. A explicação para 
isto é que pela simplicidade de suas formulações (funções de 
interpolação lineares para o deslocamento w e as rotações 8jr 
e 8sr) não se consegue o desacoplamento entre os modos de 
flexão e de cisalhamento nem com a integração redusida da 
parcela de cisalhamento da matris de rigides. Nestes casos, 
como já foi mencionado, a utilisação dos fatores de ajuste 
não tras melhorias pois pelo menos um tipo de travamento por 
cisalhamento se mantém. 

(5) Os elementos T7 e Tll apresentam um grau menor de 
travamento que os elementos T5 e T9 porque, também, para os 
últimos os autovalores de ordem 7 sào bem maiores que os do 
T15 nas espessuras mencionadas. 

(6) Comparando o desenvolvimento dos elementos de placa e de 
viga C» nota-se que ocorrem nos primeiros os dois tipos de 
travamento mencionados para os segundos. Para os elementos 
de placa formulados com funções de interpolação lineares 
para o deslocamento w e as rotações 8* e 8y não se consegue. 
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no entanto, com .a integração redusida da parcela de 
cisalhanento da matris de rigides eliminar o travamento por 
cisalhamento causado pelo acoplamento dos modos de flexâo e 
de cisalhamento como para os elementos de viga, Ê necessário 
utilisar, no mínimo, a interpolação mista dos campos de 
deformação por flexào e por cisalhamento para obter o 
desacoplamento mencionado, 

Com a eliminação do primeiro tipo de travamenmtoainda assim 
é fundamental a aplicação dos fatores de ajuste para 
eliminar o segundo tipo, do mesmo modo que para os elementos 
de viga. Infelismente para os elementos de placa os fatores 
de ajuste nào podem ser obtidos diretamente da formulação, 
como para os elementos de viga. 

(7) Todos os elementos que tem integração redusida da 
parcela de cisalhamento da matris de rigides api'esentam 
modos cinemáticos de deformação porque possuem autovalores 
nulos em número superior aos três modos de corpo rígido. O 
comportamento do elemento T14 depende de sua geometria 
havendo um autovalor nulo a mais quando o triângulo for 
retângulo (um ângulo interno de noventa graus) e um 
autovalor espurio (negativo) com geometrias onde houver 
ângulos internos do triângulo maiores que noventa graus, sem 
modos cinemáticos de deformação quando os três ângulos 
internos do elemento forem menores que noventa graus, 

O fato do elemento ter modos cinemáticos de deformação é um 
aspecto potencialmente inconveniente. No caso dos elementos 
simples como os triangulares isto nào é problemático porque 
em malhas com dois ou mais elementos os efeitos desta 
ocorrência sâo eliminados [16], 

Um aspecto importante a ser mencionado é que para os 
elementos T7, T8, Tll e T12 a integração redusida da matris 
de rigides de cisalhamento não tras nehum benefício porque 
não é ela que produs o desacoplamento entre modos de flexão 
e de cisalhamento (que é causa de um tipo de travamento), 
obtido pela própria formulação destes elementos, além de não 
eliminar o segundo tipo, o que se consegue somente com a 
aplicaçào dos fatores de ajuste (desde que haja o 
desacoplamento mencionado). 

(8) O desempenho dos elementos T13 e T14 têm uma 
dependência muito grande das suas geometrías. O elemento T13 
é aplicável somente a problemas de placas finas em malhas 
com triângulos retângulos, somente, e com os catetos 
paralelos aos eixos X e Y. O elemento T14 apresenta 
resultados aceitáveis somente quando seus ângulos internos 
forem menores ou iguais a noventa graus. Sua melhor 
configuração é a de um triângulo equilátero, e ele falha 
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completamente quando houver ângulos internos maiores que 
noventa graus. 

Estes fatos indicam que devera haver um controle das malhas 
nas análise feitas com eles, causando dificuldades 
adicionais para o usuário ou para o desenvolvimento de pós-
processadores, principalmente no caso de sua utilisacào de 
problemas com cascas. 

(9) Os elementos apresentados nos itens 3.5 e 3.6 (chamados 
T5 a T12 no item 3.9) tem como característica semelhante na 
formulação a utilisacào da interpolaçâo mista das 
componentes do tensor das deformações com as deformações por 
cisalhamento calculadas a partir das interpolações dos 
deslocamentos e as deformações por cisalhamento a partir de 
vínculos impostos em pontos escolhidos dos elementos. 

As opções para os esquemas de interpolaçâo das deformações 
por cisalhamento se restringem quanto mais simples se tornam 
os elementos. No caso dos elementos triangulares esta 
semelhança (por que nào diser, identidade) foi constatada em 
[23] e só nào ocorreu entre os elementos dos itens 3.5 e 3.6 
porque nào se conseguiu eliminar o efeito da integração 
numérica da degeneração do elemento para três nõs, já que 
ele é formulado com quatro nós. Nas Tabelas 3.1 a 3.3, onde 
os elementos sào triângulos equiláteros, todos os 
autovalores sâo bem próximos para os elementos T5, T6, T7 e 
T8 quando comparados com T9, TIO, Tll e T12, 
respectivamente, Nos outros casos. Tabelas 3.4 a 3.9, há 
maior diferença entre os autovalores mencionados por que o 
efeito da degeneração fica mais acentuado quanto mais 
esconso fica o elemento. 

Para elementos de quatro nós, que também sào simples, foi 
notada em [16] semelhança entre os elementos descritos em 
[5], [18] e [19], concebidos com abordagens distintas e 
independentes. Mais ainda, foi citado em [16] um erro na 
formulação de [5], utilisada no item 3.6, que nào foi 
identificado neste trabalho. 

Com o aumento da complexidade na formulação dos elementos 
com esta abordagem (por exemplo, elementos quadriláteros com 
oito nós) haverá possibilidades de vários tipos de elementos 
dependendo das hipóteses de interpolação das deformações por 
cisalhamento bem como pelas possibilidades diferentes de 
integração numérica ao longo da espessura no caso de cascas. 

(10) Os elementos T6 e TIO com fatores de ajuste c/(l+c) 
apresentam bons resultados nos casos analisados, tendo boa 
taxa de convergência nos problemas de placas quadradas e nào 
sendo sensíveis à distorção nas suas formas nos problemas de 



114 

placas sob torção, apresentando desempenho semelhante ao do 
T15. 

(11) Considerando somente os elementos descritos em 3.5 e 
3.6 e os comentários feitos sobre sua semelhança, os 
primeiros têm vantaeene sobre os segundos pelos seguintes 
motivos .' 

(a) a formulação é mais clara e simples 

(b) suas matrises de rigides são definidas de forma 
explícita, sem integração numérica 

(c) a formulação pode ser feita diretamente para triângulos 
sem a necessidade de degeneração de quadriláteros 

(d) não há duvidas sobre a formulação como as mencionadas em 
[161 

(12) Das comparações feitas e dos resultados obtidos, 
observando os critérios dados no item 1 considera-se o 
elemento triangular desenvolvido no item 3.5, com integração 
exata de Kf e de Kc e com o fator c/{l4c) multiplicando Kc 
como o melhor para se prosseguir visando a aplicação em 
problemas não lineares de cascas/placas finas e 
moderadamente espessas. A maior dificuldade é a utilisação 
dos fatores de ajuste do tipo c/(l4c) aplicados em Kc, sobre 
os quais deve-se mencionar que: 

(a) Para análises lineares, estáticas e dinâmicas, não há 
inconvenientes para a aplicação destes fatores de 
ajuste [131. 

(b) Para análises com não linearidades geométricas há 
boas possibilidades do emprego destes fatores de 
ajuste, náo havendo referências que as comprovem 
ainda. 

(c) Com não linearidades dos materiais as complicações 
são maiores dificultando até mesmo previsões sobre a 
extensão destes fatores para este tipo de problemas. 
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4.1 - SUGESTÕES PARA CONTIRÜIDADE DO TRABALHO 

Como sugetões para a continuidade do trabalho pode-se 
mencionar : 

(a) Avaliação do elemento escolhido em problemas de 
placas moderadamente espessas ou em análises 
dinâmicas 

(b) Aplicação do elemento de placa escolhido em cascas 
por meio da superposição mencionada em utilisando o 
CST [33], por exemplo. 

(c) Estudo do elemento de casca/placa escolhido em 
problemas com não linearidades geométricas. 

(d) Estudo para utilisação do elemento de casca/placa 
escolhido em problemas com nao linearidades dos 
materiais. 

(e) Estudo dos elementos quadriláteros baseados na 
formulação com interpolação mista. 

C O M I S S Ã O N A C I C N / L C E E N E B G I A N U C L E A R / S P - ^ 
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