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RESUMO

580 apregentados o8 fandamentos das Teorias das FPlacas
Clagsica de EKilrchhoeff ¢ de Mindlin-Relesner para problemas
elasticog ¢ linecares wostrande as principals diferencas
entre ¢lag,

Sko desenvelvidos 1B elementos finitos de placa itriangulares
com 3 nés e 9 graus de liberdade, sende i4 baseadces na
Teoria de Hindlin-Beigener e uwm formulado a partir de
parimetrog ooncentrados. Buscou-ge a8 simplicidade d=
formulacgio vcom a utilizacio de funcdes de interpolaci&o com
continaidade €0, principalmente. Foram discutlidos aspectos
nals significativoe relacionados comn estes elementos como &
formulagdo explicita das matrizes de rigidez, sem integracio
numérica, € o travamento por cigalhamento { “shear locking™}.

0B elepentos finitos de placa desenvolvidos Foram
cogparados. a partir de critérios definidos visando a
precieio doe elementos ber comoe sua eficidncia computacional
numa futura generalizac8oc & anAlise de cascas ebp problemas
ndo-lineares, por meio da anglise espectral de suas matrizes
de pigidez para diferentes geometrias, Ao "patch test” de
Placss finas, d&a analise de placas finag quadradas ¢ do
tegte de torcio em placasg fines retangulares engastsdae. Fot
indicado um elemento entre of estudados que apresents boas
perspactivas parsa < apllicade 32 generalizacido mencionada.
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ABSTRACT

The fondamentals of the Classic Rirchhoff and Mindiin-
Reiggner Plate Theories for linear elastic problems are
tresented and the maln differences between them are shown,

Fifteen triangular plate finite elements are developed, each
with three nodes and nine degrees of freedom, of which
fourteen are based on the Mindlin-Relssner plate theory and
one on concentirated parameters. Formulation simplicity was
pursued with the utilization ¢f interpolation functions with
C? continuity, mainly. Relevent festures of these elemente,
suach as the expliclt formulation of the stiffness matrices
without nupmerical integration and the shesr locking are
discussed,

Tha plate finite elemente herein developed were ocompsared,
uging criteria that weare defined in order to assure element
ACCUracy and copputationsl efficiency in a future
generalization for ahell analyeis in non-linear problems.
Spectral analyeis of the stiffness patrices for different
geometries of the elements, thin plate patch teast, sgsguare
thin plate analysis and twisting tests of cantilever
rectangular thin plates were performed. The comparison
indicated that one of the elemepts presents good prospects

o be successfully employed in the above pmenticned
application.
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NOHNERCLATURA

X, ¥, 2 - direcdes do slsgtems de coordenadas cartesianc

Zlobal

X, ¥, & - direcdes do sBlsatemsa de coordenadas carteslanc
local

B, B - firegdes do egistema de coordenndas local na plsaca

u, v, ¥ - deslocamentosg nas direcdes X, Y = 7,
regspectivamente

Mx, My, Mxy - momentos por unidade de compriments

Bx, Qr - forgas cortantes por unidade de compprimento

Bax, By - rotacdes {( flx = w,x ¢ By = w,¢ }

{=).x = 0(*)}/0x - operador derivada parclal relative a x
Bx, By - rotagdes nas direcdes X e y

kx, Ky. kxy - curvatursas

€x, £y - deformacdes nas direcdes x e ¥y

f:f. {az, f'yz - deformacdes por cisalhamento no sistensa
cartestano

Ox, Oy - tenedes norsmais nas direcdes x e ¥y

Taxy, Txz, Tyz - tensdesg de cisalhapento ho sisztemns

certestano
E - nddulo de elasticidede
# - coeficiente de Polesson
E
G - modulo de elasticidade trahaveregal ( 6 = — )
2 {1+p)
E &2
D - rigidez A flexsio da placa ( D= ——
12 [(1-p%)
h - fator de dAlstribulcic do clsalhamento ac longo da seclio
transversal ( h = 576 )
t — espessura ds placa




n - energlia potencial
- energia de deformacic

- energis potenclal dos carregapentos aplicades

- vetor das curvaturas

W
v
k
T - vetor das deformacdes por cisalhamento transversal
B - vetor dos momentos por unidades de compriwento

Q

- vetor das forcas cortantese por umlidade de copprimento

-
"
1

matriz elagsticidade, Flaxio
DP: - matriz elasticidade, clsalhamento

Br - matriz que relaciona deformacdeg com deslocamentios no
elepenty, IlexHo

Be — patriz que relaciona deformedesg com deslocamentos no
elepento, cisalhamento

Kf - natriz de rigidez do elemanto, fFlexdBo

ol
a
1

patriz de rigidez do elemsnto, ¢igalhanento
E - matriz de rigidez do elemento ou da estruturs

Lea - mpatrizes de decompoglcdo de matrizs cop termnos
lineares em X ¢ Y { por exemplo, A =L a )

d - vetor dos deglocamentos nodals do elemento
Li - fungdeg de interpolsacioc lineares 4o trifngulo

Ni - funcdesz de interpolsagfio quadraticas do trifngulo

wii
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OBSERVACAO

Fol utilizado ¢ prodrama de computador dado ewm [33] para a
execucio das analises, com as rotinas dos elementos
desenvolvidos sgendo inplementadasg ne formato indicado na
referdncia menclonada.

{0 programa de [33] foi implementado em um computador CDC
Cyber 17T/7T30  sofrendv pequenas alteracdes para que o
proceggapnento fosse felto.
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1 - INTRODODCAO

1.1 - KISTORICO

A andlise de cascas tem grande fmportincia noe projeto de estruturas
aplicédveis em varias ndiastrias taile como & wmecBnlea, navsl,
auclear, quiwica ¢ aeroesepacial. Yasos de pressfio, cascos de navios
e submarinos, palnele de avides e satélites +« pohnoblocce de
velculoe s£80 alguns exemplogs de cascAg que necessitan de uma
anglise detalhada ¢ ouldadosa,. Hultas vezes esta anillise deve
ultrapassar ¢ regime linear. pernitinde ndo-linearidades fisicas e
geométrlcas, para se poder avaliar corretamente o nivel de
seguranca do projeteo.

Teorlas estruturals para a anttlise de cascas si0 conhacidas desde o
séculoe passado. Solugdes analiticas para estas teorias sic
conhecidas somente para casog Duite particulares de geometris e
carregamnento. S3o uiilizados, entio, métodos numéricos para soluc#o
de piroblenas estruturais coa geometrias e condlicdes de contorno
Eerals.

Entre o8 pétodos huméricos pode-ge destacar o método dos elementos
finitos cuja aplicacidc na anallse de cascae iniclou-ge nos anos 60.
A& teoria estrutural na qual o8 trabalhos se baseavam era & teoria
clasgica dag  cascag de Kirchhoff-Love. Ezts teoria exige
continuidade €1 dag fungdes de interpolacBe impondo grandes
dificuldades ao desenvolvimento de elementos Ffinitos de cascs.Foram
elaborados, inicialmente, elexwentos chapados coppativelie que
gtendiam a coptinuidade Cf | mpas com egquemas de formulacio
baztante corplexcs que tornavam gua aplicacdo tarefa de
egpecizlistas além de impedir sua uctilizacdo em sn&lises ndo-
lincares. A segulr paescu-se a pesquisar elementos, dites nic
conformes, que nio respeitavam a condiclo de continuidade indioada.
Foram encontrados problemas de convergéncia cowm © método, tendo
gido introduzido ¢ “patch-test"™ come critérico de convergédncin
[37].

No final dos anos 60 e Iinicio da década de TO dols novos caminhos
surgiram : o8 elementosg hidbridos € 03 elementos sHlidos
degenerados.

0 elepentos hibrlides utilizam ums interpolacédo para ¢ campe de
tensdes distinta da interpolacio do cawpo de deslocamentos, héo
gendc maies necessaria a continuldade C}  , uma vez aue ¢ funcional
utilizado ndio é A energla potencial mas o funcional de Relesner. (s
elementos hibrides, apesar de alguns excelentes resultiados,




apreeentaram tamhén* inconvenlentes : rodiam conter aodos
cinemsticos de deformacho, podisx ser ineflcientes e n&o facilmente
generallzados para analises ndo-linearee de CrBCAES.

A formulacgldo dos elementog esbdlidoe degenerados orientou as
pesquigas para a utilizacfo de outra tecria estrutural, a teoria
das cascas de HMindlin-Relssner. Esta teoria tex & vantager de
exlgir continuidade C° para as funcdes de interpolaclo, szendo aue
as rotacdes, além dog deslocamentos. slio interpoladas. Elementos
geradoe dentro deeta tecris s3o simples e <com Doas poesibilidades
de generalizac3dc para anAlises ndo-lineares. Kotou- se, no entanto,
para of prineiroe elemenitos formulados que elee eran excessivamente
rigidos quando aplicadoe em anélise de cascas flnae, com &5 rigidez
ac clpalhamento encobrindo & de flex3o. Para eliminar este
problema. denopinado travamento por claalhamento [“shesr locking™}.,
forar tentadae algumag técnlcas principalmente & integraciic
reduzida da parcela de cilsalhamento, gue & equivalente a um
elemento hibrido [25]., mas tew o inconveniente de introduzir moedos
cinewdticos de deformacio,

Na décads de 80 contlnuou-se a pesquisar elementos finitos de casca
para & teoria de Mindlin-Relissner. Percebeu-se, por exemplc, que
elementos Jde casca de ordem superior gque, por geren Jurvos,
deveriam aproXximar melhor as tensdes de pembrana, apresentam o©
fendmeno do travampento de wespdhrana, prejudicando totalwente o say
desempenho, apegar de néo apresentaren o travamento POy
clisalhapento (“shear locking™). Novamente o expadlente de
integracso redusida fol acionado, &as custas de novos wmodos
clinenfticos de deformacio.



1.2 - CRITERIOS

Tendo em vieta este histdrice, rassouw-se a Investigar qual o melhor
elemento de pleca/casca dentro dos seguintes critérios:

(1) O elemento pode ser triangular com trée ndés ou aguadrangular com
guatro ndég e sela/trégsg  graus de liberdade por nd (trés
deslocamentos e trés rotagdessum deslocamento e duas rotacdes) para
cagcas/placas. Restringiu-se o estudo a elementos trizngulares pols
com eles qgualquer geometria pode ser dlscretizada, sendo gque pelo
fato do elemento ter poucos nds a malha deverid ser refinada, o gue
pode ser vantajoso na andlise-~nfic linear.

{(2) 0 elempentdo deve ter o vetor dos esforgoe nodals Internos e =
matriz de rigidez Tformulados explicitamente, sem integracao
numérisca, para gue o elepento sejas eficlente.

{3} E convenlente que ¢ elenento ndo contenha modos cinemAticos de
deformacio,

(4 D elemento deve #er aplichével a ocRBECAB eSPeBESAE & & CBSCASB
finae, reproduzindc neste caso a teoria de Rirchhaff-Love.

(%) 0 elenente ndo deve ger gensivel a distorgdes em sua geometria.

{8) O elemento nic deve apresentar travamento por cisalhamentoe nen
travamento de membrana. Este Oltime n8o & +t3¢ relevante para
elementce simples come o8 asul desejados.

i7) O elemento deve ger derivado de tal forza que apresente graus
de liberdade do tipo deslocamento na forme final, sendo possivel a
definicdo de um campo de deslocamentos & deformacdes no sBen
interior. Pode-ge, genlim, formalar cArreganentos nodais
equlvalentes, matriz e masea consistente e matriz de rigides
geométrica (por exemplo, utilizando a abordagem de [32]).

{8} O elemento deve scr facilmente generalizadoe para problemas con
nao—linearidades fislicae =/0u geométrices de cascag/plecas. Deve
apresentar condicdes para a definicéie Ada matriz de rigidez
gecnétrica come indicade em (7)) acima, & permitir faciiidades para
aplicagiko em problemnas Qo hateriais anigotrdpicog = cok
cascas/placas tipo sandulche,




1.3 OBJETIVOS

Pesde que uma estrutura de placa &€ uw casc especial de gpa
egtrutura de casca, de posse de um elemento de placa Com a8
principais caracterieticas indicadas acima, pode-ge fazer uvna
generalizacBo para B anfilise de cascas combinande o elemento de
Placa cop um elemento de pepbrana. Deste modo, procurou-se escolher
negte trabalho gm elemento de  placa DaIA uma posterior
generalizacldc A anfliee de cascas, considerande os critérios
gplicAvels indlcados.

Fara og elementos de placa desenvolvidoe foram feltas avaliaches em
aprlicacdee estéticas e llneares verificando se o8 critérios acima
mencionadeos eram atendidos.



2 - TEORIA DAS FLACAS

Reste iten sio mostradas as equacdes das teorias das placas
claseica de Rilrchheff e de Mindlin-Reiasner, para comparac#o
entre elas e para forneclmento daz informacdes necesgsAriae
para o degenvoelvibento dosg elementom. Aspectos mals
detalhados e3¢ apresentados na referéncia [31] para =&
primeira ¢ em (171,241 e [16] para a eegunda.

& Apresentacio das duas teorviasg & felts de forma conjunts
gendo dlscutidas as diferencas entre elag exw cada grupo de
equagdes.

2.1 - RELACOES BASICAS

Un elemento diferencial de placa de espessura t & postrado
na Figura 2.1.

Ziwl ' " dw

Figura 2.1 : Elemento diferencial de placa



As hipdtasges bAsitcas para ae teoriae daes placas 80

1. Hao ha deformacdes na superficie média da place = &
superficie reutra vai gerar a superficie eléstica.

2, O efeite de oz & deeprezivel no cilculo das deformacdea.
3. A outra hipbtese ver da einembtica da place que &

indicada na Figura 2.2 para a teorisn clésgsica de Kirchhoff e
na Figura 2.3 para a teoria de Mindlin-Reissner

Para & teoria cléssica de Rirchhoff aa hipdHteses cinembticap
gdo, conforwe a Figura 2.2

u = - 2 Brlx,v} (2.1}
v = -2 Brix,v} (2.2}
W = W(x,¥} (2.3}
onde

Bz = w,x (2.4)
By = W.¥ {2.9)

e a atilizacio da virgula denota diferenciacfio {isto &,
Ww,x = 0w/9x).

Para a teoria de Mindlin-Relssncr as hipdteses clnemfiticas

g30, conforme a Filgura 2.3, as mesmae deg equacdes {2.13,
(2.2 = (2.3), porénm

Pz Ww.r -1 xz (2.6}

i1

By w.,r -0 vz (2.7



Bz w.y
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Flgura 2.2 : Cinemética da placa - Teoria Cléassica de
Rirchhoff
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Das egquagdes (2.4), (2.5}, (2.8) & (2.7) pode-me notar =
principal diferenga entre as duas teorias das placas. HBe
teoria cléeslca de Rirchhoff os pontos que pertencem a uma
fibra normal & superficie médla antes da deformaclic
pernanecem numa fibra normal & superficle eléstica apdes o
equllibrio e as deforma¢des por cisalhamento transversal sio
desprezivels para o cAlculo dos deglocamentos. Ha teoria de
Mindlin-Reiessner a fibra normal 3 esuperficie médisa permanece
retg, porém, ndo necessariamente normal & superficie média
deformada, havendo & acomodacso das deformacdes por
clsalharnento transversal. No limite pare placas fines, onde
g8 espera que ag Jdeformacles por cisalhamento traneversal
sejam bem pequenas, hi sderéncia entre as duss teories.

2.2 - MOMERTOS E FORCAS COBTANTES

A2 hipdteses de cilculo basicas n=e duze teorias indicar gue
uma fibra reta normal & asuperficie média na situacho
indeformada permanece reta na sitvaclo deformada indicenda
que ae tensdeg Oz, Oy € Try variam ]lirnecaprmente aoc longoe da
egpessura t e a sua integraclio 8o longo da espesaurs gers Ha
tenegdes generalizadas Mw, My ¢ MKy, que gE0 Bomentos Por
unidade de comprimento, ¢ula <onvengdo de sinals € mostradas
na Figura 2.1, As tensdes generallizadas podem ser utllizsdas
noe lugar dJdas tensdes, havendo ae seguintes relagdes entre
elag:

t /2
Mxr = I ox & 4z {2.8%
-t/2
L7z
My = J oy & d= (2.8)
-1/
L/2
Mry = Myx = I Tsy =z ds (2.10)

=-L/2



Na teoria classica de Kirchhoff, por c¢onsideracdes de
equilibrio, ha as forcmas cortantes por unidade de
comprimente Qr e @y, que na teoria d¢ Mindlin-Reissner sdo
obtlidae pela integracéo ao longe da espeseura des tensdes de
clsalhamento Tziz & Tyz

t/2

&£
]
i

I Taz d2 {2.11)

-t/ 2

/2

Qy

I Trz d= (2.12)

-t/2

2.3 - BELACOES DEFORMAGUES-DESLOCAMENTOS E CORVATURAS

Ae deformacdes €x, cy e Ty podem ser relacionadas com as
deforpacdes generallzadae, as curvaturas Ekx, Ky & Ex¥, &
partir das equacdes deformpcdes-demlocarentos:

€3 = U, = - =z Bx,x = - = k=x {2.13)
€y = v,y = - Z By,.¥y = - =& ky (2.14}
Ty =u,r+ v.x =~z (Bx,7 + RBy,x) = -z Kzy (2.15)
onde

kx = Px.x {2.16}
ky = By.r (2.17}
kxy = Bx.¥ + Br.x {2.18}

: e a'5P - IPER

e w' M

10




As relacgdes (2.13) a (2.18) &0 vAlidas para as duss teorias
e dever ser tanbdnd consideradas as equacSes (2.4} e (2.95)
para & teordia clésslea de Rirchhoff e (2.68) e (2.7) para 8 &

teoria de Mindlin-Reisgner.

2.4 — RELACDES TENSAO-DEFORMACAD

Daa relacdes dadas pela lei Booke (material eldstico linear

e iebdtropod

1
£y = — {Ox - 4 O¥]) (2.319)
E
i
€y = —— {(Oy - ¢ Ox) (2.28)
E
TI‘,‘"
f:r = (2.213
iz
TxE
Faz = (2,22}
G
TY:
ez = (2.23)
iz

gendo E ¢ médulo de elasticidade, p o coeficlente
Foilegon € G = E / {2 (1+u)).

Fazendo &as Iintegractes indicadas em (2.8) & {(2.10),
utilizando ag relacdes {2.13) 8 {2.18) results

Mx - D (kx + 1 ky} (2.24%

My = - D {ky + ¢ kx) (2.25%)

de




1-u)
Mxy = —— kxy~ {(2.26)
2
onde
E t3
D = {2.2?}
1201 - u®)

Fara a tecria de Mindlin-Reissner h& duas relacdes
adicionals:

TxZ2

G {2z (2.28)

Ty = & Ty: (2.28)
e, de (Z.11% e {2.12}), entio:

Rz = C Yxz (2.3

Qy = C Tz (2.31)

onde C =1 6 t+ & 5 rigidez ao cisalhamento transveresl. Para
uma placa homogenes de materinal eléastico linear isdtropo
h = bit e G = E/NM2(14pnY).

U fator h serve prara congiderar a distribulcfio nZo uniforme

das tensdes de cisalhamentce transversal mo longo da
eEPesERrE.

12




f
3

2.5 - EQUACDES DE EQUILiBRIO

As equacdes de equilibric podem ser egcritas, entdc, para as
deas teortas

Hr.x + Mar,¥y = Qx (2.32)
Mer.x + Br.y = Qy {2.33)
Qe ,x + Qy,y + @ = D (2.34)

onde @ &€ o carregamento transversal distribuide.

2.6 — CONDICDES DE COWTODRRO

Conaiderando a borda 4e uma placa e ¢ sistema de cocordenadas
locais n ¢ & tangenciandg o conteornoe de acordo com a Figura
2.4, as condicdes de contorno mais comumente encontrades sdo
dadas por:

Teoria Cléssica de RKirchhoft Teoria de ¥indlin-Reigsner

{1) Lade engastado

W =D R =0
w.n = 0 ®n = 0
8 = O
(2} Lade simplesmente apolads
{1) i1i)
w =1 w =20 # =0
Me = 0 Mn =0 Ma = D
Ha = 0D 8¢ = 0

COMISSAG RALCNIL LE ENERGIA NUCLERR/SP - [PEN



{3) Lado livre

Gn ~ Mos.s = {1 Un = 0
M = 0 Hn = 0
Me = O
Ia-
\i‘ ur
b P

\\F

m B

L

Figura 2Z.4 : Contorno da plsca -~ eglistepma local de
coordenadas n. s

Anteclpanddo um pouco oz comentarios sobre a aplicagio dze
teorias & formulac#c de elebentoz finitos hi algumag notss

ivportantes relacionadas com condlicdes de contorno que devenm
ser resealtadas {16]}.

Nota-ge que as condicdes de contorne ndo 830 sempre as
méspas para as duasg teoriss, principalmente no caso do “lado
ginplesaente apolade”.

Na Teorla de Mindlin-Relssner h& doig modos de fornecer ests
condicdo,. dependendo da situacldio real de placa. Ela2s ndo
trazem complicacded adicionals e podem até facilitar para
gue s8¢ chegue & golucdes de problemas onde elementos Iiniltos
degenvolvideos a partir aa Teoris Cléesica de EKirchholf
falhan, como ¢ versa a gsegulr.

Ha Tecoria Cléesica de EKirchhoff a condicd3o para “lado
simplesmente apciado™ & a (2)(ii) para a Tearia de Mindlin-
Relgener . O requisito de w = 0 no contorno, comum as duas,
necegsita que W, ¢ = [ na primeira e, hlo havends deformaciao
por clsalhamento, entéio n = w,s = Q.




Dtillzando elementoe Zfinites desenvolvidos a partir da
Teoria ClAgeica de Rirchhoff em problemas de placas finas
gimplespente apoindas, gue tenham contornos CUrvVOoB
aproximadoe por ladoe retos, a condicic de contorne
mencionade (2)(11) pode causar um enrijecimento fiecticio.

Hoz elementes adjacentes no contorne, a condico w,a = &,
onde as direcdes 8 dos elementos nlio elo colinearee, implica
que ocorrs, também, & condiclo w.,n = 0. S5e& houver um

refinawento da malha, um “lado sipplemente apciado” tenderé
para uer “lado engastado”.

Cutro problema mencionado em [18] & o da placa fina rémbica
aimplesmente apoiada sob carregamento uniformemente
diatribulide, onde a esolucdo anmslitica € singular aa
vizinhanga dos vértices obtusos, ocorrendo momentos con
slnale opostos. Nepta sltuagio, a utilizacio de elementos
finitos obiides a partir da Teorla Classica de EKirchhoff
pode levar a golucdes onde os morentos tém ¢ peamo sinal se
for aplicada a condiciic de contorno menclionada.

Com elementos finltos desenvolvidos a partir da Teoria de
Mindlin-Reissner o8& problemas citados podem ger evitados com
a condicdo de contorne opcional (2)Y(1i). Além disec, néo se
deve descartar a utilizacBo da condicEo (2)(i1Y pois em
analise onde néo haja riscos de problemas semelhantes els
apresents econonis pela eliminaclc de graus de liberdade.

2.7 — ERERGIA POTENCIAL

A formulacdes dosg £lenentos Tfinltoese egerfio feitag vig
aplicacao 4o principic d4a encrgin potenclal. Assinm

T =W +¥ {2.35)

onde ® & a energila potenclal de estrutura ou de parte dela,

W & a8 energia 4d4e deformaclo e V ¢ a energia potencial doe
carreghmentoe aplicadose.

A energlis de Adeformacdo especiflca & na tecria cléssica de
Rirchhoff

w = K{ 05 €x + gy €¢ + Tay fxv ) (2.36)

1%



e, na teorlia de H}ndlin-Rcianer
W = Wiox €x + oy €y + Tsy Txy + Tzz Tx3 + Tvz Fyz) (2.37)

Substituindo as equacdes (2.13), (2.14) e (2.15) nas

equacdes (2,35) e (2.36) e integrando aoc longo da espessura
chega-ge a

AW ¥ (- Mx kx - My ¥y - Mxy kxy) dx dy (2.3a

11

dw

X (- Mx kx - My Xy - My kzy +
+ Qx f'xz + Qy fgx) aAx dy (2.38)

Substituinde asé equacdes (2.16}, (2.17) e (2.18) e aB
relagdes tensfc-deformacio (2,24}, {2.25) & {(2.26} ns
equaglo (2.38) ¢ Iintegrande, entBo, para a teoria cl&ssica
de Kirchkhoff

WK J D{ Px.,x + Py, r + 2 u Px.y By.x

A

-1

{Bx.7 + By, 2)* } dx Ay {2,40)
2

Fara a teoria de Mindlin-Relgsner, subsititul-se da mesma
forma &8s equacdes (2.16), (2.17) e (2.18) e ag relacdes
tensbo-deformacioe (2.24), (Z.2D6) e (2,268) na equacho (2.39),
mais ainda as equagdes (2.6}, (2.7}, (Z.30) e {2.31).



Fazende a 1ntegrqpﬁo

W=k J D { P*x.x + B'y.y + 2 p Px,y Pr.x

A

-1
(Bx.y + Br.,x)® } dx dy

Z

+ K [ CHiw,x - Px)* + {w,y - Be)}® } dx dy {2.41)

A

Introduzindo a notaclio matricisl

- r
kx Mx
kE = ky L . My ' (2.42)
kxy Mxy
iﬂxz . [ Qx
f- Q= {2.43)
frz Qy
1 u 0
Dr =-D u 1 ] (2.44)
0 0 {(u-1)/2
L J
1 0
DPe = C (2.45)




pode-ge escrever

H=Drk (2.46)

R = De {2.47)
i mn = 'EJ‘I:“- Df kX dA + v (2.48)
. A

para & teorla classica de Kirchhoff, e

T =K J Et Dfr k dA + K J t De di + ¥ (2.48)

A A

rara a teorla de Mindlin-Relssner.

Para facilltar a formulaclo does elementoa g0 introdusidas
as rotacdes da regra da mio direits en relagdo aos elxos X e
Y., Ox e Oy, respectivamente, conforpe a Flgura 2.5. A8
relacdes entre ag rotacies gio

{2,50)

;f F;

g —sl——
a [ 1 Fl

Figura 2.5 : Relactes entre as rotacdes
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Considerandos um glistema de coordenadas local n,&s conforme &
Figura 2.4 as rotagdes ge relacionam da seguinte manelra

Bn

Pa

Bas = - Bn

Deste nodo,

- By.x

ﬁl:?

-

Ox,x-Oy.,y

w.x + By

W.y - Bx

¢ 0 -{*).x
= O (=),» 0
¢ {#=).x -(*},r
{*}.x 0 1
{'}lr -1 u

onde {+),s indica 2(+)/ 0x

Chamando

dt = { w1 g1 By

Hx

9y

w2 Bx3 Byz w3 Bx3 B¢3 ]

Bx

By

(2.51)

as deformagdes generalizadas t8m as seguintes
relagdes con os deglocamenios w, Bxr e Py dm placa:

(2.52}

(2.53}

{Z.54)

o5 deslocamentos nodalis de us elemento triangular de placa,
de N as matrizes que 1ndicsm ae funcdes de interpolacio do

as matrizes que relacionam o©s
deslocamentos nodais con ag deformacdes generalizadas k e

elepents e de Bf

entio

e Ba:

K

0

~{*).x

By

D (=),r

¢

ﬂ {‘}.l —{'}ul

(2.55)



B: = N {2.58)

Dae ecquagdes (2.48) e (2.49) as matrizes de rigidez de
flex3c Kr ¢ de cisalhamentc Kc sic noe elementos de placs

Ks

I Bt Df Br dA {2.57)
A

P
]
Ir

J Bet De Be dA (2,587
A

sendo que na teoria classica de Xirechhoff ed hé 8 matriz Kr.

Utilizando (2.46), (2.47), (2.55)} & (2.56) Ag tengdes poden
eer calculadas nos elementos do segulnte mpodo

¥ =Df k

D Br 4 (2.5}

D-:f

Q D: Be @ (2.60}



3 = 0S5 ELEMENRTOS ESTUDADDS

3.1 - 1NTRODUCAD

Dentro das varlag possibilidedes para a anédllse nio-linear
de cascas com elementos finltos optou-se por aquela onde &
geometria d4da casca pode per discretizasda con elexentos
rlancs, com trés ou quatro ndés e eeig graus de liberdade por
nd. Mais alnda, restringiu-se o 2etude a elementos de trés
ads obtlidos, neste caso,. pela auperpoelclo de um elemento de
placa e de up de menbrana com & inclusdo de uma rigldez
ficticlia para a rotacdo em torno da normal ac plano do

elemento [16]1,[(36}. A montagew do elemento de casca como
indicado & mostrada na Figurs 3.1.

kS,

Flgura 3.1 @ Elemento de casca triangular facetado



Esta abordagem fol escolhida por ser a mals afpples ¢ con
boaz perspectivas de ser eficlente ewm problemas ndo-lineares
porque faclilita a modelagem de qualquer geometria e
possibllita a formulacdo explicita, sen integracdo numérica,
de matrizees de rigidez e de vetores de esforcos internos que
compengariam eventuals deficlénciaas dos elementos com &
utilizacdo de malhss malis refinadas,

Espera-s¢ que un ¢lementoe slwples e com matriz de rigidez
determinada de forma explicita seja competitivo em relecdc a
outro mais refinasdo, que consuma bpats tempo para a montagenm
de sua matriz de rigldez, na rescluclio de problemas nio
lineares mesno que para o primeire o modelo em eleomentos
finitog tenha qQue ser mais refinado. Esta espectativa pode
ser justificada pelo segulnte :

fa} D elementos mals sinples ndo 1limitaw ¢ perfll ado
usubrio.

(by © desenvolvimento de modelos refinadoe ndo &
necegsariapente un inconveniente pelmns possibilidades atuails
em itermos de recursog para pré ¢ pos processamento.

(¢) Ha anflise de problemas com néc linearidades fisicas,
come A plasticidade, & gempre necessfirio un refinamento do
modelo nasg regides mals solicitadas.

A maioy dificuldade no desenvolvimento do elemento de casca
facetado triapgular, conforme a Figura 3.1, & a escolha do
elemente de pleca (parcela de flexdo do elemento) a ser
utilizado. Para & parcels de nmembrana do elemento ha
glementos triangulares de trés nos simples e bastante
conhecidoa come ¢ chamade CS5T ("Constant Straln Triangle')
[337 (ou o TRIMY [21,E271), due tem sus formulaclio completa
feita de forma explicita., ou até mespo o elementos da
referéncia (351, que inclui os graus de llberdade de rotacio
em torne da neormal a9 plano do elemento {"driltling degrees
of freedom™) na gua formulacfio evitando gque ageja introduzida
uma rigidez ficticia neates graus de liberdade,

Peste mode passou-8¢ & estudar elementog de placa dentro da
teoria de Mindlin-Relgener pelas rossibilidades de
simplificacio ep relac#o A teoria classica de EKirchhoff com
a atilizagldo de funcgdes de interpolacido dos elebentog Ccob
continuldade C° na primeira e nédoc C! como requerido pelsn
gegunda. Além disgo. A teoria de Mindlin-Relssner &
aplicavel a problexae de placas finas e moderadamente
egposgas, ampliando o potencial de utilizachke dos elamentos
desenvolvidos a partir dels.



Foram estudados elempentos com funcdes de interpolacéio
lineareg e billneares, gquadrdticas e con um método néco
convencional com parfmetreos concentradoe, sendo todos ha sua
forma final triangulares com trés nbés e tréds graueg de
liberdade por né, o deslocamento transversal W e as rotacdes
gz & By,

Procurou-se. na apresentagfc da formulac8o dog elementos,
indicar ae matrizes gque relacionaw o8 deslocamentos e as
deforascdes com o8 deglocamentos nedals nos elementos, e a
montagens d4ae matrizes de rigides, ¢obh 08 esquemas de
integracs&o das meemas.

Ra comparac¢do entre o8 elementos eserdic dliscutides pontos
pizito significativose taie como a integragiic das matrizes de
rigldeszi{ ¢, portanto, do vetor de esforgos nodals
aqulvalentes Y, o travamento por cisalhamente em problemas
de placas finas e 08 nodos de minimizé-leos & a semelhanca

entre o8 <elementos formulados cop hipoteses aparentemente
distintas.

Leompnrls TE FNERGEH WIJCLEMR/SP - IPER
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3.2 - A MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ

Una das metas buscadae para og elementos estudados & que a
moptagenm dag matrizes de rigidez fosse sempre bastante
silmples < cor Integracio expliclta, evitando processos
numéricog de lntegracdo que ge tornam ineficlentes em
arlicacdes nido lineares, come ja fol dito anteriormente.

Apsim, eende as matrizes de rigidez K
X = [ Bt DB d& {3.11
.}

elas serdo cobtidas de forea explicita sempre gque ag matrizes
B gue relacionam as deformacdes comx og deglocamentog nodais
forem matrizes de termos constantes, admitinde que o modelo
gaja refinade de tal forma que a patriz D de propriedade dos
materiaig posea ser oconsiderada uma patriz de tereos
constantes tawbém.

RQuando as matrizes B gioc linearesg héd a poesibllidade de se
obter a matrizes de rigidez K de forma explicita com ¢
egquena indicado em [211., admitindo que as matrizes D sic
matrizes de termos conetantes., B feljta a decomposicd3o de B
en elepentos trisngulares dm seguinte maneirs

B=La (3.2}

onde a & uma patriz de teraos congtantes e

1 ¢ 0
L = ¢ 1 0O {3.3)
a 0 3

Li Lz L3 e O

com 1

1l
=
o=
=

(3.4}
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Agrim,

K = J at Lt T L a 4dA {3.8)
A
logo
E = at J E* DL AA =& {3.8)
A

€ a integracio indicada ¢ feita analiticamente obtendo-se a
matriz D*, Portanto a matriz de rigidez L & determinada
explicitanente peloe produto

E=-at P* & (3.7}

Nao havendo a possibilidade de se ter a obtencio da matriz
de rigidez K de forma explicita a6 resta a utilizacéio da

integracio numérica, por meilo, por exemplo. da quadratura de
GAuSS,




3.3 - O TRAVAMENTO PORK CISALHAMENTO

{ majior problena para a aplicacio dos elementos
desenvolvidos dentro da teoris das placas de Mindlin-
Relsener & o travamento gque ocorre quande pe tende para o
limite dAas placas finps, isto &, gquandd a relacAoc entre &
espegsura do elemento e a dimensadc representativa de plang
médio do mesno tende a zZero, Reste caso, a parcela da matriz
de rigldez relativa ao cisalhamente transvereal Ke tende 2
ser o« termo predopminante de K, encobrindo a parcela de
flex&o Rf. Foram tentadas vArios pétodos para mninimizar oo
elimninar este problens, e, eles serlo descritog A segulr.

Para avaliar o2 mecanismos agsociadoes ao travamentdo por
¢laalhamento - e elementog de placa P serd arpregentado
iniclalimente um tratamento de um elenento finito de viga com
funcdea de Iipterpolacko também CP., (g aspectos Dpals

ipportantes da forawlaclo eerdo aplicados de forma anfloga
ace elementos de placa.

Conslidere um elemento de viga simplificado com dois nés e
quatro graue de llberdade {uma translacido e uma rotacdo por
nd} dado na Figura 3.2 com segdio retangular R de material
eléetico e linear {os efeitos axiasie e toroionals bem como
Tlex3oc e clilsalhamento fora 4o plano sdio desprezados).

W-pT L 1

Figura 3.2 : Eleaento de viga

3]
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Aggumindo

funcdes | de

interpolacio

lineares

pars A8

translagdes & rotagdes g¢ chegarad as ecguintes expressdes
para as patrizes de rigidez

{a) Marris de rigidez & Fflexlic

E 1

sim.

0 G ¢
1 o -1
@ 0

1

(3.8)

{b) matriz de rigidez ac cligalhamento integrada exatamente
{dois pontos de Integracis)

hGt

{c) matri=z

hGt
Kcr =
iZ L

12 L

de

12 6L -1z
4L* -6L
12

sim.

rigidez ac clsalhaments oom
reduzida {um ponto de integracio)

&L

2L=
-GL

4L*

6L |
3L*
-BL

L~

(3.8}

integracio

(3.1¢3

onde E, G, h foraw defintdos anteriormente ¢ £t & a altura do
Eecho traneversal ¢ 1 = £3/12 {adpitindo largura unltarial.



A watriz de rigidez exata de um elemento de vigas tipo
Timoshenko, ou seja, consliderando os efeltos de cisalhamento
ao longo da eapesgurs para of graug de liberdade indicados &
dada por [28]),[30]).

12 6 ~12 6
L* L L= L

{(4+¢} -6 (2-¢)

E X L
Kezatas —m—— (d.1%)

L {1+@) 12 -6
L= L

aim. {4+a)

onde ¢ fator ¢ para uma viga Jde sechBo trahnsversal € em
eptndo plane de deformacio &

1Z E1
g = {3.12)
h GR LT {1-p%)

Admitindo que Q@ = 1 x t (largura unitéria) e simplificandc,
resulta

2 {1+p} tr
6 = {3.13)
(1-p*Y h s

Dtilizandc as matrizes Kr, Kez e Ke: pode-se pontar as
reguintes matrizes

[ 12 6 ~12 R:B
L*® L LF L
(4+¢) =6 (Z2-¢)
E 1 L
K = Kf+Kez = (3.14}
L 12 ~§
L= L
gim. (d+@)
L
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12
L* T
{3+0)
E1I
E¥* = Xr4K:z1 =
L o
sinm.
Kv#% = Ky 4
i
Kcz =
1+
1z &
L= L
(5+¢)
EI
L (14¢)
sim.

£9

(3.15}




E¥*** - Kr 3

o
Ec1 =

EY-
12 6 -12 6.
LE L LE L

(444} -B (2-¢)
E I L
L {1l+e} 12 - &
L® L
glx {4+5}
L

(3.17}

Conslderande a situaclo onde {(t/L) &€ um wvalor vequenc o

fator ¢ tende a zero e as metrizes K* e X** papresentam
travamento,

Para as mpatrizes restantesg, K¥*t & E** % ga (t/L) for mujtc
pequeno o fator (144} tende a 1, nlo ocorrende o travamento
e 8¢ (t/L} for grande ¢ fator ¢/(1+44) tende a 1 e

E*** tende x Ef + Kc:z
Efs*** toande a Ef + Erc)

Comparando astas matrizes cob Kexzata nota-se que Etedr &
exatamente igual a3 ela e E*** Jevemente diferente.,

A diferenca que ocorre ne matriz E*** provoca um outro tipo
de travamenioc que peode ser caracterizado por um acoplamento
entre flexdo ¢ clisalhamento de tal forms que na viga sob
egtado de curvatura constante aparecer monenteog que dependenm
da rigidez ac clsalhamento,. A integracio reduzida da parcelas
de cisalhamento provoca o desacoplamento & o desaparecimento
deste tipo de travamentoe no elepento de viga.

30




Aeglw, uma tentetiva para wselhorar o  deseppenhe dos
clementos de placa Fol a utilizacdo da iIntesracdo reduzida e
seletiva [20) onde a matriz de rigidez ao cisalhamento &
integrada com ordea inferior A necessaria para sus obtencCéo
de forma exata., HA dole inconvenientes neste eequema, 18to
&, B30 introduzidos modoa clinessdticos de deformacso 2 a
aplicagic do elemento fica restrita a problemas de placas
finas, mesmoe com © degenvolvimento feito com a teoria de
Mindlin-Reissner.

A& matriz de rigidez K fica, entio.
X = Kr 4+ Ker (3.18)

onde Kf & a matriz de rigidez de flexdo & Eer & a patriz de
rigidez de cipalhamento com integragio redurzida,

Deva-gse mencionar que, para elementos de placa triangulares
de trés nés = nove graus de liberdade, ge a patriz Be tiver
ternog linearee, entido, a matriz d= rigidez X¢ tera termce
quadriaticog, Asaim, com integracico numérica de Gauss, por
exeoPlo, aerdc necessarios trés pontos de integracloc para
gue =la sela exata e um ponto na Integracldc reduzida,
equivalendo a determinacio explicita da mesma,

A arllcacko da integracdo reduzida & seletiva traz alguma
vantagem em problemas de placas finas somente se houver a
decomposicio dos aodog de flexfio e cisalhamento nos
elepmentos cow funcdes de interpolacdo £¢, do mesmc mode que
para o elemento de viga, e isto fol Jjustificado em [13]. A
aplicac#o & problemas com nfec linearidades fisicas e
geonéiricas € justificada em [221.

Para elementog triangulares muito simples, como 08 elementos
lineares por exenplo, ndo ocorre a deconposicio entire os
modoe de flexdo e de cisalhaments pencionada scima e,
portanto, & integracio reduzida e seletiva nis &
suficientemente eficiente para eliminar o travamente por
clealhamento coeo se vars mals adlante.

Do mesmo modo que para o elements de viga o8 fatores de
atuste foram, também, apllcados a elementos de placa (% para
melhoria dos seus desewpenhos. As primeiras tentativas foram
ag indlcadas em [10] & em vAaricos outros trabalhos houve sgus
utilizaclo [81,19]1,0121.(014].
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No ¢ago Adog elempentos de pleeca o prineipal thoonvenlente
agsoclade aos fatores de ajuste & que gua definicdo &
dependente do problema. Nao foi pessivel obter umnp
formulagido onde oa fatores fossem automaticamente gerndos
relo pdtodo numsrico,

Se propde, entio, que para os elementog de placa os fatores
de ajuste sejam definidos de modo semelhante ao utllizado
para ¢ elepenpto de viga adequande a8 relagiic entre as
dimensves maie importantes, lato &, t/L no elepente de viga
e t*/8 no de placa (A & a &rea do elepmento}). Para ndo
regtringir a aplicagdc a problepas de placas finas os
fatores devem estar na formpa o/(1+c) onde ¢ & dado por

{1+4p) L=
c o= (3.1
n (1-u%} A

O wvalor de ¢ definido em (3.18)} acima wvem da seguinte
analogis

(a) para o elemento de viga
12 E 1 2 (34p) t=

# = = (3.207
h (1-4%) G @ L* h (1-p%) L®

{b) para o alemanto de placs, assuminde que a sua 4rea tenha
& ordem de grandezs de LT/2 resulta

(i+p} LT
[ )

= {3.21}
h {1-4®) A

& matriz de rigidez E pode ger montada, entidc, das
seguintes maneiras

E=EKkr + c/(1+¢) Re {(3.221)

Efr + c/(14¢) Ker (3.23)

- |
LH

Deve-ge notar que a integracio reduzides de Ee regtringe a
utilizacio dos elementos a problemag de placas fines,
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3.4 - DS ELEMENTOS LINEARES

A teoria de Mindlin-Reisener requer continuidade C? para as funcdes
de ilnterpolacéico do campo de deslocamentos, come Ja fot dito
anteriorsente. Assim, o elemento de formulacéo mais simples gque pode
egr desenvolvido € trisngulsr com brés nde € nove graos de liberdade
(conforme a Figora 3.3) com nm ss50uems de interpolacio linear !

3 3 J
% = E Li wi ; Beg = £ Li B2 ; Ay = £ Li Byi (3.24)
i=1 i=1 i=1
onge
1
La = { x2vy3 4+ (-¥3) x + (x3-x2) ¥ ] (3.2,
X2 v¥a
1
Lz = P ¥3 X + i{-x3) ¥ 1 {3.28)
X2 ¥3
1
Ly = £ xz ¥ 1 {3.27%
XZ ¥3

sho as coordenadas haturals do trifsngulo.




n*a
_"'913
3
..-'/J_— ! v
y 2 *
Figura 3.3 : Elemento triangular de placa - 3 né8 e 9 graus de

liberdade

Das equagdes (2.57) ¢ (2.58) ap matrizes Br e Be slo ¢

0 D FL ] 0 0 -¥3 ) 0 0
| 3
B = D (xa-xz) D D -x3 ) 1) na i
xKeys
0 -¥3% -(x3-unz) © ¥ x3 D G -xz
{3.28)
1 -V £ Lixzys v 0 Ezxzys D 0 Lzxzys
Be =
Xeys |(x2-xz) -Lixz2ys O -x3 ~Lixzyas D %22 -Laxzys D
{3.29)

e, & partir delae, sio montadas, conforme as eq, (Z.59) & (2.60), ap
matrizee de rigides X5 & Kn.




Deve-ge hotar que a matriz Bs & uma matriz de termos constantes e
que, portanto, Kif &€ uma wpatriz determinada de forma explicita sem
necesglidade de integracio numérica,

A matrlz Be & uma patpriz de termos lineares em X ¢ v e a matriz Kc
terad Iintegralis oo teropos quadradticos em x e ¥, portante, Para s
integracio de Ee ha as seguintes possibllidades

{a) Integracao exata numérica ou, explicitapente, com o artificic
indicade em [21] e descrito no item 3.2

(b)Y Integracac reduzida [20] [25], usando somente um ponto de
integracie numérica {(er geral, o cgentrdide do elemento). Este
elemento tem as deforsmagdes por cisalhamento constantes no elemento
e 5 matrlz Be: &

Ber =
1 -¥3 1} Xiya/d  ¥a 0 xzy3/3 0 (1 xiy3/3
xz7a{{xs-xz2) -x&ys/3 0 -X3 —-X3¥3/3 10 xX: =xz2¥a/3 0
(3.3%)
e & metriz de rigidez de clenlhawmento &
L
KEcr = K x2y3 (Bece) Dc Ber {3.31)

(¢} Btilizande, alinda, ¢ conceito de integrac3o reduzida pode se

formalar wum elewento introduzindo-ee as segnintes hipdteses de
chloale [6] -

i. 0 elemento deve ser seppre um tridngulo reténgulo cor os
catetos paralelos aos £ixog X e ¥,

11, 5&o wutllizados o8 pontos Bbédicos dos catetog para a
determinsagio de Bec e, assinm,

1 -ya i kxzys vx [} Exzys {1 H &

Bc'}: =
xX2yy [-xX2 -Kx2v: 4] 0 -kxzya 0 xe -kxzy3s O

{3.32}

?J]

imn



£ & DEtriz de rigidez de cisalhamenin £

t
Eco1 = %x2¥3 {(Beo1) DPe Begs (3.3

| Cow as respectivas patrizes Bi e Be ¢ as equacdes (2.58) e (2.60)
| 6dc calculadas as tensdesg,

Cowo Jj& foil ecitado = wmtilizagio da integracdc redusida da matriz de

|
rigidez de clisalhamernto limite & apllcscdo do alemento a problemas
de placee finse, somente,

Fode-se ter outros elementos utilizando oe Fatores de ajuste nas
matrizes de rigidez de Ccisalhamento dadas acima.
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3.5 - O ELEMENTO DE HOGHES

Eete elemento tem sua formulagido basesda na teoria dae placas de
Mindlin-Relgsner conforme as referéncise [17),[247.

Inlzialmente foram desenvolvidosz elementos quadrangulares com
quatro hés com linhas distintas de formulacdo de acordo com [19] e

[18]. Fol utilizada & abordagem de £(18) para formular o elemento
triangular 1147.

Baseado em {[191.[19] e [7] fol feito o desenvelvimente de trés
elementos triangulares , apresentado em [23). Este trabalho de [23]
foil feito em paralelo com [14]1, de forma independente, apontando
como  oopclusdo princival que o8 trés elementos formulados sio
praticamente idénticos, comas megmas matrizea de rigides.

Vm aspectc muito limportante do degsenvolvimento de todos estes
elewentos mencicnados & a interpolacdio mista dos componentes do
tensor das deformacgdes : as ocurvaturas sio calouladas da forma
ugual no »étodo dos elementos finltos a partir das interpolacdes
dos deslocamentos - ag deformacdes por cisalhamento BEO
interpoladas de forma diferente, como s8¢ vera adiante,

Como a opgdo neste trabalho & por elenentos triangularesg gera
apregentada somente a formulagao formalepente maleg slmples de todos

og trés descritos ep [23]. A abordager seguida & a de [19],
degcrita sbaixo.

As fungdes de [nterpolacic sie injcialmente quadriticas para o
deslocapento transverszl w e linecares pars 88 rotacdes By e Of

6 3 3
Ww=2Z2 Wi Wi ; 85 = Li Bxi ; By = £ Li Ori (3.34)
i=1 i= i=1
onde
H1 = 2 L1 (B - Lz - La) (3.35)
Nz = Lz {2 Lz - 1) (3.38)




a3
[#r]

R3 = L3 (2 Ly - 1} {3.37)
Na = 4 Lz Ls (3.38)
B = 4 Ls L (3.99)
Be = 4 Lz L1 (3.40)

Li ,i=1,2.,3 s&0 as coordenadas raturais do trifngule (ver as
eq.(3.2%)y, (3.26) e {(3.27)), wi, 1i=1 & 6 elio os desloccamentos
transversale dos wvérticesg e do meio dos lados do trifingule (sendo
que o né 4 filca no lade 23, o né 5 no 1lade 31 e o0 né 6 no lado 12)
e Bri, Byi ,1=1,2.3 efio ap rotagdes dos vértices do trifngulo.
Hesta confliguragdo ¢ elemento tem 12 graus de liberdade e, para se
chegar a 9 -graus de liberdade, & felta uma condensecidc dos
deslocapentos do meio dos lados wi ,i=4.5,6 conziderando que a
deformacéio por clsalhamento ao longo dos ladoe ¢ conetante gerando
a esegulinte equagio Alferencial :

{ #2),5 = (w,» - Ra),s = § (3.41)

onde & & a <oordenads da direglc do lade e s & a rotacido, de
acordo cow a Figura 3.4,

iy

Figura 3.4 : Elemento triangular de placa - nds no meio dos lados e
slstema local de coordenadas n,s



Dz vinculos Aimpostos em  (3.41) resultam em funcdes pars os
deglocamentos Wi, 1=4.5,6 do meilo dos lados em termog dog outros
grails de liberdade que pubetituidss em (3.34) lavam &8

3
W = Z Li wi + Fxi Bzi + Hyi Oyi (3.42)
i=31
3
6x = % Li Bxi (3.43)
121
3
By = Z Li Byi (3.44)
11
onde
¥3
Hx1 = - — %3 L1 Lz {3.45)
2
¥3
Mxz = — L2z L3 {3.48)
2
V39
Nxy = - — L3z {L1 + L2} {3.4TY
2
L1
Wrr = - —— {x2z Lz + x3 L3) (3.48)
p
Lz
Hyz = — [x2 L - {x3 - x2) L3] {3.48)
2
Ls
Nyy = ~—-2 [{x3 - x2) Lz + x3 L1} {(3.58)

e X, X3 e ¥3) slo af coordenadas do trifngule no slstema de
coordenadse carteazlano local come indicado na Figura 3.5,




3

Figura 3.5 : Elepento trisngular de place - ccoordenadag no sistema
lognl .

Ton as funcdes de interpolaclio das eq. (3.42) a (3.50) a8 matrizes

que relacienam deformacdes com deslocamentos gdc, utilizando =ae
relacdes (2.5Z) a (2.53) :

™ b
D U va H { -¥3 [H 0 [H
1
B = 0 (x3-x2) @ i} -x3 [ 1} xz H
Xzy3s
O -¥2 -({x3-xz) @ ¥a x3 (1} 0 -xz |
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Ly * - Kxzyali O Li o+ - hxiysly + 0 L1+
- ¥3 b Lz # - RyayalLz + ¥a i Ly + - Exayaly # I} 1} 0 Lz #
yy3*la - §x2rala Kra*Ly Lixy-xi}lyila - ®xzyila
1
. X7 ¥3
Exayilg + 0 1a 0 L1+ Xixzl: + MEIyaLi + - xIxali #
(x3-x3) G Lz + N{xs-xzixzla -x1 Nxzvailz + aLr =+ x1 Wxzyala + -%SiX3-XIixiLi =
-ix3-xziyalas Kix3-wrixala Kxayala =M x3-n2)xal> KExZYILE 0 Lz
{3.52})

Com as egqs. {2.52), (2.53), {3.51) e (9.52Y nmonta-se a matriz de
rigidez do elemento. A matriz Br definida na aq. {(3.51) & uma
matriz de termos conatantes enquanto a matriz Be dada ns eq. (3.52)
tem termos llneares ew X ¢ ¥y . Deste modo, a integracdo da matpiz
de rigldez K pode seguir os dois caminhos indicados anteriormente

{a) Integracdoc exata, onde a integragdc de parcela Kf & feita de
forma exata e explicita e & da parcela Ke¢ de forma exats
nupertcamente ou utilizando o artificio descrito ez [21].

{b) Integraclo seletiva e reduzida, onde a integracdc da parcela Er
¢ felta de forma exata e explicita € a de parcela Ec é feita de
forma reduzida com un ponto de integracdo { em geral, o centroide
do elemento}., Este elemento ten auwa aplicac3oc restringida a
problemas de placas Finas {207 e a forma de= integracdo da patriz de

rigidez equivale a assumir que a deformacio por clealhamento é
constante nele,

Ho caso ds integracdo exata, <om o artificio de [21] pode-se chegar

também & uma watriz de riglidez explicita como mogtrado abaixo.
Escrevendo

Be = L @ (3.53}




onde
Li L2 La (] { {}
L =
{ 0 [} L1 Lz L3
e
- ¥ ] - hxzys ¥3 a
- ¥a o ~ HXiya ra 0
. - ¥a Kya® - Exiya ¥a ~Kya®
AL ¥3
[(x3-x2% hxzya 13 - T a
Lx21-x1% 1 Hixy-xz)xz - x»3 Wy y
Ixa-x2) -Y4{xr-x1}¥a Mixs-xzixa - x3 kxi1¥3
entao
Ke = J at Lt De L a dA
A
2 Cono e una matriz de termos conetantes
KEe = at J Lt D= L 4 a
A

~hx2ya
-REEFA

Elx3-xilys

kxixz

0

-Hixy-x31x9

Xy

Xx3a

xz

(3.54)

kxzya
Exays
Wx2ys

(3.55)

(3.56}

(3.57)
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Chamando
D: = j Lt Dc L dA (3.58)
A

& fazendo a integracghlo chega-ae a

2 1 1 4 0 I
1 i 1 1] { 0
Ehth 1 1 2 1} g 0
Pe = —4m—— {3.58)
24{1+u} (] { {] = i i
] o 1} 1 2 1
G o G 1 1 2
&, portanto
Eec = alt D: a {3.600

& obtida de forma exata e explicits gem a necegsidade de se fazer &
integragio nuaérica dentro do programa.

Com =28 matrizes Bf & Be, Df e De siic calculadoa ag tenadee
generalizadag, isto &, og momentos & eaforgeos cortantes.

Nos doie casgsos acima indlcados podem ser aplicados o8 fatores de
ajuste para A obtencio de outros dois tipos de elementos.
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3.6 - (0 ELEMENTO DRT

A abordagem utilizada neste elemento & gemelhante “a apresentada no
item 3.9 com a interpolacio mista dasg componentes do tensor das

deformacdes. 0Os trabalhos [18] e [19] apresentam formulacdes do
meems Lipo.

0 elemento IIRT fol degenvolvide em [5] e [29], baeeado na teoris

dag placas de Mindlin-Relsener, para quatro noe. Ele & postrado na
Figura 3.6.

Al

——ine 4

ng 3 b &

Figura 2.6 : Eliebente DRT
Ae funcdes de interpolacdo séo :

4 4 4
w = 2 hL wi ; Bx = Z hi Bz ; By = Z hi Byi (3.B1)
=1 i=t i=1
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crile
AL = X (1 +r) {1+ 8)
hz = K {1 -r Y (1+ 8}
{3.62)
he =¥ { ¥ -» ) (Lt -8
ha = H (L + ¢ 3 0 -5}
onde Wi, Bxi e Byi, i=1,4 s¥io og Aeelocamentos nodate. isto &, ,
l
dt = { w1 Ox1 Oyl w2z Ox2 Byz w3 Bx3 8¢3 ws Bxrs Bys } {3.63)

e r ¢ & 8lo as coordenadas locals do elemento conforme a Figura |
J.6.

UPtilizando as relagdee (2.55%) e (2.56) pode-pe determiner as
matrizes Br & Be do ceguninte wodo :

)] n -hi.x 0 0 ~hz.x @ n ~hs,z O D -hae,x
B = 1 hi.y 0 N hz.,y 0 3 h3.y 0 B ha,y 0
0 hi.x -hr,y @ hi.x -hz,y © hs.z -ha.y 0 ha.x -hs.y

{3.64)

As fun¢des de interpolacdo hi, i=1,4 sic dadas em ternog dac
coerdenadae locxule v &€ . Parsa s determinacéio de Br e termos das
coordensdas ® & ¥y deve ger empregado o procedimento deecrito em
{34] utillzando o opersdor Jacobizns J.

Fara » wontagew de Be eerd wmatlliasdo um procedimento diferente do
anterior para Bef. AE deformecdes Txz ¢ Yyz serdc determinadss a
pertir des deforescdes Frg ¢ sz do meio dog lados do elemento.

I
|
Para exemplificar tome-ge ue elerpente de geometria 2X2 da Figura ‘
3.7.

g ! LEAR/SP - IPEN
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Elemento DET - Geometria Zx2

K (1 + 8) frak + % (1 - 8) fp:C
¥ (L + r} ¥az0 + % {1 - ) {aaxb

Figura 3.7 :
Nesgte elemento
f:: = 1.r: =
fez = fat =
COm
Wl -~ W2 By1 + Hyz
I’r;;.ﬁ =
2 b
W4 — W3 Byd (s ]
fraf =
a2 P
Wi ~ WA Bxl + PAxa
fgln =
2 2
W1 - W3 fxg 4+ Bxs
fagzB =
2 P

&

(3.65)

(3.66)



Ho oneo geral da Figura 3.8

il

Tz tra ecuf - Yoz eeno

br: coEP + fas coBa

th

fyaz

onde a ¢ 0 Angulo entre o eixo r e o eixo x e P & o Bngulo
elxo 8 ¢ o0 elxo x,

Figura 3.8 : Elemento DRT - Caso geral

keeim

4 (Cx + r Ba}® + {Cy + r Bri;

rx =

8 det J
Wl-WZz Xi-x12 ¥i-¥z
{ (148} + (Gri140y2) - (Bx1+0x2)1
2 4 4
Wa-%S X4-X3 S
+ (1-8) + {Brs40ya}) - (Bxr4+853)1}
2 4 4
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{d.67)

entre o

{3.68)




¢ {Ax + & Br)® » {Ay + & Bv}£

fazg =
8 det, J
Wi-W# X1l-Xx+¢ vi-yd
{ (1+r)L + iBy1+8yed - {Br1+4814)]
2 4 4
WZ—H3 X:-X3 ¥ZI-¥3
+ (1+s8)1] + (By248y3) - (Pxz+Br3)]
2 4 4
onde
Ar = XI - X% - X3 + X4
By = X) - X2 4 x3 - Xt
Cxy = X1 4+ X2 - x3 — X4
Ay = ¥1 - ¥2 - ¥3% + ¥«
By = y1 - ¥z + ¥5 - y4
Cr = ¥1 + ¥z - ¥3 - ¥4
Com ag equaches (3.87},{2.68) e (3.868}
¥ xz genB -zena fra *
RN = =CBcd
fyz ~cosh CO80 faz
= Be d
onde
Cr genp -Cs gena
cC =
-Cre coep Cs coaa

45

(3.68)

(3.70)

(3.71)

{3.72)




9

-]
{ (Cx + r Bs)® 4 (Cy + r By)®
Cr =
B det J
(3.73)
[{ﬁl + &8 Bx)}* + (Ay + & By)?®
Ca =
B det J
\
Sil+m} =K[Yem) fidem) =B{lda) =N|T+m} HLI4m) ~H{lém) =-H{I1-E] K(1-#) N(l-&] -N(l-m] §il-x) |
T(¥E-rIr) tixi-x;) “{Fi-rr) *ixi-xi} Byi-¥e) Wixe-x2] Wipa-ya) Slxz-ang
B o=
K{idspy -Nid+r} Hid+r) -M{1-2) -KL1-gt Xii-r) -K{1l-r) -5{)-1} Kil-r) = §{1+r} - K{1+p! ¥idepd
®(rr-¥z] *{x1-Xx2} E{yI-F¥3) M{XX-XI) Rl yr-¥3) Flxz-xa} E(¥1-F+) Fixp-xa,
{3.74}

Determinadas as metrizes Br na ®#a. (3.64) & B: na eq. {(3.74) a i

determinuchko de K se faz cop ae integracdes indicadas em (Z2.57) e ‘
(2.58)

™
1l

K + Ko = I Bit Dr Br dA 4+ Be®t De Be dA =
A JA

™
H

J Bit Di Br det J dr ds + Bet De Be det 2 dr ds
A JAa

(3.75)


file:///il-r

gl
L

Utilizando & integracko numérica de Gauss e chanando

Ffij = Briit De Brij det Jij
(3.76)
Feij = Beijt Be Beij det Jij
entin
R =% aii ¢ Fiij + Feij ) {3.77)
1.}

onde I e 1 definem o pontos de integracBo e aij BAO o8 DeBOB.

D cdlenlo dee tensdes & feito a partir das matrizes Bf & Be como
indicado em {(2.59) & (2.60),

0 elemento triangular de trés nés e nove graus de liverdade &

obtido com a degeneraclio do elemento quadrangular fazende coincidir
oE e 3 & 4,

Fode-ge aplicar também & egte elemento, no caso o triangular, a

integracdo reduzsida ¢ os Ffatores de ajuste indicadog anteriormente
pars ge chegar a outros elepentos.
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3.7 -0 ELEMENTO TRUMP
3.7.1 -IRTROROCAO

! alemento THRUHP fol desenvolvido com base na formulacado natural

[21,[27] de forma completa para aplicacdes em cascas. Iinclaiando
ndo-llinearidadee fisicae e geométricas [3) a [47. '

0 THUMP tem sua formulacic desgenvolvida a partlr da matriz de
rigidez natural do elemento trianguler com trés nds para estado
planc de tensdo ( TRIKY ). Deste modo, para malor clareza ds

apresentacac € mantida a notagldc de [3]1.sendo meostrada a deducdo ads
matriz de rigidez natural do TRIH3 [2T7].

3.7.2 — MATRIZ DE RIGIDEZ HATUORAL DO TR1M3

¢ TRIH3 & mostrado na Flgura 3.8,

Figura 3.8 : Elemento de membrana TRIM-3




¢ vetor de deformacdes naturaie totais &€ dado por

Eta
€t = | €tp
€4

onde €ta, €Lp & Et
regpectivapmente, € a,

sho 8e deformacdes dJdos lados
gfio o ingulos indleados na Flgura 3.9,

P e

Chamando € o vetor de deformagdes dade por !

£x

i2 Exry

a relagio entre €t ¢ € &

€t - Ct €
onde
{ozzx)"
o = {eapx)®
(c1zx)*®

e rcz3x = cos (23,.0x)

{casy)"
(o3ty)®

{ci1zy)*®

, BLo

i2 cz3x otay
{Z o313 C31y

42 c1zx 1%

0 vetor de tensdes naturais cobponentes oc &

ogca
Jcp

oy

it

agc

(3.78)

23,31 ¢ 12Z,

(3.787

(3.30)

(3.81)

(3.82)




¢, chamando 0 o vetor de tensdes dado por

oxX

12 TXY

a relagio entre o¢c ¢ o0 &

o = C o

que pode ser deduzids a partir da eq.

g8 energiass de deformacdo especificas

t L
B £ g =X € g

A relaglo entre ¢ e € pars estado planc de tensio &

o =DE€
onde
E 1 4« a En
D= - H 1 (1] = .
{1-47} 0 1-p (1-u7)
E 1
+ 4,
{1+p) 0
o gela

D=8e* e* + 1 I

onde 13 € a matriz identidade 3%3 e

(=g

LB

(3.80) ¢ da igualdade entre

Lo ]

=

Ll = =

54

{3.83)

(3.84}

(32.85)

{3.86;

(9.87)

{3.98)




Ep E
8 5 —— ' b = ——

(1-p%Y) l4p
Chamando

& a relacido entre ge a

oge = Dn €t

onde

1
; ae¥* = k]
4]
aoa®{ cog® §
i Cog? Qg
cos” o 1

€y de Dr, entioc

Drn = a A-1 Es A-1 + b A-i =

E
[ A-2
1+
e
1 1 i
Es = i i 1

+ A-1 Ey A-1 ]

1-u
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{3.09)

(3.90)

{3.81)}

(3.82)

{3.83)




& deducdo da matriz De & indicsda abalxo

o =D E€

Coc =D C-t €r

Oo¢ = C-1 D C-t g

)
Dn = £-1 DLt =C-t (a et et + b I) C-t

t
Dn = a £-1 et e* £-t 4+ b £-1 7 -t

t
Dn = a A-1 A C-1 e @ C-t A A-1 + h A-1

I 1
T b ——
Dn - a A~ Ct CC-1 e* a* C-t CL C A-1 4+ b A-1

coms
(oz3x)® + (czsy)® | 1
Ct e* = {(Cc31x)}® + (c31y)® = 1 = @&
{c122)% + {ec1z5)® 1
enthio,

Dn = 8 &1 eet -1 + b A-1 = a A-1 K3 A-1 4+ b A1

aue ¢ a expresslo procurads,




& energis de deformagio especiflce &

[ 4
% €t Dn €t {3.94)

e, definindo ¢of modos naturals como €y 8 mEtriz de rigidez natursl
¢ dada par

En = A t Dn {(3.85)

onde o trago indica que 08 modos naturzie sio €r
trifingulo 123 e t & a espessurs.

. A & p Arvesn do

4.7.3 - DESERYOLVIMENTO DX} TEUMP

O elemento TRUMP & um conjunte de camadas come mostrado na Flgurs

3.10 e, tem como hipotese de calculeo bésica aque a deformacac &
linear ac longo ds espessurs,
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i .l T TAES MEMBRANAS MAIS MATERIAL
e ——

. N QUE MESISTE A0 CISALHAMENTO
- .
, ,P d \\ \%*

! 7 ” <y A

; T‘l‘ ” P ¢ RESISTE & FLEXED
| ol s m 5.1/\ 2 m AESISTE A CARGAS NO PLAND
~
P Ey \\
L ! t 2"

MATEAIAL QUE MESISTE AQ CYBALMAMENTO

Flgura 3.10 : Elemento TRUMF - Decomposicio emn camndag de TRIM-3

Para 8e fazer a formulaglo da parcela de placa do TRUMP &

necespirio definir as deformagdes e tensdes natursie que séo,
respectivarente :

w
o
fL

{ 88 @ag GBp GApR ©B¢ @Ay } (3.98)

-
-
1

= { Mbsx MNaas Mep HMap Ub' Mad ) (3.87)

onde ¢p e pa 880 o8 modos de Tlexdo simétrice e antissimétrico, e
Ma e Ma 880 o8 respectivos pomentos, deseritos adiante em 3,7.5.

LL.Ee [ f E I ! h I ! E
Clr 1 L-cl -|t- I[.T':'n' I-; [-'E- NE‘ :f1£'- NuELE fs ﬁ
- L



A matriz de rlgidez netural de elemento & definida pela relacio

e
Pn = En pn {3.988)

e a gua deducio & descrita a gegulir.

3.7.4 - MATRIZ DE RIGIDEZ HATURAL DO TRUMP

{0 elemento & decomposto conforme a Figura 3.10 onde se ten um TRIM3I
central {123) no plano neutro e dols TRIM3 (1°2°'3°) & (1"2"3") nas
bordas com A espessura Lt entre oe dois Gltimos preenchida por unm
paterim}i que supeorta sonente cisalhamentoe, As linhas 11°1", etc sio
consideradas come €lementos rigidos fixadas aos nés 1,2 e 3.

A matriz de rigidez do plane central 123 é&, conforme a eq.(3.85},

En = A t Dn {3.99)

onde - indica mepbrans. A matriz de rigidez dosg planos 1'2°3°e
1“E"at &

—f At Dn

Kn = —— (3.100)
B

onde T indicas flexBo, e o fatey B ocorve pela hipdtese de
digtribuicido linear de deformacdes ao longo da cspesaulrs.

A Yormacldo ds matriz de rigidez A flexfieo ¢ felta segundo s
decompoglicdo mostrada na Figura 3.1%.
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EON L RRTE EXRALINTE & MOLAY MOTROONMS K Ky, X -

Figura 3.11 : Elerento TRUMP -Decomposicéo dos TRIM-3

08 TRIMA das superficles 1°2°3° e 1"2"3" plo separados em upa parte
equivalente a barrasz Ba, Bp € Bf e em uma parte equlvalente a molas
rotacionals ke, kp & ki



Aegim ae

- -f  -%
Rag Xap Kur

-1 -t -1
En = Epp Xpr
-1

sim. Kt

define-se

—! r "f "f ‘i
Ent KRnfa RKnfp Xnfe
J

1h

€
-1 -f -

Ent = Kn - Knr

cnde

-1 -f —f -

Enfa = Kaa + Eap + Kat¢, ete

= 3

&0

{3.101}

(3.162)

(3.103)

{(3.1043%

-f

A contribulglo de Ranja & energia de deformacdo & ¥ {€ta)® Knig
que & a mespa de uma barra de irea Be e de lado la ondea

-1
(E B)e 1a = KRniax

Degte modo,

- f
Knf = r{E Bilu la {E BYp 1p

{(3.105}

(E By 1« (3.108)
1




£l

-1
e, Xnt nado 4& nenhuba contribicdo & energla quande ¢ triféngule
-1
permanece semelhante 80 seu eatado original. Xnt repregenta a
contribvulcao dee trés molas doe vértices da Figura 3.1t.

-1

As duas barras de area (E Bla = Enfa / ls ac longo de 2°3° e 2°3"
rodem eer comblnadas cop uma alwma para forpar a rigidez a flexac da
vige.

(E Ble t°
(E 1¥a = —— (3.107)

[

Se a rigldez ao cisalhamento ¢ (G Ala, a energis de deformacido por

flexdc ¢ por cisalhamento en termos dos modos de flexho simétrico e
antisimétrico 854 & PAg &

£ {E 1)a #pa’ 3 (E Ida @ag®

Oz = + (3.108)
2 la 2 le(ldga)

onde
12 {E 1)a

ga = {3.1¢0}
{G A)a la®

-f
A energla restante de flexdo e empenamento & devida a Ezntc.

Deve-se notar que szomente o2 Bodos naturais de flexdo
#8b = { @84  @sp #8r ] contribuee para €t nas membrapas 1'2°3° e
1"2“3“, Imgﬂ

dea T
€te = £t , etc {3.110}
2 la

€ igto & o dado Tfundamental para a determinacio das tenedes no
elemento.

rrcERD KALTHIL TE ENERGIA NUCLERR/SP - TPEX
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) -1
A energla de deformaci3o devido a EKnt &

-£

¥ 1 @8t I-) Kne 1-) gs (3.111;
o

¢
1= la 1p 1y (3.112}

Para a formacdo da matris de rigidez natural elsetica do elemento
Kné define-ge

{Raa}? {Kap)® (Kar}®
¥ t* 1-1 Epr 1-! = (Kpp)}® (Rpr)® (3.113)

ein, (Ker =




Com as

[ {2 114
1=

Na referéncia [4] h& um modo mais simples de se definir Kne.

eqs.

(3.108) e (3.113) ¢ possivel definir kne

1 Lhaai®

mimetrica

T

I (E 1ha

1ailagay

tE Lip
1

4+ Ep}*

o {Egrp?

'] LRy b"
1 F I1s

leildgn}
4 I]r

ir

+ {AM "

natriz de rigidez s flexdo do TRUMP & dada por

A t3
Enf =
12

1-1 Dp

1-1 =

A L2
12

Daa _Dep Dat
1s® lalp lals
Dpp  Dpr

1p% 1pis

ainm. Dy
1g®

COMISEAC NACCR/L TF ENERGIE NUCLEAR/SP - IPFN

b
¥ ITTN,
111sy1

(3.114}

(3.1153

A
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e 5 patrlizs de rigides natural do elemento Ene

Dag 1] Dap 1] Dat 0
la® loslp 1ale
Kac 0 0 0 0
Cip 1] Dps (]
A t3 1p® 1p1#
Ene = (9.116)
12 Rap ] 0
Tt ()]
1¢*®
gim. Eat
L
onde
3 (E E)a
g = — - . |, ete (3.117)
la {1+4ga}
12 (E I}«
gz = , ete (3.118}%
(G Ao la®
& t3 Dnta
{E I)g = —0m — , etc {3.1189
12 la
Pnta = Daa + Pag + Dad , ete (3.120)
(G AYa = G R ¢t cos a , ete (3.1217

e R & o raio eirecunsgerito a0 tridngulo 123,

0 cédlculo de ga, ete requer upa estimativa do valor de rigidez ao
clsalhamento dae alpas das vigas ao longo dos ladoe do trifngulo. 4
distribuicédc das tensdes de clsalhamente depende da distridbuicio
das tensdes de flexio admitindo-s82 que asg almaes absorvem a meema



s
g

encrgia de deformacdio por cleplhamento que o material verdadeire
quandg submetide a8 um estado de deformacice por cisalhamento
constante.

Com rela¢lo a um referencial (0,.x.¥)

¥t = { $xx  fgx } {3.122)

e a energia de deformacio especifica & da forma

X pt G ¥ (3.123)
LOm
8 W E
B = Y B {(3.124)
0 G 26144)

logo a encrglia de deforwsacio &
katgprg? (3.125}

g8e f'fﬂr congtante no elemento, S5 o lado la estiver inclinedo em
relaclo A X e ¥y & tensio na alms &

fa = ¥xz ca + Tyz Be ,ca e 8s BAC oOE cossence diretores (3.128)

e a energia de deformacdo nag tréeg almas &

% [ (G Ada Ta® 1z + (G A)p T 1p + (G AW ¥ 1g ] {3.127)




Substituindo Te, ete de (3.126) em {3.127) e lgualande (3,.127) com
{3.125) obtem-8e o sistema de equacdes

cad cp’ o ® (GA)a G
gu® apt - 1 (GAYp = At G (3.128)
caBg CPpE@ <t &y (GAYE O

gque resolvido 45 a expresasBoe {3.121).

As exrressdes de Kne de (3.114) & (3.116) sdo iguals e isto e
facllomente deponstravel. Seréd utilizada & expressio (32.116% pels
sua facilidade de programacio,

3.7.5 — MATRIZ DE RIGIDEZ CARTEGSIARA

 Determinada a matriz de rigidez netursl EKne & pogsivel, entio,

calonlar & 2 matriz  de rigidecx cartegiana EKe er el de
tranformagdes adequsadas, isto &,

Ee = ant Kne An {3.129)

gendo necesasaria A montagem de An.

A matriz de tranforma¢i&0 &an €& & relagdo entre ¢ vebor de
deslocppentos naturale { ou generalizadog) pn dados na  eq,
(3.98} £ ¢ vetor de deslocapentos nodals

dt = { w1 Bx1 Qy) w2 Bx2 Byz w3 B8z3 By3 } {3.130)

onde wi, Psi, Byi, 1=1,3 sdio, respectivamente, o8 deslocamentos na
diregdeo =z e as rotacdes nas direcdes x e y dos nos 1,2 ¢ 3 &o
elepento. Asslim,

Pn an @ (3.1313

omo © elemento TRUHF & composte por trés vigas nas direcdes dos
ladoe sersé Iindicada iniclalsente a =atriz anY dog elepentos de



viga. O vetor de deslocamentog generalizados do elemente Ae viga &
de acordo cop a Figurk 3.12.

—_ L% L
Pyt = { pov Pav } = { pol Doz Pod Dot Pos pos
prl paZz Pnd bnd pas pné }
(3.132)

onde poi e pri 8H0 os modos de corpo rigido e o2 modos naturaie,
sendo que o8 modos de interesse 880 0 simpétrico e antissimétricoe,
Pn4 € pns, ldentificados como ¢8 e ¢a, respectivamente, o¢om 06
indices a, B ¢ Aados conforme o lade do elemento.

0 vetor de eeforgos generalisadeos do elemento de viga & de acordo
com a Figura 3.13.

_— T L
Pv®* = { Pov Pav } = { Poi1 Poz Pos Pos Fos Pos
Fnl Pnz Pn3 Pn4 Pas Pns }
({3.133)

onde Foi e Pni 880 o8 esforcos de corpo rigldeo e os esforcos
naturaie, sendo que o8 egforcos de interesse Blo o esimétrico e
antigslimétrico, Pna ¢ Pns, identificados como Me e Ma,

respectivamentie, com os indices a, B & dadog conforre o lado do
alemento,

Apsim, 8¢ 0 vetor de deslocamentos nodais for para a vigs

byt = { u1 v1 wi Oxr Oyv) Bzt uz vr wr Ox2 Dyz Bz2 ) (3.134)

as relacdes entre elee gio

pv = Av Dv {3.13%)

pPv = Av P {3.136)
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Figura 3,12 : ¥odoe de corpo rigideo e naturais de um
elenmento de viga :
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ESFCHCOS DE CORES h;am H.'MEHQ- ESFCHLCS NATURAMN

Flgura 3.13 : Esforcos de corpo rigide e naturals Jde um
elemento de viga




onde

(3.137)

= b o= oo - [ e = L ) bl
I
[=1 =] - L] an ] ] o= (=] — S o
] 1
— - (=] — A =] o =] = ) A =
!
o & o = o Ao oo o o 'l
- — for] = = it f] [ L] =] - aH
I
i [=] ] - (=] - L B = [=] - - =]
I
- _]—_2_“.. = - L - lT..qﬂ - f=1 -
1
(] = 1_2ﬂ_. - = o = 1_.._...__ﬂ v T
1
[’ — (=1 L] - o o] [ ] - ] =
[ -] - ] = = - = L] [ =] -] o=
] L] —_ [ — — =1 - fo] ] = -
L] [=1 e - [ ] L] ] b — frm. —
Et
-
-




Supondo que a viga 12 faca Bngule B com & direcdco x do slztemn

carteslano, a relacdo entre o wvetor de deslocapentos nodals

0 %
0
¢ o
¢ o
¢ -1
1
-1 0
¢ o
6 =
1
R (
¢ 0
I

entio,

= o
o

(]

i

e = o frm B = = W
=

I
ek
ot

locaie = globalse &

g = T dg ;
t 0
1} t
T =
0 i
1} 0
Tegte modo,
Pay = anv T 4

b %
0 4
[ ()
0 ¢
0 H
0 ¢
0 1
1 o
1 ¢
U U
0 0
0 ¢

()

= = l-‘il-'- = =

]
2

e ov

g}
-

1 -~ 1ocaY e g - globsl

2 o 8 D
o o o o

*
= anv d

L
T}

L Y = ]

1

(o B we = = T I—"

-

send [

cogh
-senik cosd
(i L H

\

i

0

\

X

0

{3.138)

{3.139}

{3.140)

(3.1413




ornde

- o - moné L] 1] 1] i ok -aend o [+ & U
o [ 1] L) ] 1 1] L] L] [ o -1
. ~2aenlsl  Zcoefsl D o ! 1 ZsenBrfY ~Zcomd/} 1] 1] u 1
fort = 0 b U ser¥ -conb Ly L] o i -otnf  cosd ¢
0 [ /1 send —coall u o o ~251 eenf  -cosd 0
o L It ~-comd -gend L o [ a coa® asp@ a

(3.142)

Separando de anv as linhas relativase a Pat¢ e pns{ modos simétrico e

antissimétrico} e as colunas relativas a w1, 9r1, Qyi, w2, €G22 &
Byz chega-se a
* ] senb -cost (H] -genp oot
BEnTRUMP = (3.143)
2/1 senp -cosB -2/1 agen® -copsb
*

Agselim, rearranjando asTRUNP corretamente para conter as trés vigas

0 0 0 O ya -Xa 0 ~¥ya  Xa

la 1a la la

0 i 0 b ¥ =-Xa -4 Ya -Xq

la la la e 1lo la

0 -yp _xe 0 0 ¢ O _¥p -x
an = 1lp 1p 1p 1p {(3.144)

-2 ¥p -xg (] (£ g _2_ ¥YPp =xp

lg 1p ip lpg 1p 1p

¢ w ooxr v v Xt ¢ a 0
1 1 It 1t

2 Y& Xt -Z ¥ -X¥ (] 0 a
1 Iy 1 1y 17 1




onde Xe¢ = X223 - x3 -Xx3 , etc

3.7.6 - TENSOES

Da eq.(3.110}

d5a YRR FEs
Eta = —— % : Erg = £ ; €kp = = (3.145)
la 1s 1
logo
&fa / 1la
£t = T éep /S ip (3.145)
ges / I

Da eq.{3.91)

#dg6a / la
Oc = Dn €t = 2z D #6p / 1p = zDn T d {3.147
é8e [/ 1y
onde
G G { 0 ¥ -Xa U -yu Xa
1a la la 1a
T+ = 0 -¥p  xp O 0 ) 0 ¥yp -xp (3.148)
ip ip ip 1p
0 ¥ -xs ¢ -y x¢ 0 0 0
] 14 1r 1 1t

[y ]



Chamando o*t = { o oy 7Tay 1} entdo

o* = Coc=zCDanTd . (3.149)

onde T & igual a € substituindo o8 coeficientes 42 por 1

Como Wt = { Mx My Mxy } & dado por

L/ L S _

M= J z o dz = J 22 CDaTddz =t3CDnTod (3.150)
-Fk/2 -L/2

antis
3

M= --Bfd {3.151)
12

onde

B =CPa T {3.152)

sendo determinadas as tengdes a partir dos desglocamentos nodais

Tariesiancs.
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3.8 - O ELEMERTO DET

Egte elemento & degenvolvido a partir da teoria de Mindlin-Relssaner.
Sua aplicaclo é& restrita a placas finas poraue na formulacldo sio
irpostas condigldes de wvinculo tais gue se tenha deforoacdes por
claalhamento transversal nulas em alguns pontos discretes, vindo dai o
nome DRT (" Msecrete Kirchhoff Theory ") [1],[15].

Ag hipoteges bhslcase para a formulacdc do elepento sio

(a} Apllica-ge a teorla de Mindlin-Reiegsner considerando que as
deforzagdes por cisalhazento transversal e, portanto, a energlia de
deformaciac por clisalhamento transvergal e8¢0 desprezivels guando
comparadas as deformagdes e a energla de deformaclc por flexBo da
placa. Sera deduzida somente a matriz de rigidez de flex3o neste
elemento.

{b) Ae rotacdes Bx e oy variam quadraticamente no elewento, isto &,

Hi €ri (3.153}

&
]
il
1M
=
[ ]
£r
-
o
ot
i
([ =

onde Wi, i=1.6 sfo Bic as funcdes das equacdes {(3.35) a (3.40), com o8
niée doe vértices e dos lados definidos da mezma forma que o jndicado
14.

{c¢) As hipdtegez de Kilrechhoff gio impo=tas ex

i. nos ros dosa vértices

H,.xr - 3'-‘1:

{ = =0Onos néz 1, 2 & 3 {3.154)
W,y - f!‘

1. pos ndés do melo dos lados
W.éx - Bak= 0 ¥=4.6 £3.155)

{d) O deslocamento transversal é definido somente a0 longo 40 contorno
do elemento e aua variacloc & cubica. Assim, os valores de W.w.x ¢ W,y
gdc requeridos para definir os deslocapentos ac longo dos lados

mmesimn e et B pRpEDRETE R FAmfRR iPFN




-3 Wi 21 wWesid I Wig 1 W, e
k : (3.158)
2lij 4 21i; 4

com k 1ndicando o néd do mpeio do lado 13 e lij o comprimento deste !
lado.

(e) B ivposta uma variaciio linear de 9e ao longo deos lados, isto & ¢

Quk = K (Oei + Psj) (3.157)

onde Kk denota nés ho meloe dos 1ados (ver Flgura 3.43.

() Por (3.153) e (3.156) 0 elevent¢ tem 18 graue de liberdade que com

{3.134), (3.155) & (3.157} sdo reduzidos & 9 (3 deslocamentos e 6§
rotagdes nos noés dos vértices).

Com as hlpdteses de cilculo acima indicadas monta-se a relacdio entre
ag rotacldes Bz e By e op deslocamventos nodais
d, isto &,

A k
{ 89z By } = N { w1 Ox1 Byl wz O0sxz2 Byz w3 By3 Bed } (3.1568)

onde a patriz N &

BHeCa  Hp+hHaSet  -uKeSals JMIC4 Rr+KNeGe® -RRe5a0y 5D HainMs5s®  -5Ns5aCeE
¢ 1ar AkH3EE"  =WNE5ECH Il +MH35ET  -KNi1BIC: Z 131 L3 1. LTINS 1. V] -F 1ol
LLELH LT 1= b IRsle ARG DN4Ca +ENsC"

T lar anmCse T T T

1L EY:1 ) SH3EsCE RI+ENLCE" KL TT-T] ARESeCy  NzsKRaCa™ k) THT] INISaCa  Ma+BRyCa™

7 1 q +KNRCaF 2 111 i L1 = z 11y 4 AXMECs"
M5 IReTela ~kMaGyt M5 ARa54Ca —KHrSe® AR5 aRvBaCs -EH45"
£ 1lax L] =KNESE" PR S L] 4 L 1L IY-Th 2 11 | = KMESEF

(3.158)




TF

s Ok = X33/ 3 Cu = -¥ii/li; [ Xi3 = Xi - X3

Yii = ¥i - ¥3 i+ lij = {(x:5% 4 yijr}ls2

& para

-

b= = e
mwin
AR S
b @ &
ool
B3 ek £

k=4
k=b .,
k=E

G B b

Utilizando a8 equacdes (2.50) & (2.51) pode-se determinar a matriz Br,
que relaciona as Curvaturas com o8 deeglocamentog nodals. Negte caso a
matriz Bf & uma matriz com lineares em X e y ¢ pode ser decopposta ds
geguinte maneira

Bf - L o (3.160)
onde
1 0 (1}
L = (1 1 0 {3.1861)
] 0 1
e D = 0 4] 1] e 1 = L1 Lz Ls (3.1682)
J 1

sendo Li, i1=1,3 as coordenadsas naturale do trifngule e a matriz a




DS I =iy =FIPR L] =tra -] | ] B .l
- wea ] 1 FH L irs L] » o
Ll -Fiqe T{T-F1) LEL L] Fran =ryi =3y =p3lpaapsl rrlas-qnl FALFi-I3Y
= Ezbp EEESE Ly ) =EFER B it a Arte NELFE-2} ~AEgY
- ] [ S L] ] arta A EErE ELELT] Ly ¥ ar{ra=]] rEAFRA
Lfr13] xaull-ri b [ FEC 1Y EF 1] A3[i=~ra) F {111 exrabi+x3ts -RZIFI-ERIPA ERREAEXIENY
BF 7. EF17.0} Z2idbtrs -dzidrmire 1 -r iz sar e [T Iri-2lar
~AEFH ra L AL TR =~FHEIRH EELECE T XY ~Big L) (ra=2 )4
IrapksrIthk -EAIWIFET-TIRFR  [E-FRlEETSTEAR  ~EPRASFREA Lre-1)77-0F1 (2-FATEF ~ETPPICYFRE - EITHY-TH4+ -NIFFI-H1FR
. =¥k LTI Y #LF4+FLIFD 'I#Hlll"lﬂilj

com Xij = Xi - Xi ) ¥ii = ¥i - ¥i ;3 1ig® = xXii® + ¥ii®
[}

Py = -6xs/ls1* ;: ps = -6x12/13132F

ts = -6yz3/131°

Pd -Gxz3/123"%

L L}

t+ = -Byz3/lz23t

q4+ = Ixzsyaaslza® ; qs = Ixzya/la®

l}

r Jyza®/lza® : rs = Jyzi® /13"

A patriz de rigidez K & dada. neste elemento, por
E = j Brt Dr Br AA
A

eomente com A parcela devida a flexio,

(3.163)

{3.164)
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Substituindo a #q. (3.160) em (3,164}
K = j at Lt Dy a L dA
A
e como a4 & uypa matrlzs de termos constantes
E = at Ihtntbdﬂ o
&

Chamando
Dt*=J Lt Dr L dA

A

e fazendo a integracldo chega-se a

b I o 2pD pDh ()] 1]
D D D ulr  Iub Ml 1]
b 2D kD ul} IuD ]
2yl D (1) I tH D o
e+ = ~i- a  2ult sl o 2D D o
2‘ WP ubr  Iub D o 2D ]
o Ll ] o ] U Dil-it}
U 1] /] 0 a o kD(I-4)
o 0 o 1] 0 0 LX1-u4]

{3.16%)

(3.166)

{3.167)

e =2 =& o o
-2 - -

1] o
KD(1-p)  HP{1-K)
Dii-p) WP(1-w)
KD{I-u} Dtl-ul_

(3.168)
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E t3
con D & —m—
1Z2{1-p=3}

A matriz de rigidez K &, entdo, obtida de forma explicita cop o
geguinte produto

X = at Dr* o {3.169}

Para o calculo das tencsdes gencralizadas Mt = {Mx Hy Mxy) ., pela
relacdo (2,54}

M =-Di Bf: d =Dr Lad {3.170}

sendo L calculada para o ponto escolhido ¢ M obtido pele produto
indicado.

HA as segulintes observacldes em relacdo a &ste elements

1, Degde gue w waria cubicamente 8¢ lopge dos lados, W,z varis
quadraticamente e, também, On. Desde aque w,.s & lgusl a Bn en trés
rontos ac longo de cada lado, a hipdtese de Rirchhoff

{ az = On - w,z2 = B) & gatlisfeita ep todo o contorno do elemento.

2, A integracéc da matriz de rigidez na forma como fol indicads é
explicita ¢ facilmente programfvel.

3. A interpolacéio para ¢ deslocamente transversal ndic € definida
internamente a0 elempento. Aseiw, n&c pode Thaver a definicac
congletente 40 wvetor de esforges tranversals nodals bem comoe das
patrizes de massa ¢ de rigidezs geowstrica. Como aproximacic, pode ser
uttlizada na pratics a variac#o linear de w dentro do elepento,

4. A convergénclia para a solucldio da tecoria cléssica de EKirchhoff &
cbtida porque a energia de deformacio por ciesalhamento transversal &

desprezada e porque as hipdteses de Rirchhoff sZ%o0 satisfejtas no
contorno do elemento.

5. Com & restrigio imposta a 8¢ na eq, {3.157), Bx e Oy 8lo dadas por
polindmices completos de 1° grau no clewmento.




&1

6. Quandc esta formulacdo & aplicada & ubp elemento de viga, a matricz
de rigidez ¢con polindmic ciblco de w & obtida.

7. & formulagdo & extensivel a elementos quadrilaterais com 17 graus
de liberdade & outros elementos polligonais de placa.




3.9 - COMPARACAC ENTRE OS ELEMENTOS

Fara uma comparaciio entre o8 elementos eles seriio chamadoe
Tl, T2, etc como definido a segulr :

Tl - & o elemento descrito em 3.4 com integracio exata de kit
a Ke.

T2 - & o elenentd Tl com o fator o/(342Y multiplicands Ko

Td - & ¢ elemento descrito em 3.4 com lntegracido exata de Ks
e reduzida de Ec.

T4 - & o alepento T3 com o fator o¢/{1+c) multiplicande K.,

TS - & o eleponto descrito em 3.5 com integracdo exata de Kr
e Ke.

T6 - & o elepento TE com o fator o/{1+c) multiplicando Kec.

TT - & o elepentd degorito em 3.5 com integracido exata de Kif
e reduzida de Xec.

T3 - & o elepentoe TT com o fator oftlsce) multiplicando Ke.

TE - & o elementd descrito em 3.6 com integraclo exata de Xr
e ke,

Ti0 - & o eliements TH com o Ffator o/(1+¢) maltiplicando Xe.

Tl - & 0 elemento desacrito em 3.8 cop integraclio exsata de
Ef e reduzida de Ke.

Ti2 - & ¢ elemente Ti1 com o Eator ¢/iil+c) multiplicando Ke.

Tid - & ¢ elemento deascrito ew 3.4 com integracio reduzida e
otimizada ( © elemento & genpre up trlanguloe reifngulo ).

Tid4 - & o elepento descrito em 3.7
TiH - & o elementc descrito em 3.8

Qg elementos acima relaclonados tiversm puas patrizees de
rigidez comparadas para algupag situacdes, como se vera &
gegulr, ¢ foram sabmetidos & alaunsg testes em problemas de
placas flhae estaticos e lineares pars savalliacidc do seu
desempenho,. PBuscou-se avalliar e¢ o5 =lewmentos estudadeos
atendlsw o¢£ critérios depgoritee no jitem 1 deste trabalho,
ndio se preocupando, nesta fase, em testi-los ou utiliza-los
em analises de placas moderadamente espessas ou ep anfAlises
nfo-lineares e/ou dindnicas,




3.9.1 - ANALISE ESPECTRAL DA MATRIZ DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS

Para uma primeira corparacdo entre os ealementos estudados
B&0 Aapreseirtados nag Tabelas 3.1 a 3.9 o8 autovalores &as
nwatrizes de rigidez doz elementos com diferentes geometrias.
sendo esta comparacio apenas up exercicio numérico ndo foram
consgideradag unidades de medida.

Ras Tabelas 3.1 a 3.3 o elemento & um trifngulo =quilftero
de lado unitério, médulo de elasticidade E=3000, coaficiente
de Polisson u=0.3, coe a espessura variando de t=i(t, t={}.1 =
1=0.001.

Has Tabelas 3.4 a 3.6 0 elemento & um tridngulo escaleno
cujos vérticea itewm as seguintes coordenadaes (x:¥) : {0:0},
(1;0) e {1.5;1) e nas Tabelas 3.7 a 3.9 o elemento & um
trifngulo retdngulo copm catetos de 1=1. As propriedades do
material e as eppessuras 880 as mesmas do  triangulo
equllAitero.

- \PEM
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3.9.2 - “PATCH TEST" DA TEORIA CLASSICA DE EIRCHHOFF

g elementos estudados forap utllizados na analise de uma
placa fina retangular submetida a um estade de flexdo ondes
D8 trés momentos resultantes sldoco constantes na placa. A
geonetria, carregasentoe, discretizacdo e a soluclo
analitica sdo mostrados na Figura 3.14 [17.,1141.

Iy

40.4
Pltz

19 ’ N BT

to ‘

m : 7 mw l "
- —— i
i) - 1 10

Opdos ; E« 1000, =0,3 |, t=}
Condigdien A& Contdrmd @ wel pos nos 1, P & 4
Solugao snalltienm H;-HF-HN?.I fa plece

79

3 o, L15.0)

Filigure 3.14 : "Pateh-tesgt”

0 elemento T1H satlsfaz conpletamente o teste com o8
nomentos calculades reproduzindo exatamente os momentos da
aolucdo ensalitica (Ms = My = Mxy = 1.}. U8 éelementos TI13 e
T14 con uma palha com quatro tridngulos retingulos (com o nd
central n¢ centro geométrico da placa) também satisfazen
conpletamente o teste.

Pode-pe dizer que o©8 elementos de T5 a T12 satisfazem o
teste polis o8 momentos calculades variam numa faixa entre
0.96 ¢ 1.04, ber préximos ace valores da solucao analitica.
Notar que estes elementos foram desenvolvidos com a Teoris
de Mindlin-Relisener.

G elementoe Tl a T4 e T14 (na configuracglio da Figurs 3.14)
ndo satisfazen o teste pois ©8 momentos 880 totalmente
diferentes entre el e en relaclico aocg valores da solugio
analitlca.
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3.9.3 - ANALISE DE PLACAS FINAS QUADRADAS

Dg elementos TH a T15 foram utilizados en problemas com
Placas flnaz quadradas. Duas situacdes foram analisadas:

{a) Flaca fina quadrade simplespente apoiada pag bordas sob
carregamento unlforewe cow ar seguintes caracteristicas:

lado L =8
Lst = 106
agpegRLra t = 0,08
E = 1008
po=0,3

- 0,1

cargn distribuida g

ity Placa fina quadrada engastada nas bordas sob carga

concentrada ho centro da placa COm as gegulintes
caracteristicas:

lado L =48
E/t = 10D
CEpeE BUra t = 0,08
E = 14¢0
4 =0,3
carga concentrada P = - 4

Somente ue quadrante da placs Tol podelado por consjideragdeg
de gimetria ¢ ag malhes, denoninadss A, B e £, &0 mostradae
nz Figura 3.15, sendo R ¢ ninero de elementos da malha. As
condigdes de contorno empregadag foram W = 0 nos lados
gimplesmente apolados o w = B#x = By = ( nos lados
angastados.

20




Wrd FRRL ] N add

Figura 3.15% @ Placas quadradas - Malhas utilizadae

Foi feita uma comparacioc entre os resultados das anillees
com elementos finitos ¢ das solucdes analiticas para os dols

problemas. Esta comparacdo & apresentada nas Figursas 3.16 s
3.27.

Nas Flguras 3.16 a 3.18 e 3.22 a 3.24 s8o0 coxparados os
valores de deslocamento no centro da place. Nas Figurae 3.19
g 3.21 sap comparades o momehtos no ¢entro da placa
(cbtldes pela x2dia quande o8 vértices dos elementos
coinciden) para o caso onde o carregapento ¢ dlstribuido
uniforpenente e nag Figurasg 3.25 a 3.27 a reacio (momento)
no ¢entro do lado da placa eob carga concentrada no centro.
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Figura 3.16
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Figura 3.17
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3.9.4 - TESTE DE TORCAO

Eate & um tegte para verificar elesentosg de placs
triangulares en malhas com poucos elementog (dois ou quatro)
bastante distorcidos.

Foram utlllizados somente 08 elementos TH a T1Z & T1h nestes
testee, A gecmetria, carregzawentos, discretizacido, o padrac
de ocomparacéio  ("benchmark®™ [151) e 08 resultados 8#o
nestrados nag Flguras 3.728 & 3.33 gque dBo & wvariacZo do
desiocapento de um vértice da extrepidade livre da place em
funcio do coapriments da placa engastada.
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4 - COMENTARIOS E CONCLUSOES

{1} O elemento Tid & aplicivel ecomente & placas finas, como
fol dito anteriormente, = de acordo com [11,[15] apress=nta
bong resultados en problemas deste tipe. {8 autovalores
obiidos e fUAE natrizes de rigidez gervirdo de
bage,portanty, para a combaracie com o8 sutovalores obtides
dos outrog elemsnhtos nos cascs de espessuras Finas {(t=0,1 e
8,001), Sua inadequacdoc a problemes com rlacas eapagsas pode
ger vigts pelos autovalores dze Tabelas 3.1, 3.4 ¢ 3.7 onde
o2 Zeug yvalores de rigidez sdoc Lem grandes, Além diseo. o
camnpo de deslocamentoa w niio & definido noe interior deste
elemanto dificultande a formulacido da matriz de rigidez
geométrica, por exemplo.

(2) 0Oz elemwentos cob integracgie reduzids da parcels de
cisalhaments s8a40 apllcavels somente s problemas de placas
finag,

{3) Og elementos Ti, T2, T3, T4, TH, T7, T9 e T11 apresentanm
o problema de travamento por cisalhapente {"shear locking”)
ge forem arllecades & problepns de placas  finas, Os
auctovalores de ordem 8 ¢ 9 destes elementos gAc sempre bem
paiores que of do elemento T1d para t=0,1 e ©¢,{001,

({47 & elementos T a T4 apresentam o problepa de travamento
por clisalhamento em itodas as sltuacdes. A explicaclo para
isto é& que pela simplicidade de suas forpulacdoes (funcdeg de
interpolagdo dinearesg para ¢ deslocampento w e as rotagdes Bx
e By} ndo se consegus o dJdesacoplamento entre of mpodos de
flex3o e¢ Ge cisalhamento nem com a integracido reduzida ds
parcela de cisalhamento da matriz de rigidez. Hestes casos,
come Ja& foi mencionado, a utilizacdo dos fatores de ajuste
nédc traz meiheortas pois pelo penos um Lipe de travamento por
clsalhamento se mantem,

(EY O elementos T7 e T11 arpresentaem um grau  peacr de
travarento que o elementos TH e T porque, também, Dpara os
Nltimos og antovalores de ordem T gio bem malores que o do
Ti5 nas eepessuras pencionadas.

{6) Comparando o depenvelvimento dos elementos de placa ¢ de
viga Gt nota-se que ocorrer nog primeiros oz dcoie tipos de
travanentos mencionados para os segundos. Fara os elementog
de placa formuladoe ocOom funcdeg de interpolscio lincares
para ¢ deslocamento w ¢ as rotagdes 81 e By n#o ae consegue,

1il




no entanto, cob a integracdo reduzlida da parcela de
cisalhamente da matriz de rigldes eliminar o travamento por
cigalhapento causado pelo acoplamento dog modes de flexio e
de cisalhamento como para o elementos de viga., B necemgirio
utilizar, n¢ wminimo, & Iinterpolacdo nmista dos campos Ade
deformaciy por flexdo e por <clisalhamento para obter o
desacoplamento mencionado.

Com a eliminacio do primeiro tipo de travamenmtoainda aszixm
& fundamental a aplicacldse dog fatores de ajuste pars
eliminar ¢ segundo tipo, do meamd Bodo que para o8 elemantos
de viga. Infelizmente para os elementos de placa o fatores
de ajuste nao podem ser obtidos diretamente da formulacio,
oMo parh of elementos de viga.

{7} Todos o2 elementog que tew  integracde reducida da
parcela de cisalhamento da matriz de rigidez apresentanm
nodog cinematicos de deformagdo porque posauch autovalores
nules em nameros superior aos tréds modos de ¢orpo rigido. 0
comportamente do elemento T14 depende de sua geomeiria
havendo um autovalor nule a mals quande o trifngule for
retinguloe (um Angulo inteyno de poventax grauas) e um
autovalor espiric (negativoe}l com geometrias onde houver
Sangules Iinternos do trijdngulo maicres que noventa graus, sem
modog c¢ineméticose de deforsacfico quando os trés Angulos
internos d¢ elemento forem menores que hoventia graus.

¢ fatoe do elemento ter modos cinemiticos de deformaclo é um
aspecty potencislmente inconveniente. Ro caso doa elementos
einples copd os triangulares isto n#o & problematico poraue
enm Ealhas com doig ou mals elementos o5 efeltos dests
ocorréncia sao eliminados [163.

Uz aspecto importante a sger mencionado €& que para o8
elepentoa TT, TS, Tll e T12 a Iintegracio redusida da matri=s
de rigidez de cisalhaments hado traz nehup beneficio poraue
ndo & ela que produz o degacoplamenteo entre modes de flexdo
e de ciszalhamento (que & czusa de up tipo de travamente),
obtide pela prépria forpulacido destes elementos, além de ni3o
eliminar ¢ segundo tipo, o que s¢ consegue sobente com a
aplicagids dos8 fatores de ajuste (desde aue haja o
degacoplarents mencionado).

{3) O desewpenhs Adog elepentos T3 e Ti4 tdm  uma
dependédncia muito grande das suas gecometrias. O elemento TI13
& aplicivel somente a problemas de placas finas em malhas
com tridngulos retdngules, sonente, e com o catetos
paraleloa aoe eixeos X e Y. 0 elemente T14 aprepenta
resuitados aceitavels somente quando scus Angulos internce
forem wmenores ou  iguais a noventa graus, Sua  melbor
configuragdo & a de un trifngulo equildtero, e ele falha




comprletamante quando houver HAngulos internoés mpalores que
noventa graus. )

Ectee fatos indicam gue devers haver um controle das malhas
nag anéliee feltag com eles, causande dificuldades
adicionais para ¢ usuério ou para o desenvolvimento de pdHe-
proceggadores, principalmente no caso de gua uitllizacio de
problemas comn cascas.

(8) D2 elementos apresentades nos itens 3.% ¢ 3.6 {chamados
TE a TiZ no item 3.89) tep comno caracteristica semelhante na
formulacao a utilizacdo da interpolacéc mpista das
copponentes do tenzor das deformacdes com as deforpacdes por
clealhapents calculadas a patrtir das interpolacdes dos
deslocapenptos ¢ aa deformacdes por clsaalhanento a partir de
vinculos lppostos em pontos eacolhlidos dos elementos.

As Oopcdes Dpara o2 esquenas de interpelacac das deforemacdes
por cisalhamento e restringem quanto =male simples e tornam
08 elementos. Ko caso dos elementos triangulares ests
sepelhanca (por aue nhio dizer, identidade} fol conatatada em
[23] e 2b ndo ocorreu eptre os elementos dog iteng 3.5 e 3.6
porque nido se <conssguiu 2liminar o efeito da integraczo
numérica da degeneraciio do elewento pars tréds nos, JA que
cle & formulado com quatro nédéa. Has Tabelas 3.1 a 3.3, onde
os elenesntoz 2880 trigngulos equlliteros, todos a7 ]
autovalores £io bem priximos para o8 elewentos TH, TG, TT &
TS guando comparados Con TH, Tio, Ti1 e T1iz2,
regpectivamente, Nosg outros casos, Tabelag 3.4 a 3.8, ha
malor Afiferenca entre o8 auvtovalores wmencionadoes por gue o
efelto da degeneragd¢ fica maie acentunado aquanto mais
sgeoneo filcea o elepentd,

Para elementos de aquatro ndés, que tanbém sac simples, foil
notada em [16] semelhanca entre o elemcntog descritos em
[, [18] & [18]. concebidos con abordagene distintas ¢
independentes, Male ainda, fol clitado em [16] um errco na
formulacdoe de [HY, wtilizada noe item 3.6, que ndo foi
identificade neste trabalho.

Com o aumento da rcowmplexldade na formulagfico dos elewentos
coe esta abordagen {por exemple, elementos quadriléteros com
oito nds) havera possibilidades de varios tipos de elementos
dependendo das hipdotesas de interpolacde das deformacdes por
cisalhamento bem comd pelag possibilidades diferentes de
integracao nuperica a0 longd da egpegura no case de cascap.

(1¢) O elementos TE & TIO com Fatores de ajuste c/{1+c)
apresentar bons resultadosg nog caseg analisados, tendo boa
taxa de convergénclia noe problemas de placas quadradas ¢ ndo
sendo sengiveis A distorcic nas euves formas nos problemas de

11z:



rlaczas eob torgio, apresentandoe degempenho gsemelhante ao do
T1hH.

{11} Congiderands szomente o2 elepentos desoritos em 3.5 a
3.6 ¢ o8 ocomentarios feitos eobre sua sepelhanca, o
prrimeiroz tém vantageng sobre o segundog pelog seguintes
motivos

{a) 5 formulacio & male ¢lara ¢ simples

{pP) suas watyrizes de¢ rigidez sé¢ definidag de forma
explicita, sep integragfoe numérica

{e} &2 formulaglo pode ger felita diretamente para trifingulcos
gem A necezgidade de degenceracio de quadriliteros

id} n&Zo ha duvidas sobre a formulzcdo cono asg penclonadas em
[16]

{127 Dasa copparagdes feltas e dos resultadeos obtidore,
obgervando os critérios dados no item 1 congidera-ge o
alemento triangular degenvolvido no itex 3.5, cob lntegracic
exata de Kf e de Ke ¢ com o fator cofi{i+c) multiplicando K¢
como © melhor para se prossgeguir visando a aplicacio en
rroblemas naop lincares de CABCas/placas finas €
moderadapentes cgpessas. A palor dificuldsde &€ a utillizac#o
doe fatores de ajuste do tipo /(142 aplicados em Re, sobre
o quals deve-se penclionar que:

(a) Para analiges lineares, esté&ticas e dindmicas. héc hs
inconvenientes para a aplicacio destes fatoreg de
ajuste {137.

(b) Fars andllses <oom nZo linearidades geométricae ha
boae pesegibilidades do emprego destes fatores de

aluste, n&o havendo referéncias que as comprovem
sinda,

(¢} Com n8c linearidades Aoz materialis az compllicacdes
gidc maloresz dificultando até pesmd previsdes sobre a
eXtensdc destes fatores para este tipo de problemas.
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4.1 - SDEESTOES FPARA CONTINUIDADE DO TRABALHO

Comwo sugetdes para a continuidade de trabathe pode-ge
mencionar

(a) Avaliacdo do elemente egcolhlide em problemas de
rlacas poderadanente espessgas ou em analisee
dindmicas

(b)Y Aplicagdc do elemento de placa escolhido em cascas
por meio da superposicdc mencionada enm utilizando o
C3T [33]1, por exenplo.

(c} Eztudo do elemento de casca/placa escolhido em
rroblemas con nio linearidades geonstlricas.

(d} Estudo para utilizagio Ao elemento de casca/placa
esColhido em prollemas com ndo linearidades deos
materials.

(¢) Estudo dos elementos quadrilaterog bageados na

formulacao cox interpolacdo wistsa.
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