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C Á L C U L O D E H A R M Ô N I C O S E S T Á T I C O S B I D I M E N S I O N A I S C O M 

O C Ó D I G O C I T A T I O N 

A N T O N I O BELCHIOR J U N I O R 

RESUMO 

O código CITATION resolve a equação de difusão de neutrons em mul t i -grupos de 

energia pelo método de diferenças finitas, fornecendo o harmônico fundamental de um 

rea tor nuclear, ou seja: o fluxo de neutrons. Neste t rabalho são apresentados dois 

métodos de cor reção no termo fonte via fissão, um deles associado com um esquema de 

ace leração de convergência por polinómio de Chebyshev, que poss ib i l i tam a obtenção de 

harmônicos de alta ordem com o código CITATION. Os dois métodos foram comparados, 

anal isando-se vantagens e desvantagens de cada um. As implementações foram testadas 

para problemas com solução analít ica. Foram também gerados 15 harmônicos bidimensionais 

pa ra o rea tor de pesquisa IEA-R1 e 10 para o reator de potência ANGRA-I, sendo os 

resul tados obtidos apresentados na forma de gráf icos e tabelas. O esquema de aceleração 

de Chebyshev reduziu em mais de 507. o número de i te rações requer idas para resolver o 

mesmo problema sem aceleração para todos os harmônicos calculados. 
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C A L C U L A T I O N O F T W O D I M E N S I O N A L L A M B D A - M O D E S 

T H R O U G H T H E C I T A T I O N C O D E 

A N T O N I O BELCHIOR J U N I O R 

ABSTRACT 

The C I T A T I O N code, which solves the multi group diffusion equation by the finite 

d i f fe rence method, calculates the fundamental A-mode (ha rmon ic ) for nuclear r eac to r s . 

In this work , two fission source cor rec t ion methods, one of them associated with 

Chebyshev polynomial method to accelera te the convergence , are a t tempted to obtain 

higher A-modes through the CITATION code. The two methods are compared, their 

advantages and disadvantages analyzed and ve r i f i ed against analyt ical solut ions. 

Fif teen two-d imens iona l A-modes are calculated for the IEA-R1 research r eac to r and ten 

for the ANGRA I power reac tor . The r e su l t s are shown in graphics and t ab le s . The 

Chebyshev acce le ra t ion scheme reduced more than 507. the number of ou t e r - i t e r a t i ons 

requi red to solve the same problem without accelera t ion for all A-modes . 
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CAPÍTULO 1 

I N T R O D U Ç Ã O 

No início do desenvolvimento da Tecno log ia de Rea tores Nuc lea res , muitos 

pesquisadores de outras áreas, tais como: Física Nuclear e Mecânica Quântica migraram 

para esta nova área em ascenção. Estes pesquisadores possuíam uma enorme bagagem na 

resolução da equação Schroedinger. Num parale lo entre esta equação e a equação de 

difusão de neutrons, foi introduzido o conceito de auto-funções e au to -va lo re s na Física 

de Rea to res . Antes do aparecimento dos computadores , a maior ia dos cálculos efetuados 

eram ana l í t i cos , dando-se grande ênfase à teor ia de per turbação e à expansão em auto-

funções. 

Com o advento dos computadores, cada vez mais os cálculos anal í t icos foram sendo 

substituidos pelo processamento numérico. Nesta época surgiram inúmeros programas 

computacionais e o uso de auto-f unções (harmônicos es tá t icos) foi sendo res t r ing ido a 

situações mais especí f icas , como por exemplo, problemas que exigem processamento em 

tempo real ou um tempo de processamento muito e levado. 

As apl icações mais comuns de harmônicos estão re lac ionadas com a teor ia de 

per turbação de alta ordem [10,21,22,3 3,3 9,41], onde harmônicos es tá t icos da equação de 

difusão de um problema referência são ut i l izados para expandir a solução de um problema 

per turbado. Exis tem métodos a l te rna t ivos de teor ia de per turbação [14,42,43] que 

u t i l izam harmônicos estát icos do operador de difusão ao invés dos da equação de difusão. 

Um cálculo simplesmente numérico para se determinar problemas de osci lação 

espacial de potência induzida pela var iação da concentração de xenônio envolver ia a 

resolução de um grande número de problemas de difusão com dependência tempora l . E 

demonstrado teor icamente em [44] que esta osci lação está re lac ionada com a separação 

entre os au to -va lo res correspondentes ao harmônico fundamental e p r imei ro harmônico. Em 

[4] é proposta uma maneira exper imental de se calcular esta separação entre auto¬ 

va lores . 0 cálculo numérico de harmônicos es tá t icos pode fornecer esta separação. 

Harmônicos es tá t icos podem ainda ser usados na el iminação de efe i tos espaciais em 

medidas de fluxo neutrônico em transientes [34 -36 ] . A função forma do fluxo neutrônico 

é expandida em termos de harmônicos es tá t icos , ficando o problema reduzido à 

determinação dos coef ic ientes , os quais obedecem equações do tipo às de cinética 

pontual. 

A análise de transientes neutrônicos com dependência e spaço- t empora l pode ser 

i 
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analisada u t i l izando equações de cinética espacial com a parte espacial sendo 

representada por uma expansão em harmônicos es tá t icos [32]. 

Uma outra aplicação de par t icular interesse é o mapeamento "on- l ine" de fluxo 

neutrônico [11,27,31]. Em rea to res de potência, a predição do perf i l de f luxo a par t i r 

de sinais de de tec to res " in -co re" é um aspecto importante no con t ro le destes. Uma 

expansão em harmônicos es tá t icos , juntamente com alguns outros modos c a r a c t e r í s t i c o s do 

estado de operação do rea tor , pode ser usada para in terpolar os sinais destes de tec tores 

a t ravés do método de mínimos quadrados. Encontra-se em desenvolvimento na COPESP-IPEN 

um sistema para moni to ração "on- l ine" da dis t r ibuição de potência em r e a t o r e s de pequeno 

por te [52] que deverá u t i l i za r os harmônicos es tá t icos calculados neste t rabalho. 

Em gera l , ao se reso lver a equação de difusão de neutrons sem dependência temporal 

p rocura - se de terminar apenas o harmônico fundamental e seu au to -va lo r associado que 

corresponde respec t ivamente ao fluxo de neutrons e ao fa tor de mul t ip l i cação e fe t ivo . 

En t re tan to , o cálculo de harmônicos es tá t icos de ordem superior da equação difusão tem 

sido abordado por diversos autores [1,8,9,14,17,22,32,34,40,41,47,53] u t i l izando métodos 

bastante dis t in tos . A. K. Kulkarni [31] calcula harmônicos es tá t icos t r id imensionais 

u t i l izando a síntese de harmônicos unidimensionais que por sua vez são s in te t izados a 

par t i r de funções de Helmhol tz . 

C. Drumm [14] calcula harmônicos unidimensionais t ransformando o problema de 

condições de contorno (que é a equação de difusão sem dependência t e m p o r a l ) em um 

problema de condições iniciais. São fornecidas uma es t imat iva do au to -va lo r e duas 

condições ( f luxo e cor ren te neutrônica) para um dos contornos . 0 f luxo evolui através 

da equação de difusão até atingir o outro contorno. A es t imat iva do au to -va lo r é 

var iada e o problema recalculado até que seja atingida a condição co r r e t a no outro 

contorno. Nesta s i tuação, harmônico e respec t ivo au to-va lor foram determinados . 

Os métodos de obtenção de harmônicos es tá t icos mais comuns são os métodos de 

co r reção da fonte via fissão associados ao método i t e ra t ivo da potência. O método da 

potência converge para o au to-ve tor de maior au to-va lor ex is ten te na fonte via fissão 

escolhida para iniciar o processo i t e ra t ivo . Apl icando-se c o r r e ç õ e s para el iminar os 

componentes de harmônicos infer iores , pode-se obter os harmônicos de ordem superior 

a t ravés do método da potência. Basicamente são dois os métodos de co r r eção u t i l i zados , 

um deles faz estas co r reções através das re lações de o r togona l idade [1,9,34,40,47] e o 

outro u t i l izando a equação de au to-va lores [22,41]. Esta classe de métodos foi a 

escolhida para implementação no código CITATION, pois este resolve a equação de difusão 

pelo método i t e r a t ivo da potência. A implementação destes métodos de co r r eção na fonte 

via f issão v i a b i l i z a r i a a obtenção de harmônicos es tá t icos de ordem superior através 

deste cód igo , que é o principal ob je t ivo deste t rabalho de mes t rado . 
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No p róx imo capítulo são apresentados dois t ipos de p rob lemas de au to -va lo res 

surgidos quando da el iminação da dependência temporal da equação de difusão de neutrons, 

os "w-modes" e os "A-modes" sendo também apresentadas algumas soluções anal í t icas para 

estes dois problemas . Métodos de solução numérica para o cálculo de "A-modes" são 

brevemente apresentados no Capítulo 3. São apresentados no Capítulo 4, os métodos de 

co r reção na fonte via fissão para obtenção de harmônicos de ordem superior implementados 

no código C I T A T I O N . É apresentado ainda neste quarto capí tu lo , um método de aceleração 

de convergência . 

A implementação de ambos os métodos é apresentada no Capítulo 5. No Capítulo 6, 

estas implementações são testadas para três problemas bastante d is t in tos . Por f inal , no 

Capítulo 7 são apresentados 15 harmônicos es tá t icos de ordem superior calculados para o 

r ea to r IEA-R1 e 10 para o rea tor Angra I. 

Pa ra l e l amen te , foi desenvolvido um programa para confecção de gráf icos 

t r id imens iona is em perspect iva . Este programa tem por ob je t ivo f acu i t a r a v isual ização 

dos harmônicos calculados com o código CITATION. 
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C A P Í T U L O 2 

H A R M Ô N I C O S E S T Á T I C O S 

Grande par te dos problemas em física de r ea to re s podem ser r e so lv idos pela Equação 

de Difusão de Neutrons ou pela Equação de Transpor te de Neut rons , ge ra lmente ut i l izando 

uma ap rox imação está t ica onde a var iável tempo é omitida. A e l iminação da var iável 

tempo t r ans fo rma estas equações em problemas de au to -va lo re s , nos quais o harmônico 

fundamental está es t r i tamente re lac ionado com o fluxo de neutrons do sistema e o auto¬ 

va lor cor respondente está re lacionado com a c r i t i ca l idade do sistema. Neste t rabalho de 

mes t rado foram considerados os problemas de au to -va lo res resul tantes da Equação de 

Difusão de Neut rons , sendo assim, no decor re r deste capítulo serão apresentados a 

Equação de Difusão de Neutrons e os problemas de au to -va lo res dela resul tantes [15]. 

2.1 - A E q u a ç ã o de D i f u s ã o d e N e u t r o n s c o m D e p e n d ê n c i a T e m p o r a l 

A Equação de Difusão de Neutrons é uma equação de cont inuidade, ou seja, ela 

garante o balanço entre ganho e perda de neutrons em um determinado volume de fase 

envolvendo as va r i áve i s espaço e energia. Em uma forma bastante gera l esta equação pode 

ser escr i ta como: 

1 30( f ,E , t ) 
V . D ( r . E ) V0(r ,E) + Z t ( r , E ) </>(r,E,t) = 

<s(E) at 

(2.1) 

dE' I (r,E' -> E) </>(r,E',t) + *(E) dE' L>Z f(r,E') </>(?,E',t) + S(r,E,t), 

onde os t e rmos u t i l izados seguem a notação usualmente encontrada na l i te ra tura . 

A Eq. (2.1) sozinha não é suficiente para determinar o f luxo de neutrons no 

in te r io r do volume. Para a definição completa do f luxo de neutrons, necess i ta -se de 

condições de contorno e de condições iniciais . As condições assumidas são: 

a) condições de contorno homogêneas 

a 0 ( r s , E , t ) 
+ oc(rJ <Mf.,E,t) = 0, ( 2 . 2 ) 

Sn 
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onde r, per tence ao contorno do volume e n é a direção perpendicular ao contorno; 

b) condição inicial 

</>(?,E,0) = * 0 ( r , E ) . (2.3) 

Considerando apenas casos onde a fonte de neutrons seja devida exclus ivamente a 

f issões , ou seja: 

S(r ,E,t) = 0. (2.4) 

Para s implif icar a notação a Eq. (2.1) pode ser escri ta em te rmos de operadores , 

assumindo a forma: 

1 ô(/»(r,E,t) 

t = [*(E) Fop(r) - Lop(r,E)l tf>(r,E,t), (2.5) 
w(E) at 

onde: Eo, ( r ) = dE' (r.E') ( ) ' , e 

L o p ( r , E ) = - V. D(f,E) V( ) + Z A r .E ) ( ) - J" dE' Z g (r,E' -» E) ( ) ' . 

A representação da Equação de Difusão de Neutrons apresentada acima não é 

conveniente para sua resolução numérica, pois requer a d i sc re t i zação das var iáveis 

espaço, tempo e energia . Para discret izar a var iável espacial u t i l i za - se comumente a 

represen tação em diferenças finitas e para a parte energét ica , a formulação em mul t i -

grupos de energia. Com isto, os operadores L o p ( r , E ) e M ( r , E ) se t r ans fo rmam em matr izes 

e a solução da equação se t ransforma em um vetor , conforme pode ser ve r i f i cado no 

Apêndice 1. Na maioria das vezes , a var iável tempo é omit ida da equação mediante 

considerações que t ransformam a Equação de Difusão com dependência tempora l em problemas 

de au to -va lo re s , dentre os quais são destacados os "A-modes" e os "w-modes" que serão 

abordados a seguir. 

2.2 - " w - m o d e s " . 

Os "a>-modes" são auto-funções que surgem quando a Equação de Difusão é resolvida 

ut i l izando separação de var iáve i s , ou seja, fa tora-se : 
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0( r ,E , t ) = 0( f ,E) T ( t ) . (2 .6 ) 

Substituindo a Eq. (2 .6) na Eq (2.5) e agrupando em um membro os t e rmos com 

dependência em (t) e no outro os termos com dependência em ( r , E ) v e r i f i c a - s e que 

o lado esquerdo é função apenas do tempo e o lado d i re i to apenas da posição e da 

energia. Para sa t i s fazer a igualdade ambos os membros desta devem ser iguais a uma 

constante , no caso w. Com isto, são obtidas as equações: 

3 T ( t ) 
— = w T ( t ) (2.7) 
at 

e 

Iz(E) F (r) - L (r ,E)] 0(r,E) = tfr(r.E). (2.8) 
<s(E) 

Quando imposto que a solução i//(r,E) tem que sa t i s fazer as condições de contorno 

dadas pela Eq. ( 2 . 2 ) , a Eq. (2.8) possui solução apenas para de te rminados va lores de w, 

os quais são os au to -va lo res desta equação. As soluções t/»(f,E) associadas a estes auto¬ 

va lo res são os harmônicos es tá t icos chamados "w-modes". A solução geral da Eq. (2.8) é 

uma combinação linear dos vár ios "w-modes", dada pela expressão : 

<p(r,E,t) = £ A n e" n t i / / n (r ,E) , ( 2 .9 ) 

onde os coef ic ien tes An's são obtidos ut i l izando a condição inicial dada pela Eq. (2 .3 ) , 

de forma que: 

[ An 0 n(r,E) = * 0 ( r , E ) . (2.10) 

As auto-funções i/»n(r,E) formam um conjunto comple to [23,24] e podem ser u t i l izadas 

para expandir qualquer função <í>o(r,E) no volume cons iderado. 

A Eq. (2 .8) const i tu i -se na equação geral para o cálculo de "u-modes". Ela pode 

ser in terpre tada como uma equação de difusão em estado e s t ac ioná r io , onde a condição de 

equi l íbr io é at ingida mediante a introdução de um absorvedor com seção de choque do 

t ipo l/w, ou seja: I ( E ) = w A s ( E ) . No caso de um rea to r em condição de c r i t i ca l idade 
a 

(30 /a t = O), o au to -va lo r do "u-mode" fundamental w0 é igual a z e r o . Este fa to dificulta 

a obtenção dos harmônicos por métodos numéricos, como por exemplo o método da potência 

ci tado em detalhes no Apêndice 1. Esta é uma das pr inc ipa is r a z õ e s para que estas auto-

funções, embora sejam bastante adequadas para expandir o f luxo de neutrons em situações 

de t rans ien tes , não tenham sido amplamente u t i l izadas em f ís ica de r ea to re s . Os 
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"À-modes" são auto-f unções que têm encontrado apl icações mais co r ren tes , e serão 

t ra tados a seguir. 

2.3 - " X - m o d e s " 

Os "À-modes" são obt idos quando, para eliminar a va r i ação t empora l da Eq. ( 2 . 5 ) , 

o balanço entre produção e destruição de neutrons é obtido por uma normal ização da 

produção de neutrons por um fa tor A. Com isto, a Eq. (2 .5) pode ser r eesc r i t a em uma 

forma independente do t empo: 

[ L o p ( r , E ) - - *(E) F o p ( f ) ] <//(r,E) - 0. (2.11) 
A 

Quando se u t i l iza "A modes" para expandir a dependência tempora l do f luxo de 

neutrons, a expressão obtida não é tão simples como a apresentada na Eq. (2 .9 ) devido a 

a r t i f i c i a l idade da introdução do au to-va lor A. A dependência tempora l dos coef ic ientes 

da expansão não é necessar iamente exponencial , sendo dada pela solução de equações 

d i ferencia is do t ipo da equação de cinética pontual. 

Em gera l , os "A-modes" e os "w-modes" são dis t intos. Ent re tan to em algumas 

si tuações especiais ambos coincidem, como por exemplo no caso de um rea to r homogêne. 

como será ve r i f i cado mais adiante neste capítulo. Outra situação onde ocor re esta 

coincidência é o caso de um rea tor c r í t i co , onde ambos os harmônicos fundamentais são 

idênticos e cor respondem ao comportamento assintótico do f luxo de neutrons. Para 

i lustrar o que são estas auto-f unções, são fornec idos a seguir algumas soluções 

anal í t icas para estes problemas de au to-va lores . 

2.4 - S o l u ç õ e s A n a l í t i c a s 

0 cálculo anal í t ico de harmônicos estát icos só é possível para problemas bastante 

simples, gera lmente para geometr ia unidimensional ou para problemas homogêneos . Para 

alguns problemas bi e t r id imensionais pouco he terogêneos é ainda possível obter soluções 

anal í t icas aproximadas ut i l izando a síntese de harmônicos unidimensionais 

Considerando como pr imei ro problema, um rea tor unidimensional homogêneo com 

geomet r ia car tes iana, esfér ica ou ci l índrica. Admit indo que o r ea to r tenha largura L e 

esteja sujeito às condições de contorno: 

30 
— =0 (2.12) 
3x x = 0 
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<p(L) = O. (2.13) 

Considerando apenas 1 grupo de energia de neutrons a Eq. (2 .8) para os "w-modes" é 

escr i ta na forma: 

1 d 
D x n i> Z.i// + v7L\¡) = \¡> (2.14) 

dx x n dx 

e a Eq. (2.11) para os "A-modes" assume a forma: 

d 1 d 1 
D — — — 1 x " V' Sai// + — t>Zfi// = 0, ( 2 . 1 5 ) 

dx x n dx 
A 

O para 

onde n = •< 1 para 

2 para 

geometr ia ca r t e s i ana 

geomet r ia c i l í n d r i c a . 

geometr ia e s f é r i c a 

As Eqs.(2.14) e (2.15) podem ser rearranjadas de modo a terem a mesma expressão: 

d 1 d f 
x n \¡) + Bi// = O, (2.16) 

dx x n dx 

sendo os au to -va lo res w's e A's expressos em função do parâmetro B (comumente chamado de 

"buckling"), dados por: 

u = M Z + D B -vZ (2.17) 

a f 

1>Z, 

A = (2.18) 

Z + D B 2 

Deve-se notar que para este problema, as auto-funções de ambos os problemas de 

au to -va lo res ("w-modes" e "À-modes") coincidem, entre tanto , os au to -va lo re s w's e A's 

são d i fe ren tes . Na Tabela 2-1 são apresentadas as auto-f unções para as diferentes 

g e o m e t r i a s . 



Tabela 2.1 - Auto-funções de um reator homogêneo unidimensional 

Geometria B ("buckling") Harmônicos 

(2m + l)7i 
c a r t e s i a n a m = 0,1,2,... i// = cos(B x) 

m m 
c a r t e s i a n a 

2L 
m = 0,1,2,... i// = cos(B x) 

m m 

cil índrica 

L 

m TT 

m = 0,1,2,... úi = J (B x) 
m o m 

esf érica B m 
L 

m = 1,2,... 0 = x 1 sen(B x) 
m m 

9 



C A P Í T U L O 3 

S O L U Ç Õ E S N U M É R I C A S 

Vár ios métodos numéricos têm sido aplicados no cálculo de harmônicos es tá t icos 

[1,9,14,17,22,31,40,41,47,53] da equação de difusão, alguns são métodos pra t icamente 

anal í t icos que, no entanto, precisam de um processamento computacional [31]. 0 método 

numérico mais u t i l izado é o método da potência, o qual calcula o harmônico fundamental e 

está presente na maior ia dos códigos computacionais para resolução da equação de 

difusão. Algumas técnicas [41,45,48] aplicadas conjuntamente com o método da potência 

permi tem a obtenção de harmônicos de ordem superior. A seguir são comentados os 

pr inc ipais métodos de obtenção de harmônicos de ordem superior. 

3.1 - M é t o d o de H o u s e h o l d e r - H e s e n b e r g 

0 método Householder -Hesemberger está baseado no fa to que t r ans fo rmações de 

s imi lar idade não al teram os au to-va lores de uma matr iz . 0 método de Householder-

Hesenberg consiste em aplicar de forma ordenada sucessivas t r ans fo rmações de 

s imi lar idade até que uma matr iz diagonal seja obtida. Os e lementos desta matr iz 

d iagonal , são os au to -va lo res do problema e as colunas do produto das ma t r i zes de 

t r ans fo rmação de s imi lar idade , são os au to-ve tores . 

Por este método, todos os au to -ve to res e au to -va lo res da ma t r i z são obtidos. 

En t re tan to , a ordem das mat r izes envolvidas na equação de difusão em di ferenças finitas 

torna inviável a u t i l i zação deste método. Em gera l , uma t r ans fo rmação de s imilar idade 

aplicada zera um elemento da mat r iz , ent re tanto , esta t r ans fo rmação acaba introduzindo 

novos va lo res em elementos que já haviam sido zerados . Po r t an to , devem ser aplicadas 

mais que uma mat r iz de t ransformação de s imilar idade para cada elemento da mat r iz a ser 

ze rado . Uma mat r iz para um problema de difusão bidimensional t íp ico tem dimensão 

10000 x 10000 e por tan to , mais de 100 milhões de t r ans fo rmações de s imi lar idade deveriam 

ser efetuadas. 

3 .2 - M é t o d o de S í n t e s e 

O método de síntese consiste em escolher um conjunto de funções * n ' s , de modo que 

os harmônicos de ordem superior possam ser escr i tos como uma combinação destas. A. K. 

Kulkarni apresenta em [31] o método de síntese para calcular harmônicos t r id imens ionais 

da equação de difusão u t i l izado no código Mónica. Neste mé todo , os harmônicos es tá t icos 
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t r id imens iona is são escr i tos como uma combinação linear de funções também 

tridimensionais * n ' s . Os * n ' s P o r s u a v e z > s ã o o b t i d o s p e l o Pedu to de harmônicos 

unidimensionais , um para cada uma das direções . O cálculo dos harmônicos 

unidimensionais também é fe i to através de uma combinação de funções de Helmhol tz . 

A equação para os coef ic ientes da expansão dos harmônicos s in te t i zados em termos 

das funções * n ' s é obtida substituindo a expansão em * n ' s do harmônico s in te t izado na 

equação de difusão para os À-modes (Eq. (2.11)), mutipl icando por uma das funções * n ' s e 

in tegrando no volume, obtem-se uma equação envolvendo os coe f i c i en tes da expansão em 

¥ n ' s e as in tegra is dos te rmos da equação de difusão. Repet indo este p rocesso para 

todas as funções * n ' s , obtem-se o sistema de equações expresso por: 

1 
A a = - B a, (3.1) 

A = 

onde A e B são ma t r i zes N*G x N*G contendo as in tegra is dos t e rmos da equação, N é o 

número de auto-funções e G o número de grupos de energia e a e o ve to r contendo os 

coef ic ien tes da expansão. 

N o t a - s e que neste caso, os coef ic ientes da expansão obedecem a uma equação de 

au to -va lo r e s na mesma forma que os harmônicos es tá t icos . 

3 .3 - M é t o d o d a P o t ê n c i a 

Considerando-se o problema de auto-va lores : 

L <£m = M <£m, (3.2) 

o método da potência , apresentado com mais detalhes no Apêndice 1, pode ser ut i l izado 

para se calcular o harmônico de maior au to-va lor contido em um ve to r ¿> ( 0 ) escolhido para 

iniciar o processo i t e ra t ivo . Este vetor possui componentes de d iversos harmônicos, 

sendo impor tan te a exis tência de uma componente re fe ren te ao harmônico que se deseja 

obter . O processo i te ra t ivo consiste em mult ipl icar sucessivamente o ve to r inicial pela 

ma t r i z que define o problema de au to-va lores dividindo o novo ve to r obtido por uma 

es t imat iva do au to-va lor , com isto, após um número J suf ic ientemente grande de 

i t e r ações , o ve tor obtido será: 

11 

COMISSÃO mtXWl CE ENERGIA t i U C L E A * ' - r * 



XJ 

¿(J) 

j | k ( » 

i=l 

XJ 

j | k ü > 

1=1 

XJ 

- i m = J > 

j | k ü ) 

i=l 

fjkü» 

i=l 

-<èm = -

j |k<» 

(3.3) 

onde X = L_' M, kU ) é a es t imat iva do au to-va lor para a i -ésima i t e r ação , am é o 

coef ic ien te da expansão e foi assumido que ÀM é o maior dos au to -va lo r e s A m ' s . 

Este método é ut i l izado na maior ia dos p rogramas computacionais para o cálculo do 

harmônico fundamental da equação de difusão. Neste caso, a escolha de um ve to r inicial 

t o t a lmen te pos i t ivo garante que este contém um componente do harmônico fundamental. A 

obtenção de harmônicos de ordem superior com o método da potência é possível com a 

u t i l i zação de algumas técnicas como por exemplo o des locamento de au to -va lo re s , e a 

e l iminação de harmônicos infer iores . Estas técnicas serão apresentadas a seguir. 

3.3 .1 M é t o d o d e D e s l o c a m e n t o de A u t o - V a l o r e s 

Este método , comumente chamado de método de Wielandt [45] , consis te em construir 

um novo problema de au to-va lores de modo que neste novo problema, o harmônico desejado 

possua o maior auto-valor . Fei to isto, a simples u t i l ização do método da potência com 

uma boa escolha de ve tor inicial garante a convergência para o harmônico desejado. 

Tomando A' uma est imat iva do auto-va lor AM cor respondente ao harmônico que se 

deseja determinar , cons t ró i - se a matr iz : 

1 
h = L M, 

A' 
(3.4) 

que dá o r igem ao novo problema de au to-va lores : 

k ém = — M ém-

A m -

Os au to -va lo re s A m estão re lac ionados com os au to -va lo res A m pela expressão : 

1 1 1 

(3.5) 

m A' 

(3.6) 

Na Eq. (3 .6) pode-se notar que o módulo do au to-va lor Am é maior para o au to-va lor 

Àm mais p róx imo de A', no caso À M . Por tan to , para se obter o a u t o - v e t o r ¿M a t ravés do 

método da potência basta que A' esteja mais próximo de AM do que de qualquer outro auto¬ 

valor . O método de Wielandt é também ut i l izado para ace le ração de convergênc ia do 

J 

• a m l e m = £ a £ 

1 

m 
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método da potência , pois quanto mais p róx imo A' est iver de AM maior será AM em re lação 

aos demais au to -va lo r e s de L" ' M e, por tan to , maior será a dominância do componente 

devido ao au to -ve to r ¿M a cada i te ração. É importante lembrar que quando A é 

exa tamente igual a A M , a mat r iz h é singular. Por tan to não é possível a u t i l i zação do 

método da potência nesta situação par t icular , pois não exis te a inversa da ma t r i z L. 

Embora as i t e rações externas sejam aceleradas no método de Wielandt pela escolha 

de um A' p róx imo ao au to-va lor do au to-ve tor desejado e os harmônicos possam ser obtidos 

apenas conhecendo-se uma es t imat iva do espectro de au to -va lo re s , dois pontos negat ivos 

podem ser destacados na u t i l ização do método de Wielandt para cálculo de harmônicos de 

ordem superior. 0 p r imei ro é que, quanto mais próximo A' es t iver de A m , maior será o 

es forço para se converg i r as i te rações internas, pois a mat r iz L es tará muito próxima de 

não ter inversa. Em segundo lugar, no caso da exis tência de au to -ve to r e s degenerados , o 

método de Wielandt permi te a convergência para uma combinação linear destes , não 

garant indo a obtenção de todos estes separadamente. A escolha de um novo ve tor A ( 0 ) 

diferente do anter ior , poderia fornecer um au to-ve tor d i ferente para a mesma escolha de 

A', mas não é assegurado pelo método de Weilandt que este seja o r togona l ao harmônico já 

obt ido , e além disto este método não fornece nenhuma indicação de quando se t ra ta de um 

problema de degenerescência de au to-va lores . 

3 . 3 . 2 - M é t o d o d e E l i m i n a ç ã o d e H a r m ô n i c o s I n f e r i o r e s 

Como foi v i s to , no método da potência o processo i t e ra t ivo converge para o auto-

ve tor de maior au to-va lor contido no vetor <£ (0 ) u t i l izado no início das i t e rações . 0 

método de e l iminação de harmônicos infer iores tem como base ga ran t i r que no ve tor A ( 0 ) 

não exis tam componentes de harmônicos que possuam au to -va lo r maior que o harmônico 

desejado e que, além disto, este último esteja presente no ve tor £ ( 0 ) . A pa r t i r de um 

ve tor 0_(o) escolhido a rb i t ra r iamente tendo como único requis i to de conter um componente 

do harmônico desejado, os componentes dos harmônicos com au to -va lo r maior ao do desejado 

são el iminados a t ravés de cor reções , tornando o ve tor A < 0 ) adequado para a obtenção do 

harmônico desejado através do método da potência. 

Dois métodos foram estudados e implementados no código C I T A T I O N , o p r imei ro 

consis te em aplicar uma mat r iz de cor reção Cm, cuja construção depende do conhecimento 

do au to -va lo r Am correspondente ao harmônico a ser e l iminado. O segundo, u t i l iza a 

re lação de o r togona l idade para efetuar esta co r reção . Obtem-se o coef ic ien te da 

expansão de <£ (0 ) em harmônicos apl icando-se a re lação de o r togona l idade entre 

harmônicos , e subtra i -se este componente. Ambos os métodos requerem que os harmônicos 

de ordem infer ior ao desejado tenham sido calculados a p r io r i . Estes métodos de 

e l iminação de harmônicos infer iores são apresentados no capítulo seguinte. 
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CAPÍTULO 4 

MÉTODOS DE ELIMINAÇÃO DE HARMÔNICOS INFERIORES 

No método da potência, o processo i t e ra t ivo converge para o maior au to-va lor 

contido no ve to r escolhido para in ic ia l izar as i t e rações . A p r inc íp io , para obtenção de 

harmônicos de ordem superior, basta escolher um ve tor que não contenha componentes dos 

harmônicos in fe r io res ao desejado para se iniciar as i t e rações pelo método da potência. 

Uma técnica bastante ef iciente para obtenção deste ve tor é, a par t i r de uma escolha 

a rb i t rá r ia (que deve, no entanto, conter um componente r e l a t i v o ao harmônico dese jado) , 

e l iminar deste ve tor os componentes re fe ren tes aos harmônicos de ordem infer ior ao 

desejado. 

Dois métodos para el iminação dos harmônicos in fe r io res foram estudados: no 

p r i m e i r o , esta e l iminação é fei ta através de uma mat r iz co r r eção e no segundo, 

u t i l izando a re lação de or togonal idade . 

4.1 - M é t o d o 1 - M a t r i z de C o r r e ç ã o 

0 Método 1 foi or ig inalmente proposto por Saito e Katsuragi em [41], onde são 

calculados harmônicos da equação de difusão unidimensional em mul t i -g rupos de energia. 

Neste método os harmônicos são calculados em ordem decrescente de au to -va lo res . 

P r i m e i r o ca lcula-se o harmônico fundamental a t ravés do método da potência. Uma vez 

obtido este harmônico, escolhe-se um novo ve tor para iniciar o método i te ra t ivo da 

potência para cálculo do segundo harmônico, e l iminando-se deste o componente do pr imeiro 

harmônico. 

No método da potência, u t i l i za -se o processo i t e ra t ivo : 

1 
L ¿<» = - M ¿(i-», (4.1) 
= n u ( l - l ) = n 

onde i representa o número da i te ração , n o número do harmônico que está sendo 

calculado, L e M as mat r i zes do problema de au to -va lo r e £ ( i > e k ( 1 ) r e spec t ivamente , as 

es t imat ivas do au to -ve to r e au to-va lor na i-ésima i t e ração . 

Saito e Katsuragi propuseram que no cálculo do I o - harmônico , o processo i t e ra t ivo 

fosse iniciado na forma: 
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L = L M ( 4 . 2 ) 

= i k<°> 

Considerando a expansão de £ [ 0 ) em termos dos harmônicos es tá t icos : 

ó = ) a é , 
1 U n n 

(4.3) 

e a equação de au to-va lores 

L £ = — M £ , ( 4 . 4 ) 

= n k = n 

a Eq. (4.2) pode ser reescr i t a como: 

1 1 
M <k, (4.5) 

= i k(0) 
i 

A Eq. (4.5) pode ser rearranjada para uma forma semelhante à Eq. (4.1) 

L = \ e ) M «Bfc (4.6) 

onde: 

I ( 0 )
 r

 1 1 

¿1 = l a„ 

Nota - se pela Eq. (4.6) que iniciar o método da potência conforme descr i to na 

Eq. (4.2) é equivalente a iniciar o método da potência convencional (Eq. 4.1) com um 

vetor A O I q u e não contém componente do harmônico fundamental ( A q) . É importante 

ressa l ta r que para se fazer a co r reção , só é necessário o conhecimento do au to-va lor k 0. 

O trabalho de Saito e Katsuragi apresenta um desenvolvimento para o cálculo do 

segundo harmônico, onde o processo i tera t ivo é iniciado da forma: 

M 
ko = 

M 
k. = 

<è ( 0 ), 
2 

(4.7) 
1 1 

L L L 

2 
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Ent re t an to , conforme observado por Gandini em [22] , após efetuada a co r r eção do 

p r ime i ro harmônico , a Eq. (4.7) se torna: 

L d) -M M & ( 0 ) (4.8) 

(0 ) 

L 

onde A 2 ° ! n a o p o s s u i 0 componente referente ao 1- harmônico. Para e l iminar o componente 

r e f e r en t e ao harmônico fundamental, a mat r iz L - - M d e v e r i a s e a p l i c a d a a
 ^ > 2 ( ° * e 

não a M £Í°>. 

Para r e so lve r o problema, Gandini, propôs que as co r reções fossem efetuadas para o 

n-és imo harmônico da seguinte forma: 

L M M L M M L M 
k<°> = k o = = k = 

M - 1 M ( 0 ) (4.9) 

En t re t an to , na maior ia dos problemas a matr iz M (Apêndice 1) é singular não 

exis t indo a mat r iz inversa M" 1 . Um caso onde exis te M" 1 é um problema contendo 

mater ia l f issi l em todas as reg iões e calculado u t i l izando-se 1 grupo de energia . 

Dada a impossibi l idade de se obter M" 1 , esta mat r iz pode ser substituida por L" 1 

na Eq. (4 .9) fornecendo: 

L" 1 M è n

0 ) - (4.10) 
A n - l 

Da Eq. (4 .4) obtem-se que: 

. 1 
i , A ( 1 ) - L M I L" 1 M I Lr 1 M 

k' k0 = = kt = = 

(4.11) 

Considerando a expansão de <ÉA 0 ) em termos dos harmônicos e substituindo a 

Eq. (4.11) na Eq. (4.10) obtem-se: 
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1 1 

(D = ( 0 ) 

k<°> 

No somatór io da Eq. (4.12), observa-se que os coef ic ien tes que mult ipl icam o 

harmônico fundamental e os (n-1) p r imei ros harmônicos são iguais a ze ro e por tan to estes 

foram e l iminados , já não aparecendo no ve tor e A " . Assim sendo, o método i t e ra t ivo da 

potência deve converg i r para o n-ésimo harmônico. 

O código CITATION [20] ut i l iza o método i te ra t ivo da potência aplicado a equação 

de au to -va lo re s para a fonte de neutrons via f issão (Eq. (Al . 14)), de modo que a 

Eq. (4.1) é r eesc r i t a na forma: 

cni) Q Sni-D (4.13) 
n 1,(1-1) 

A el iminação do componente do m-ésimo harmônico no ve to r S ( 0 ) é fe i ta analogamente 

ao apresentado na Eq. (4 .10) , aplicando a mat r iz de co r reção : 

I Q (4.14) 
= k„ = 

É conveniente notar que a mat r iz depende apenas do au to -va lo r k m , não 

dependendo do au to -ve to r S 

Quando a mat r iz C é aplicada a um vetor 

S n

0 ) = [ a<°J SJf (4.15) 

j 

obtém-se : 

Sj. (4.16) 

Onde nota-se que parcela correspondente ao m-ésimo harmônico foi el iminada da 

somatór ia . Para cálculo do n-ésimo harmônico, todos os harmônicos de ordem menor que n 

devem ser eliminados do vetor S j , 0 ' , o que é feito da forma: 

K-i 

5ài 
(4.12) 

r A 

1 
1 

J 

(0) I 
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" ( O ) _ , , , e ( 0 ) (4.17) 

Com isso, iniciando o processo i te ra t ivo dado pela Eq. (4.13) com SJ,°', este deve 

converg i r para o n-és imo harmônico. 

Na prá t ica não é suficiente efetuar a el iminação dos componentes dos harmônicos já 

calculados apenas no início do processo i t e ra t ivo , pois durante o processo numérico de 

reso lução , e r ros de arredondamento e truncamento são capazes de in t roduz i r estas 

componentes novamente . As cor reções devem ser efetuadas com uma certa freqüência para 

el iminar esta contaminação por harmônicos infer iores . Para r e a l i z a r as co r r eções após a 

i-ésima i te ração basta apl icar as mat r izes C A ' s ao vetor SJ,1'. A freqüência com que 

esta co r r eção é efetuada é um fator muito importante , pois nota-se que para se el iminar 

o componente r e fe ren te a um harmônico, os componentes dos harmônicos viz inhos (auto­

va lores p r ó x i m o s ) são também parcialmente el iminados. Este fato pode impedir a 

apl icação do método para problemas com auto-va lores muito p róx imos , ou para problemas 

onde a co r r eção tenha que ser muito frequente, pois poder iam ser el iminados os 

harmônicos com au to -va lo res próximos ao de um harmônico já calculado jun tamente com as 

co r r eções para el iminar este harmônico. 

4 .2 - M é t o d o 2 - R e l a ç ã o de O r t o g o n a l i d a d e 

A Eq. (2.11) cuja representação matr icial em diferenças f ini tas é apresentada na 

Eq. (Al.4) define a equação de au to-va lores para o cálculo de harmônicos es tá t icos da 

equação de difusão ( A - m o d e s ) . O problema adjunto na forma mat r ic ia l é definido como: 

LT <è* = - F xT <è\ (4.18) 

onde as ma t r i ze s L, F e x seguem a representação fornec ida no Apêndice 1 e o 

T superescr i to é u t i l i zado para representar a mat r iz transposta. 

Definidos desta maneira, os harmônicos es tá t icos do problema adjunto obedecem a 

re lação de o r togona l idade com os harmônicos do problema d i re to definido pelo produto de 

ma t r i zes : 

<0t, x FT £ > = (£*) T x FT é =0 , m * n. (4.19) 
m n m n 

Da mesma forma que no Apêndice 1, o problema de au to -va lo re s é r e e sc r i t o em função 

da fonte via f issão S, o problema adjunto pode ser r ee sc r i t o em te rmos da função 
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impor tânc ia de neutrons: 

I = *T ** . 

tendo a forma: 

I = - gt L 

onde Q f = x T ( L 1 ) " F 

Considerando a Eq. (4.20) e a Eq. (ALIO), a r e l ação de o r togona l idade da 

Eq. (4.19) pode ser r eesc r i t a como: 

<Im , Sn> = ir Sn = 0 , m * n. (4.22) 

A Eq. (4 .22) é a base para a el iminação da contr ibuição de harmônicos infer iores 

neste método apresentado. 

Considerando a completeza [23,24] do conjunto de auto-funções Sn e J.n, qualquer 

ve to r S n

0 ) escolhido para se iniciar o processo i t e ra t ivo para o cálculo do n-ésimo 

harmônico pode ser escr i to como: 

Sj,°> = £ a( 0 ) Sj. (4.23) 

Calculando o produto < ] _ m , S A 0 ) > , e u t i l i zando-se a r e l ação de or togona l idade 

dada pela Eq. (4 .22 ) , obtêm-se: 

<Im . S<0)> = a„ <Im , Sm>. (4.24) 

Uma vez conhecido os au to-ve tores I_m e Sm , u t i l i zando-se a Eq. (4 .24) calcula-se 

os coef ic ien tes a e a el iminação da contribuição do m-és imo harmônico da fonte S ' 0 ) 

m " 
obtendo o ve tor S n

O A or togonal a Xm na forma: 

<Im, sn°»> 
S n ? m = S n

0 ) S m . (4.25) 
—m, —m 

Da mesma forma, para obter o vetor S A 0 ) que não possua con t r ibu ição de nenhum dos 

harmônicos in fe r io res a "n" pela forma: 
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A apl icação do método da potência ao ve tor 5 A 0 ) produz: 

SU> = 
_ i _ Q S < - > = ... = (1 - j - ( > I < 0 ) = . . . = 

i-l 

l a - » J| —JL. 

-ü-i) 
i=o min 

a - » J| 

i=o 

Qi S , 

= I aríl 
min i=o 

(4.27) 

que para um i suficientemente grande deve converg i r para o au to -ve to r de maior auto¬ 

valor contido em S n 0 ) , no caso: 

i-l 

§M> « a < 0 ) [| _ L _ k n S n a a ( o , S (4.28) 

É impor tante ressal tar que a el iminação da contr ibuição dos harmônicos infer iores 

a "n" depende não somente dos harmônicos do problema di re to in fe r io res a "n", mas também 

dos harmônicos do problema adjunto. Por tan to , para se calcular o n-és imo harmônico 

devem ser calculados al ternadamente todos os harmônicos do problema d i re to e do problema 

adjunto par t indo do harmônico fundamental até ser at ingido o n-és imo harmônico . Cada 

novo harmônico obtido é u t i l izado, juntamente com os demais , para el iminar a 

cont r ibuição de harmônico infer iores no cálculo do harmônico seguinte. 

As c o r r e ç õ e s para o cálculo de problema adjunto são efetuadas semelhantemente à 

Eq. (4.26) por: 

n-l 

T io t T ( O ) - V (4.29) 

m=0 
<Im. § m > 

Na prá t ica , os processos envolvendo cálculo numérico sempre estão sujeitos a erros 

de ar redondamento e t runcamento. Durante o método i t e ra t ivo da potência , estes erros 

podem in t roduzi r componentes de harmônicos já el iminados fazendo com que o processo 

i t e r a t ivo convir ja para estes harmônicos já obt idos. Para impedir a contaminação pelos 

harmônicos esta co r reção deve ser efetuada com uma cer ta f reqüência durante o processo 

i t e r a t ivo . Uma vez que, ao cont rá r io do Método 1, ao se e l iminar os harmônicos 

k 

k 

1=0 

± " 
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in fe r io res dos ve to res S»> e I » > com o Método 2 apenas os te rmos da expansão em 

harmônicos r e fe ren tes aos harmônicos que estão sendo el iminados são a fe tados , a correção 

pode ser efetuada até mesmo a cada i teração sem afetar as i t e rações do método da 

potência . 

4.2.1 - A c e l e r a ç ã o d e C o n v e r g ê n c i a do M é t o d o 2 

A convergência do método da potência está re lacionada com a razão de dominância cr, 

que é definida como a razão inversa entre o maior au to-va lor contido em S ( 0 ) e o auto¬ 

valor imedia tamente in fe r ior . Da Eq. (4 .27) pode-se ve r i f i ca r que entre duas i terações 

consecut ivas do método da potência existe a r e l ação : 

§<i.i) = £ a U+i> s m = [ (4.30) 

onde k ( i ) é a es t imat iva do maior auto-valor k n . Para um i suficientemente grande pode-

se considerar que a convergência tem um comportamento ass in tó t ico , dependendo apenas dos 

dois harmônicos de maior auto valor, n e n - 1 , podendo ser expressa na fo rma: 

c ( i + l) ~ d ( l+D <l +• d .Jf+i) S, M -n n -5i n + l ¿2 n+r (4.31) 

Considerando que k ( i ) ~ kn e a£ 1 aA" obtêm-se que: 

-5n
 A , n + l 'n + l' ¿n + r 

(4.32) 

de modo que após uma pequena manipulação pode-se escrever : 

QÜ + l) _ c ( i ) 

c(i) _ C ( i - l ) 

kn+l 
(4.33) 

" S •A 

- n 

= cr. 

A Eq. (4.33) é ut i l izada para se estimar a razão de dominância, a qual é 

necessár ia no método de aceleração de polinómios de Chebyshev [26 ,37] . Da Eq. (4.33) 

pode-se notar que quanto menor a razão de dominância, maior será a ve loc idade de 

convergência do método da potência. Problemas com au to -va lo res muito p róx imos tendem a 

converg i r mais lentamente do que problemas com au to -va lo res espaçados. 

Para ace lerar a convergência do método da potência ex is tem vár ios métodos 
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[2,3,16,18,25,26,48,49] , alguns destes não são indicados para o cálculo de harmônicos de 

ordem superior, pois a aceleração da convergência não é fei ta de forma linear e 

contamina o cálculo com os harmônicos e l iminados . Uma técnica que fornece bons 

resul tados no cálculo de harmônicos de ordem superior é o método de ex t r apo lação baseado 

em pol inómios de Chebyshev. As i terações definidas pela Eq. (4.27) são modificadas pela 

introdução de dois parâmetros de ex t rapolação a e (3, tendo a forma: 

§ü) = 0 + (1 - aH> + 3 ( i ) ) S*-" - S A - 2 ) . (4.34) 

k 

A expansão de S A " em termos dos harmônicos fica: 

S<" = [ T,«)(rm) a¿o> Sm, ( 4 . 35 ) 

onde "n (7fm) é um polinómio de ordem i em ym e ym= 2 — - 1 é definido de modo que 

-1 < ym < 1 pa ra km < k n. 

Para ace lerar a convergência , o polinómio V H y ) deve ser tal que | t ) ( 1 ) ( t )| sej : 

minimizado para -1 < y < 1. Um polinómio que sat isfaz esta condição é o polinómio de 

Chebyshev: 

T A r ) = cos( n c o s - A y ) ) . (4.36) 

Para isto os coef ic ientes a e /3 devem ser da forma: 

/3 ( i ) = (4.37) 

T i ( T 0 ) 

e 

4 Ti-i(r) 
a ( i ) = . (4.38) 

c r T j ( y 0 ) 

A técnica de aceleração por polinómio de Chebyshev tem por principal 

ca rac t e r í s t i ca minimizar os componentes dos harmônicos com au to -va lo r menor que kn 

durante o processo i t e ra t ivo . Por outro lado, harmônicos com au to -va lo r maior que kn 

tem seus componentes aumentados, podendo fazer com que uma pequena parcela destes 

harmônicos que seja introduzida por erros de arredondamento e t runcamento seja bastante 

aumentada durante a aceleração de convergência. Po r t an to , é fundamental que quando da 

apl icação da aceleração de convergência , a el iminação dos componentes de harmônicos 

in fe r iores seja feita a cada i teração externa para evi tar que haja evolução destes erros 

de ar redondamento e truncamento desviando a convergência da direção desejada. 
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C A P Í T U L O 5 

I M P L E M E N T A Ç Ã O NO CÓDIGO CITATION 

0 Código C I T A T I O N [20] r e so lve a equação de difusão de nêutrons sem dependência 

temporal em mul t i -grupos de energia , em uma, duas ou t rês dimensões ut i l izando o método 

da potência para fornecer o harmônico fundamental do problema di re to e também do 

problema adjunto. Para poss ib i l i t a r obtenção de harmônicos de ordem superior, os dois 

métodos de el iminação de ordem infer ior apresentados no Capítulo 4 foram implementados 

no código CITATION. 

Duas etapas se procederam antes da implementação dos métodos . Na pr imei ra foi 

desenvolvido um p rog rama computacional para microcomputador para resolução da equação de 

difusão em mul t i -grupos de energia unidimensional onde os dois métodos foram testados. 

Na segunda foi feito um estudo detalhado do código CITATION pa ra se ident i f icar como 

dever iam ser efetuadas as mudanças. Este estudo é apresentado no Apêndice 2. 

Nos testes efetuados com o programa unidimensional ambos os métodos forneceram 

bons resul tados , pois neste caso as ma t r i zes a serem inver t idas para u t i l ização do 

método da potência são t r id i agona i s e re la t ivamente pequenas comparadas com problemas bi 

e t r id imensionais . Neste caso a inversa das mat r izes é obtida de forma analít ica. Para 

problemas maiores estas ma t r i ze s são invert idas por métodos numéricos i t e ra t ivos 

consist indo das chamadas i te rações internas. 

No código CITATION não é fixado um c r i t é r io de convergênc ia para e s t a s i te rações 

internas e sim é rea l i zado um cer to número de i t e rações internas para cada i teração 

externa. Este esquema funciona per fe i tamente bem para o cálculo do harmônico 

fundamental, en t re tanto , no cálculo de harmônico de ordem superior, a falta de 

convergência devido a r ea l i zação de poucas i t e rações internas pode introduzir 

componentes dos harmônicos já obt idos, tornando mais dif íci l a convergência das 

i t e rações externas pelo método da potência. Por outro lado, um número excess ivo de 

i t e rações externas poderia encarecer desnecessar iamente o cálculo de harmônicos de ordem 

superior. 

Além disto, para a e l iminação da contr ibuição de harmônicos in fe r io res pelo 

Método 1, como será visto neste capí tulo, u t i l i za - se uma i te ração externa a mais para 

cada cor reção para el iminar harmônico. Para que a e l iminação seja efetuada 

ef ic ientemente , é necessár io que estas i te rações ex ternas sejam efetuadas com uma boa 

prec i são , e para isto é necessár io a convergência das i te rações internas. 
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Os fa tos expos tos acima levaram a introdução de um c r i t é r i o de convergênc ia para 

as i t e r ações internas ao invés da rea l i zação de um número f ixo de i t e rações . 0 c r i t é r io 

de convergênc ia u t i l izado foi de I O " 5 para o desvio r e l a t ivo entre i t e r ações , entre tanto 

m a n t e v e - s e um l imi t e m á x i m o para o número to t a l de iterações externas para o caso de não 

se obter a convergência . Para a introdução deste c r i t é r io de convergênc ia foram 

modif icadas as subrotinas DNSD e KNSD do código CITATION. 

A necessidade de uma maior precisão para o cálculo de harmônicos de ordem superior 

fez com que as va r i áve i s u t i l izadas nos cálculos fossem ut i l i zadas em dupla prec isão . 

Para esta u t i l i zação houve a necessidade de se recalcular os apontadores para estas 

va r i áve i s na tabela de alocação de memória do código, pois o código C I T A T I O N ut i l iza uma 

a locação dinâmica de var iáve is . A mudança de uma var iável para dupla prec isão implica 

que esta ocupará o dobro de espaço na memória devendo todas as va r i áve i s alocadas 

p o s t e r i o r m e n t e serem deslocadas. 

A seguir são apresentadas as par t icular idades da implementação de cada um dos 

métodos de e l iminação de harmônicos infer iores . 

5.1 - I m p l e m e n t a ç ã o do M é t o d o 1 

No Método 1, as cor reções são efetuadas através da apl icação das ma t r i ze s de 

co r reção dadas peia Eq. (4.14). A aplicação da matr iz ao ve tor S ( U da i-ésima 

i te ração fornece : 

S » ) = S"> = S<» Q S<» . (5 .1) 

1 

Pode - se notar na Eq. (5.1) a semelhança do termo — Q S ( l ) com o processo 
k m = _ 

i t e r a t ivo u t i l izado no método da potência Eq. (Al.16). Para apl icar a Eq. (5 .1 ) bas ta 

r e a l i z a r uma i te ração externa ext ra do método da potência substituindo a es t imat iva do 

au to -va lo r A ( i ) pelo au to-va lor km. 0 vetor co r r ig ido S ( i ) é obtido pela diferença 

entre o va lor antes da i teração externa e após esta i te ração . 

A principal mudança para efetuar a el iminação dos componentes dos harmônicos 

in fe r io res é efetuada na subrotina FLUX para problemas uni e b idimensionais e KLUX para 

problemas t r id imens iona is . Estas mudanças r e f e r em-se a um gerenc iamento das var iáve is 

u t i l i zadas no código CITATION para que duran te a i te ração ex te rna ex t ra u t i l izada para 

el iminar cada um dos harmônicos já obt idos, não seja perdida nenhuma var iáve l necessária 
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para a cont inuação das i te rações do método da potência. 

O código CITATION ut i l iza dois métodos pa ra calcular os a u t o - v a l o r e s . O pr imei ro 

destes u t i l iza um balanço entre produção, absorção e fuga, o qual é u t i l i zado durante o 

p r o c e s s o i t e r a t i v o . 0 segundo u t i l i z a a somatória dos quadrados dos resíduos que é um 

método mais ref inado ut i l izado ao final do processo i t e r a t i vo . No cálculo de 

harmônicos , o p r ime i ro método não forneceu bons resul tados . Melhores resul tados foram 

obt idos quando a es t imat iva de auto-valor a t ravés da somatór ia do quadrado dos resíduos 

foi efetuada a cada i teração externa. Este au to-va lor obt ido é a rmazenado , pois no 

Método 1 apenas o au to-va lor é necessário para se efetuar as c o r r e ç õ e s com re lação ao 

au to -ve to r a ele associado no cálculo todos os harmônicos de ordem superior à sua. 

Do ponto de vista do usuário do código CITATION, não há grandes a l t e rações com 

re lação aos dados de entrada. Foram introduzidos dois novos dados em posições 

an te r io rmente não ut i l izadas nos car tões de dados de entrada. Estes dados são 

fo rnec idos no quarto car tão seção 001 dos dados de entrada na va r iáve l ITMX13, o número 

total de harmônicos a serem calculados e na var iáve l ITMX14, a f reqüência com que deve 

ser aplicada as co r r eções durante as i te rações externas . Caso estes dados não sejam 

fo rnec idos pelo usuário, o código CITATION se compor ta igual à sua versão não 

modif icada. 

5.2 - I m p l e m e n t a ç ã o do M é t o d o 2 

O Método 2 ex ige que sejam calculados a l ternadamente os harmônicos direto e 

adjunto, desde o fundamental até o de ordem mais alta que foi requer ido pelo usuário. 

No código C I T A T I O N , o harmônico fundamental d i re to e adjunto são calculados quando a 

var iáve l NGC12 do segundo cartão da seção 001 dos dados de entrada do código é igual a 

1. A p r ime i ra providência tomada foi que quando fosse requ is i t ado o cálculo de 

harmônicos de ordem superior a var iável NGC12 fosse automat icamente igualada a 1 para 

indicar que também seria rea l izado o cálculo do problema adjunto. A subrotina CALR 

cont ro la estes cálculos. Foi introduzido nesta subrotina um contador para que o cálculo 

fosse repe t ido para todos os harmônicos requer idos . Foram in t roduz idos também dois 

arquivos de t rabalho t emporá r ios , onde, após a convergênc ia de cada harmônico , os 

va lo res de Sn ou I_n são armazenados, cada um no final do arquivo cor respondente ao 

problema di re to ou adjunto. Para o cálculo de um determinado harmônico eram el iminados 

todos os harmônicos obtidos anter iormente a t ravés das Eqs. (4 .25) e (4 .29) para os 

problemas di re to e adjunto, respect ivamente . As subrotinas FLUX, para uma e duas 

dimensões, e KLUX, para t r ê s dimensões, foram modif icadas pa ra efetuar es tas co r reções 

após efetuados um determinado número de i t e rações escolhido pelo usuário. Para aplicar 

estas c o r r e ç õ e s são u t i l izados os ve tores Sn e I_n armazendos nos arquivos t e m p o r á r i o s . 
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Foram cr iados outros dois arquivos onde eram gravados os harmônicos para um 

pos t e r io r processamento para confecção de gráf icos . Para problemas bidimensionais , 

estes g rá f i cos são confeccionados com o programa apresentado no Apêndice 3. 

5.2.1 - C o n v e r g ê n c i a e A c e l e r a ç ã o 

Para problemas com au to-va lores muito próximos a simples apl icação do método da 

potência apresenta dificuldades na convergência dos harmônicos de ordem superior. A 

implementação de um método eficaz de aceleração de convergência se faz necessár ia . 0 

método de ace leração por pol inómios de Chebyshev apresentado na seção 4.2.1 foi 

implementado no código CITATION. As principais mudanças fo ram efetuadas na subrotina 

FLUX. 

A apl icação da aceleração de convergência sem uma boa es t imat iva da razão de 

dominancia não fornece bons resul tados. A razão de dominância é est imada pela razão 

entre a va r iação da fonte entre três i terações consecut ivas sem ace le ração de 

convergênc ia (Eq. 4 .33) . Após a est imativa da razão de dominância ter obt ido uma certa 

convergênc ia , um cer to número de i terações é efetuado ut i l izando o método de aceleração 

de convergênc ia por pol inómios de Chebyshev e então uma nova razão de dominância é 

estimada. 

In ic ia lmente havia sido f ixado um c r i t é r io de I O " 3 para o desvio r e l a t i vo da 

es t imat iva da razão de dominância para que fossem rea l i zadas 15 i t e rações com 

ace le ração , quando então uma nova razão de dominância era estimada. V e r i f i c o u - s e , no 

entanto, que muitas i te rações eram necessárias para que a ace le ração pudesse ser 

iniciada. Optou-se então por r e l axa r o c r i t é r io de convergênc ia da razão de dominância 

para I O " 2 e reduzir o número de i te rações aceleradas para 3, com isto havia melhor 

convergênc ia da es t imat iva da razão de dominância para as p róx imas i t e r ações , podendo o 

c r i t é r i o de convergência ser apertado e o número de i t e rações ace leradas aumentado a 

cada nova es t imat iva da razão de dominância. O c r i t é r io de convergênc ia da razão de 

dominância era dividido por 2 e o número de i te rações ace leradas era acrescido de 4 até 

um l imite de 10~4 e 15, respec t ivamente . 

Para harmônicos com auto-va lores p róx imos a convergência do método i t e ra t ivo da 

potência é lenta. A es t imat iva da razão de dominância sat isfaz mais rapidamente o 

c r i t é r i o de I O " 2 para problemas com auto-va lores bastante p r ó x i m o s , en t re tan to , isto não 

s ignif ica necessar iamente uma boa convergência no cálculo do harmônico , mas sim que esta 

convergênc ia é muito lenta. 

A necessidade de aceleração de convergência é minorada para problemas com auto¬ 

va lo res bastante separados, pois estes têm uma menor razão de dominância. A es t imat iva 
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da razão de dominância, nestes casos, demora mais para sa t i s faze r os c r i t é r i o s de 

convergência f ixados porque há uma grande convergência da fonte via f issão a cada 

i t e ração . Quando esta fonte entra no comportamento ass in tó t ico (Eq. 4.31) que é 

necessár io para se ter uma boa est imativa da razão de dominância (Eq. 4 .33) , o harmônico 

já está p ra t icamente converg ido . 

5 . 2 . 2 - C o n v e r g ê n c i a d e H a r m ô n i c o s D e g e n e r a d o s 

A obtenção de harmônicos degenerados pelo Método 1 não é poss íve l , pois o esquema 

de co r r eções na fonte via fissão elimina todos os harmônicos que possuam auto-va lor 

igual ao u t i l izado na mat r iz de cor reção . Já com o Método 2 esta obtenção é possível 

ent re tanto alguns cuidados devem ser tomados. 

A in ic ia l ização do problema no cálculo de cada harmônico é bastante importante . 

Caso seja u t i l izada sempre a mesma escolha inicial de fonte via f issão S ' 0 ) para o 

processo i t e r a t ivo no cálculo de todos os harmônicos há grandes chances de não serem 

obt idos harmônicos degenerados , pois o método da potência conve rge , no caso de 

harmônicos degenerados , para a combinação linear destes harmônicos ex i s ten tes na escolha 

inicial de S ( 0 > . As cor reções efetuadas pelo Método 1 no cálculo de harmônicos 

pos t e r i o r e s a este eliminam esta combinação linear, f icando a fonte via f issão isenta de 

qualquer componente re fe ren te a estes harmônicos degenerados , a menos que os er ros de 

ar redondamento e truncamento surgidos durante o processo i t e r a t i vo venham a in t roduzi -

los. Para evi tar este problema a escolha de uma nova fonte inicial é fei ta no início 

do cálculo de cada novo harmônico. Esta escolha é fei ta a t ravés de uma função geradora 

de números a lea tó r ios para o cálculo dos harmônicos d i re tos e para o p rob lema adjunto é 

u t i l izada a fonte via fissão convergida para o harmônico di re to cor responden te . 

A convergência do cálculo de harmônicos degenerados é lenta, pois qualquer resíduo 

que tenha sobrado da cor reção da fonte via fissão r e fe ren te a um outro harmônico que 

possua o mesmo au to-va lor é aumentado na mesma proporção que o harmônico que está sendo 

calculado, pois possui a mesma razão de dominância. Cor reções f reqüentes devem ser 

efetuadas para evi tar a propagação desta contaminação. 

É importante ressa l ta r que existem cer tos t ipos de r e a t o r e s em que a proximidade 

dos au to -va lo re s é tanta que cer tos harmônicos podem se compor t a r como harmônicos 

degenerados f azendo com que o cálculo convirja para uma combinação l inear destes 

harmônicos com au to -va lo res próximos . Este caso pode ser observado no r ea to r Angra I, 

como será comentado no próximo capítulo. 
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C A P Í T U L O 6 

TESTES DAS I M P L E M E N T A Ç Õ E S NO P R O G R A M A C I T A T I O N 

Neste capítulo são apresentados t rês tes tes r ea l i zados para a aval iação das 

implementações no programa CITATION. São calculados harmônicos para t r ê s arranjos 

neutrônicos bastante dist intos, os quais cobrem uma parcela s ign i f ica t iva dos problemas 

encontrados na obtenção de harmônicos es tá t icos . O p r ime i ro caso consiste de um rea tor 

homogêneo e unidimensional, onde os harmônicos foram calculados ut i l izando o Método 1. 

Embora este problema seja bastante simples, a f reqüência com que as co r r eções na fonte 

de fissão são efetuadas afeta bastante o resul tado. Uma freqüência muito alta às vezes 

pode el iminar harmónicos que ainda não foram obt idos e uma freqüência muito baixa pode 

não el iminar e fe t ivamente o componente de um harmônico já obt ido. 

0 segundo caso é um rea to r h ipoté t ico em geomet r i a bidimensional com duas reg iões 

e um grupo de energia de neutrons. Para este problema, ainda bastante simples, foram 

calculados harmônicos ut i l izando ambos os métodos de co r reção no te rmo fonte 

implementados no código CITATION. Na comparação de ambos os resul tados o Método 2 

apresentou-se o mais indicado para problemas reais . 

0 t e r ce i ro caso é um problema real , o r ea to r de potência A n g r a - I [54] , que é um 

rea tor grande e por tanto possui os au to -va lo res bastante p róx imos e até mesmo auto¬ 

va lores degenerados devido à s imetr ia deste rea tor . Neste caso, o Método 1 não forneceu 

bons resul tados , pois os problemas são r e l a t ivamente grandes , estando por tanto sujeito a 

muitos er ros numéricos de arredondamento e t runcamento no processo i t e ra t ivo . São, 

assim, apresentados neste t rabalho, apenas resul tados calculados com o Método 2. 

Foram ainda detectados problemas de convergênc ia com o Método 2 para problemas 

bidimensionais reais ( t e rce i ro caso) , indicando a necessidade da introdução de um método 

de aceleração de convergência para reduzir o tempo computacional gasto nos cálculos e 

também melhorar a qualidade dos resul tados obt idos sem a ace le ração de convergência . Um 

método de aceleração baseado em pol inómios de Chebyshev implementado most rou-se 

sa t i s fa tór io para reso lver estes problemas. Tes tes pre l iminares da implementação para 

obtenção de harmônicos t r id imensionais consumiram demasiado tempo computacional 

inviabi l izando o cálculo deste. 

Uma forma de se ve r i f i ca r a consistência dos resul tados é comparar os au to-va lores 

obtidos no cálculo direto com os do cálculo adjunto. Os au to -va lo res de ambos os 

cálculos devem coincidir . Este problema pode ser ve r i f i cado no Caso 3, onde a falta de 

convergência devido a l imi tação no número máximo de i t e rações ex ternas provocou 
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diferenças entre os au to -va lo res d i re tos e adjuntos. Aumentando este número de 

i t e rações , ob t eve - se uma boa concordância entre os a u t o - v a l o r e s , mas mesmo assim 

surgiram problemas no cálculo dos harmônicos de ordem muito alta. 

6.1 - C a s o 1: R e a t o r H i p o t é t i c o U n i d i m e n s i o n a l M o n o e n e r g é t i c o 

Este problema foi rea l izado para tes tar a v iabi l idade de obtenção de harmônicos 

es tá t icos a t ravés do Método 1 implementado no código CITATION. Foi escolhido um 

problema bastante simples, um rea to r unidimensional e homogêneo com 60 cm de comprimento 

que foi calculado com um grupo de energia de neutrons. A Tabela 6.1 apresenta as seções 

de choque, r ep resen ta t ivas de um PWR, ut i l izadas e a Fig. 6.1 a geomet r i a e condições de 

contorno u t i l izadas . 0 domínio do problema foi dividido em uma malha com 20 pontos 

espaciais e foi u t i l izado um c r i t é r io de convergência de IO" 4 para o au to -va lo r e I O " 3 

para os harmônicos . 

Tabela 6.1 - Seções de Choque Represen ta t ivas de um PWR para o Caso 1 

D 0,910604 cm 

2,49700 x IO" 2 cm" 1 

2,75242 x I O " 2 cm" 1 

dçò 
— = 0 I 1 0 = 0 
dx 1 ' 

60 cm 

Figura 6.1 - Geometr ia e Condições de Contorno Ut i l i zadas no Caso 1 

No tou - se que os harmônicos obtidos dependem da freqüência com que eram efetuadas 

as co r reções na fonte via fissão entre as i t e rações ex ternas . Uma cor reção pouco 

freqüente não é suficiente para el iminar o componente dos harmônicos já calculados 

in t roduzidos por er ros numéricos de arredondamento e t runcamento surgidos durante o 

processo i t e r a t ivo . Por outro lado, uma cor reção muito freqüente acaba eliminando 

harmônicos ainda não obtidos. Por exemplo , fazendo a descontaminação da fonte a cada 15 

i t e rações , obt inha-se que o cálculo de harmônicos de ordem superior acabava sempre 

convergindo para o harmônico fundamental. Com a descontaminação fe i ta a cada i t e ração , 

era el iminado juntamente com um harmônico já obt ido o harmônico subseqüente e com isto, 
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foram obt idos apenas os harmônicos pares. Rea l izando a descontaminação a cada 7 

i t e rações , foi conseguido calcular os harmônicos consecut ivamente na ordem decrescente 

de au to -va lo re s . 

Foram calculados seis harmônicos, cujos au to -va lo res são apresentados juntamente 

com os va lores anal í t icos na Tabela 6.2. Na comparação entre resul tados anal í t icos e 

numéricos nota-se uma pequena discrepância entre eles. Isto se j u s t i f i ca porque ao se 

u t i l i za r d i ferenças f in i tas , o número de harmônicos l inearmente independentes, que é 

infinito para a solução analít ica, fica reduzido apenas ao número de pontos u t i l izados 

na d i sc re t i zação do domínio (neste caso, 20 pontos ) . Juntamente com esta redução também 

ocor re um deslocamento nos au to-va lores conforme pode ser v i s to . 

Tabela 6.2 - Au to -va lo r e s Obtidos para o Caso 1 

n anal í t ico numérico 

0 1,07703 1,07704 

1 0,91017 0,91083 

2 0,69487 0,69784 

3 0,51289 0,51913 

4 0,38014 0,38959 

5 0,28722 0,29940 

6.2 - C a s o 2 : R e a t o r H i p o t é t i c o B i d i m e n s i o n a l M o n o E n e r g é t i c o 

Este problema tem como obje t ivo comparar os dois métodos de cálculo de harmônicos 

implementados no código CITATION. Foi escolhida uma geome t r i a simples const i tuida de 

apenas duas r e g i õ e s , núcleo e re f le to r . 0 núcleo é quadrado com 120 cm de lado tendo 

r e f l e t o r e s de 10 cm de espessura em duas faces. 0 cálculo foi r ea l i zado considerando a 

s imetr ia de 1/4, sendo então calculado apenas um quadrante u t i l izando as condições de 

contorno apropr iadas conforme a Fig. 6.2. As seções de choque h ipoté t icas ut i l izadas 

para este caso são apresentadas na Tabela 6.3. O domínio foi d i sc re t i zado em uma malha 

de 20 pontos igualmente espaçados na direção Y e 30 pontos na d i reção X, sendo 20 pontos 

equidistantes na reg ião do núcleo e 10 na r eg ião do r e f l e to r . 0 c r i t é r io de 

convergência u t i l i zado foi de I O - 4 para o au to -va lo r e I O " 3 para os harmônicos . 
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Figura 6.2 - Geometr ia e Condições de Contorno Ut i l izadas no Caso 2 

Tabela 6.3 - Seções de Choque Ut i l izadas no Caso 2. 

região D (cm) Ea (cm" 1) fX f (cm *) 

núcleo 

re f l e to r 

0,910604 

0,910604 

0,002497 

0,002497 

0,0275242 

0,0000000 

Ambos os métodos forneceram bons resul tados , en t re tan to , com o Método 1 alguns dos 

harmônicos não foram obtidos e em outros houve problemas de convergência . 0 Método 1 

parece ser bastante sensível a erros de arredondamento e truncamento inerentes ao 

processo i t e r a t i vo , mesmo porque neste método a el iminação de cada harmônico já obtido 

da fonte de fissão representa uma i teração externa a mais. A obtenção de resultados 

anal í t icos para este problema é bastante complicada, en t re tan to , para efei tos de 

comparação são ut i l izados resultados s intet izados pela combinação de harmônicos 

unidimensionais. Cada um dos harmônicos analí t icos é obtido assumindo a possibil idade 

da separação de var iáveis na equação de difusão, sendo estes harmônicos fornecidos pelo 

produto dos harmônicos unidimensionais calculados para a direção X e para a direção Y. 

Estes resu l tados , embora aprox imados , indicariam a omissão de algum harmônico nos 

resultados numéricos. 

Na Tabela 6.4 é apresentada uma comparação dos resul tados de ambos os métodos 
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entre si e com os resul tados analí t icos aproximados. Esta comparação mos t ra que o 

Método 1, além de apresentar problemas de convergência ( 2 Q e 6 2 ha rmôn icos ) , elimina 

harmônicos que não foram obtidos anter iormente , impedindo a obtenção dos mesmos (no 

caso, o 4 2 , 5 2 e 7o- harmônicos) . Já com o Método 2 não é observada nenhuma dificuldade 

para obtenção de harmônico para este problema re la t ivamente simples. Nesta comparação , 

o Método 2 forneceu resultados bem melhores que o Método 1, sugerindo a u t i l i zação do 

Método 2 para problemas mais complexos . 

Tabela 6.4 - Au to -va lo re s Obtidos para o Caso 2 

i analí t ico Método 1 iter Método 2 iter 

0 0,7784 0,7779 11 0,7779 11 

1 0,3766 0,3765 12 0,3764 51 

2 0,3348 0,3350 (a) 0,3347 18 

3 0,2295 0,2271 73 0,2271 42 

4 0,1792 - 0,1804 46 

5 0,1564 - 0,1575 64 

6 0,1373 0,1360 (a) 0,1362 82 

7 0,1288 - 0,1277 31 

(a )Não houve c o n v e r g ê n c i a em 200 i t e r a ç õ e s 

10 no a u t o - v a l o r 
cr i t ér io de convergênc ia -

10 no a u t o - v e t o r 

6.3 - C a s o 3: R e a t o r A n g r a I 

Para o caso 3 foi ut i l izado o rea tor Angra I, cuja conf iguração é obtida no 

capí tulo 4 de [54] . Os harmônicos foram calculados com o Método 2 em geomet r ia 

bidimensional X - Y com 49 x 49 pontos espaciais e dois grupos de energia de neutrons. 

U t i l i z o u - s e o mesmo c r i t é r io de convergência dos casos an te r io res . Inic ia lmente , 

l imi tou-se em 200 o número máximo de i te rações externas para o cálculo de cada 

harmônico. Caso a convergência não fosse atingida nestas i t e r ações , o cálculo dos 

harmônicos seguintes era continuado como se este harmônico t ivesse converg ido . Notou-

se, en t re tan to , que com 200 i te rações externas o nível de convergênc ia obt ido para a 

maior ia dos harmônicos não era acei tável , pois havia uma grande d i fe rença entre os auto¬ 

va lo res d i re tos e adjuntos de um mesmo harmônico, como pode ser v is to na Tabela 6.5. 

Quando este l imite foi aumentado para 600 i te rações , embora alguns dos harmônicos ainda 

assim não sat is f izessem os c r i t é r ios de convergência impos tos , eles estavam 

suf ic ientemente converg idos para que os au to-va lores dos problemas d i re to e adjunto 

coincidissem, conforme é mostrado na Tabela 6.6. No ta - s e que são necessár ias muitas 

i t e rações e mesmo assim em alguns harmônicos não se obtém a convergênc ia jus t i f i cando a 

necessidade de um método de aceleração de convergência . Os resu l tados para os cálculos 

do r ea to r Angra I u t i l izando a aceleração de convergência por po l inómios de Chebyshev 
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são apresentados na seção 7.2, Tabela 7.2, onde nota-se uma concordância entre auto¬ 

va lores direto e adjunto maior que o c r i t é r io de convergênc ia de I O - 4 para o au to-va lor , 

pois neste caso a convergência é l imitada pela convergênc ia do harmônico. No caso do 

harmônico fundamental nota-se uma diferença maior entre os au to -va lo res calculados para 

o problema di re to e adjunto porque a convergênc ia no f luxo foi muito rápida. 

Comparando-se as Tabelas 6.6 e 7.2, houve uma redução de mais de 507o no número de 

i te rações externas pela implementação da aceleração de convergência . 

Angra I é um rea tor grande, o que faz com que os au to -va lo res sejam bastante 

p róx imos . Além disto, o rea tor tem simetr ia de 1/4, o que faz com que existam 

harmônicos degenerados , ou seja, mais de um harmônico para o mesmo auto-va lor . A 

degenerescência dos harmônicos, além de fa to res como er ros de ar redondamento e 

truncamento e a p rox imidade dos au to -va lo res , desaconselha a u t i l i zação do Método 1 para 

o rea to r Angra I, pois neste método a descontaminação da fonte via f issão é feita 

u t i l i zando-se os au to -va lo res de harmônicos já obt idos . No caso de um harmônico 

degenerado, a co r r eção da fonte via fissão ut i l izando o seu au to -va lo r elimina também os 

componentes dos demais harmônicos que possuam este mesmo au to-va lor . 

Na Tabela 6.6 nota-se que os t rês últ imos harmônicos calculados possuem auto¬ 

va lores muito p róx imos . A princípio parece se t ra ta r de um problema de degenerescência 

de au to -va lo res , ent re tanto , um cálculo mais preciso efetuado com ace leração de 

convergência mostrou que apenas os harmônicos 8 e 9 são degenerados . Os harmônicos 9 e 

10 calculados sem a aceleração de convergência foram obt idos e r roneamente como uma 

combinação linear dos verdade i ros harmônicos 9 e 10 calculados com a ace leração de 

convergência . Devido a proximidade dos au to -va lo res destes harmônicos , o método da 

potência convergiu para uma combinação linear destes harmônicos de maneira semelhante ao 

que seria fe i to para um harmônico degenerado. As Figs . 6.3 e 6.4 são os harmônicos 

calculados sem a aceleração de convergência e as Figs . 7.28 e 7.29 são os harmônicos 

calculados com a aceleração de convergência . Pode - se obse rvar que os dois p r imei ros 

podem ser obtidos como uma combinação linear dos dois úl t imos. 
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Tabela 6.5 - A u t o - v a l o r e s para o Rea to r Angra I ( l imi tando em 200 i t e r a ç õ e s ) 

Sem Aceleração de Convergênc ia 

n d i re to i ter adjunto i ter 

0 1,0024424 60 1,0024443 53 

1 0,9850838 134 0,9850839 56 

2 0,9696692 (a) 0,9854408 (a) 

3 0,9586132 (a) 0,9613167 (a) 

4 0,9567520 (a) 0,9699782 (a) 
5 0,9336006 (a) 0,9350725 (a) 

6 0,9255280 (a) 0,9265894 (a) 

7 0,9255214 (a) 0,9258660 187 

8 0,8948871 (a) 0,8949543 (a) 

9 0,8958445 (a) 0,8958525 (a) 

10 0,8957032 (a) 0,8957455 102 

( a ) N ã o houve c o n v e r g ê n c i a em 200 i t e r a ç õ e s 

Tempo de CPU = 159 min (IBM-4381) 

- 4 

10 no a u t o - v a l o r 
c r i t é r i o de c o n v e r g ê n c i a 

10 no a u t o - v e t o r 

Tabela 6.6 - A u t o - v a l o r e s para o R e a t o r Angra I ( l imi tando em 600 i t e r a ç õ e s ) 

n d i re to iter adjunto i ter 

0 1,0024424 60 1,0024430 53 

1 0,9850838 134 0,9850839 56 

2 0,9850844 415 0,9850848 63 

3 0,9593797 184 0,9593800 68 

4 0,9564614 (a) 0,9564618 70 

5 0,9350806 327 0,9350746 54 

6 0,9255173 285 0,9255178 62 

7 0,9255179 (a) 0,9255180 63 

8 0,8958443 (a) 0,8958452 563 

9 0,8953477 (a) 0,8956360 (a) 

10 0,8950131 239 0,8952914 53 

( a ) N ã o houve c o n v e r g ê n c i a em 600 i t e r a ç õ e s 

Tempo de CPU = 557 min (IBM-4381) 

r 
10 no a u t o - v a l o r 

c r i t é r i o de c o n v e r g ê n c i a • 

10 no a u t o - v e t o r 
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(a) 9°. harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 9- harmônico direto 

grupo té rmico 

(c) 92 harmônico adjunto 

grupo rápido 

(d) 93. harmônico adjunto 

grupo té rmico 

(e) distr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 6.3 - 92 Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor Angra I 

Calculado sem a Aceleração de convergência 
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(a) 10o- harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 102 harmônico direto 

grupo té rmico 

(d) 102 harmônico adjunto 
102 harmônico adjunto grupo té rmico 

grupo rápido 

(e) distr ibuição de sinal do harmónico 

Figura 6.4 - 102 Harmônico Direto e Adjunto para o Reator Angra I 

Calculado sem a Ace le ração de Convergência 
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C A P Í T U L O 7 

H A R M Ô N I C O S DOS R E A T O R E S IEA-R1 E A N G R A I 

7.1 - R e a t o r I E A - R 1 - R e p r e s e n t a ç ã o B i d i m e n s i o n a l 

Foram calculados harmônicos para a conf iguração 158 do rea to r IEA-R1 [30] . Foi 

ut i l izada geomet r i a car tes iana X - Y discre t izada em uma malha de 64 x 64 pontos e 2 

grupos de energias de neutrons. Na Fig. 7.1 é apresentada uma represen tação esquemática 

deste rea tor . U t i l i z o u - s e o c r i t é r io de convergência de I O - 4 para o au to -va lo r e 10~3 

para o au to-ve tor . Caso a convergência não fosse atingida em 200 i t e r ações , os cálculos 

eram continuados como se o harmônico t ivesse converg ido . 

Para o r ea to r IEA-R1 foram calculados 15 harmônicos de ordem superior , além do 

fundamental. Estes resul tados são apresentados na Tabela 7.1 e Figs . 7.2 a 7.17. Não 

surgiram grandes problemas na obtenção destes harmônicos , uma vez que o r ea to r IEA-R1 é 

um rea to r pequeno e não s imétr ico possuindo, por tan to , au to -va lo res bastante separados e 

não degenerados . N o t a - s e na Tabela 7.1 que embora o nível de convergência ex ig ido não 

tenha sido alcançado no cálculo de alguns harmônicos , os demais resul tados não foram 

afetados. Uma forma efet iva desta ver i f i cação é a comparação dos au to -va lo re s obtidos 

para o cálculo di re to e para o cálculo adjunto, os quais são iguais dentro dos l imites 

de convergência ex ig idos . Nas Figs . 7.2 a 7.17 são apresentados os harmônicos do 

problema di re to e adjunto para os grupos rápidos e t é rmicos em perspec t iva 

t r id imensional . Para auxil iar no entendimento das f iguras , também é apresentada a 

d is t r ibuição no plano X - Y dos sinais dos harmônicos em cada ponto da malha ut i l izada. 
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Tabela 7.1 - A u t o - v a l o r e s para o Rea to r IEAR-R1 

n di re to i ter adjunto i ter 

0 1,0134315 18 1,0134287 26 

1 0,7786338 64 0,7786370 34 

2 0,6978360 54 0,6978371 31 

3 0,5394481 (a) 0,5394474 94 

4 0,5285126 59 0,5285209 23 

5 0,4248859 104 0,4248862 34 

6 0,3767235 144 0,3767245 54 

7 0,3484739 (a) 0,3484700 144 

8 0,3392165 46 0,3392113 24 

9 0,2582540 (a) 0,2582533 75 

10 0,2500477 (a) 0,2500469 114 

11 0,2370180 (a) 0,2370605 114 

12 0,2322938 114 0,2323481 34 

13 0,2009245 114 0,2009254 44 

14 0,1837405 169 0,1837407 48 

15 0,1730528 104 0,1730524 75 

( a ) N ã o houve c o n v e r g ê n c i a em 200 i t e r a ç õ e s 

Tempo de CPU = 139 min 

10 no a u t o - v a l o r 
c r i t é r i o de c o n v e r g ê n c i a • 

10 no a u t o - v e t o r 
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Figura 7.1 - Representação Esquemática do Reator IEA-R1 
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(a) harmônico fundamental 
grupo rápido 

direto (b) harmônico fundamental d i re to 
grupo té rmico 

Figura 7.2 - Harmônico Fundamental Di re to e Adjunto para o Rea to r IEA-R1 
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(a) 1— harmônico direto 

grupo rápido 

(b) I o - harmônico di re to 

grupo t é rmico 

, . - . - , „ . , . (d) I o - harmônico adjunto 
(c) I - harmônico adjunto 

, . , grupo t é rmico 
grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.3 - IP- Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r IEA-R1 
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(b) 22 harmônico direto 
(a) 2°: harmônico direto 

(e) dis tr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7 . 4 - 2 ° . Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor IEA-R1 
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3— harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 3°. harmônico d i re to 

grupo t é rmico 

(d) 3°- harmônico adjunto 
3°. harmônico adjunto 

grupo t é rmico 
grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.5 - 3°. Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r IEA-R1 
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(a) 4 o- harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 4- harmônico d i re to 

grupo t é rmico 

(d) 4 o - harmônico adjunto 
(c) 4°. harmônico adjunto 

grupo t é rmico 
grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.6 - 4°. Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r IEA-R1 
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(a) 5P- harmônico di re to 

grupo rápido 

(b) 5°. harmônico di re to 

grupo t é rmico 

(d) 52 harmônico adjunto 
( c ) 5 2 h a r m ô n i c o a d j u n t o

 g r u p o t é r m i c o 

grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.7 - 52 Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r IEA-R1 

45 



(b) 6°- harmônico di re to 
( a ) 6 ° - h a r m ô n i c o d i r e t o grupo t é rmico 

grupo rápido 

(d) 6°. harmónico adjunto 
( c ) 6 - h a r m ó n i c o a ^ . ) u n t o grupo t é rmico 

grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmónico 

Figura 7.8 - 6°- Harmónico Dire to e Adjunto para o Rea to r IEA Rl 
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(a) 7°. harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 7-3 harmônico direto 

grupo té rmico 

(e) distr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.9 - 7- Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor IEA-R1 
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(a) 8- harmônico di re to 

grupo rápido 

(b) 8 o- harmônico d i re to 

grupo t é rmico 

(d) 8- harmônico adjunto 
( c ) 8 - h a r m ô n i c o a d j u n t o grupo t é rmico 

grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.10 - 8o- Harmônico Dire to e Adjunto para o R e a t o r IEA-R1 
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(a) 9— harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 9°- harmônico direto 

grupo té rmico 

(e) distr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.11 - 9- Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor IEA-R1 
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(a) 10- harmônico di re to 

grupo rápido 

(b) 10o- harmônico d i re to 

grupo t é rmico 

(d) 10o- harmônico adjunto 

(c) 10o- harmônico adjunto grupo t é rmico 

grupo rápido 

(e) d is t r ibuição de sinal do harmônico 

o Dire to e Adjunto para o Rea to r IEA-R1 
Figura 7.12 - 10- Harmônico 

50 



(a) 11— harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 11— harmônico direto 

grupo té rmico 

(e) distr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.13 - 11o- Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor IEA-R1 
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(a) 12o- harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 12o- harmônico direto 

grupo té rmico 

(e) distr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.14 - 122 Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor IEA-

52 



(a) 13— harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 13o- harmônico direto 

grupo té rmico 

(e) distr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.15 - 13o- Harmônico Direto e Adjunto para o Reator IEA-R1 
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(a) 14o- harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 14o- harmônico d i re to 

grupo t é rmico 

(d) 14o- harmônico adjunto 
( c ) 1 4 ° - h a r m ô n i c o a ^ . ) u n t o

 g r u p o t é r m i c o 

grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.16 - 14o- Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r IEA-R1 
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(b) 15o- harmônico direto 
( a ) 1 5 ° - h a r m ô n i c o d i r e t o grupo té rmico 

(e) distr ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.17 - 15o- Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor IEA-R1 
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7.2 - R e a t o r A n g r a I - R e p r e s e n t a ç ã o B i d i m e n s i o n a l 

Foi u t i l izado o rea to r Angra I, cuja configuração é obtida no capítulo 4 de [54] e 

uma representação esquemática é apresentada na Fig. 7.18. Os harmônicos foram 

calculados com o Método 2 u t i l i zando-se também um método de ace le ração de convergência 

baseado no pol inómio de Chebyshev. O cr i t é r io de convergência u t i l i zado é de I O - 4 para 

o au to -va lo r e I O - 3 para o auto-vetor . Ut i l i zou-se geomet r i a bidimensional X - Y com 49 x 

49 pontos espaciais e dois grupos de energia de neutrons. As i t e r ações ex te rnas para o 

cálculo de cada harmônico foram limitadas em 600. Caso a convergênc ia não fosse 

atingida nestas i t e rações , o cálculo dos harmônicos seguintes era continuado como se 

este harmônico t ivesse convergido . Notou-se que os c r i t é r i o s de convergênc ia foram 

at ingidos antes que fossem rea l izadas 600 i terações ex ternas , conforme é mostrado na 

Tabela 7.2. 

Foram calculados 11 harmônicos dire tos e adjuntos para os grupos rápidos e 

t é rmicos , os quais são apresentados nas Figs . 7.19 a 7.29 em perspec t iva . Observando-se 

a Tabela 7.2, v e r i f i c a - s e que os au to-va lores 1, 6 e 8 são iguais r e spec t ivamente aos 

au tovalores 2, 7 e 9. Isto indica que estes au to -va lo res são degenerados . Comparando-

se as Figs . 7.20, 7.25 e 7.27 respect ivamente com as Figs. 7.21, 7.26 e 7.28 nota-se que 

estas são iguais a menos de uma rotação de 90°. Outro fato impor tan te acontece na 

Fig. 7.21, onde nota-se que o sinal do harmônico adjunto é oposto ao do d i re to , porém, o 

produto de um harmônico por uma constante qualquer, também é um harmônico para o mesmo 

au to-va lor . 

REGIÃO 1 

REGIÃO 2 

REGIÃO 3 

Figura 7.18 - Representação Esquemática do Rea to r Angra I 
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Tabela 7.2 - A u t o - v a l o r e s para o Rea to r Angra I ( l imi tando em 600 i t e r a ç õ e s ) 

Com Aceleração de Convergência 

n d i re to i ter adjunto i ter 

0 1,0023971 26 1,0024134 15 

1 0,9850841 76 0,9850844 26 

2 0,9850827 96 0,9850819 27 

3 0,9593776 94 0,9593776 43 

4 0,9564586 337 0,9564586 40 

5 0,9350697 114 0,9350025 26 

6 0,9255136 103 0,9255134 27 

7 0,9255135 140 0,9255135 40 

8 0,8958398 481 0,8958400 89 

9 0,8958399 557 0,8958401 43 

10 0,8948154 80 0,8948154 25 

10 H no a u t o - v a l o r 
c r i t é r i o de c o n v e r g ê n c i a • 

10 J no a u t o - v e t o r 
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(a) harmônico fundamental direto 
grupo rápido 

(b) harmônico fundamental d i re to 
grupo té rmico 

7.19 - Harmônico Fundamental Di re to e Adjunto para o Rea tor Angra 
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(a) 1- harmônico di re to 
grupo rápido 

(b) 1- harmônico di re to 
grupo t é rmico 

(d) I o - harmônico adjunto 
(c) I o - harmônico adjunto grupo t é rmico 

grupo rápido 

Figura 7.20 - I o - Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 22 harmônico direto 
grupo rápido 

(b) 22- harmônico direto 
grupo té rmico 

(d) 22 harmônico adjunto 
( c ) 2 2 - h a r m ô n i c o a d j u n t o grupo té rmico 

grupo rápido 

(e) 

Figura 7.21 - 22 Harmônico Direto e Adjunto para o Rea tor Angra I 
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(a) 3 o - harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 3°- harmônico di re to 

grupo té rmico 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.22 - 3° Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 4— harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 4 o- harmônico d i re to 

grupo té rmico 

(e) d is t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.23 - 4 o- Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 5 o- harmônico di re to 

grupo rápido 

(b) 5 o- harmônico d i re to 

grupo t é r m i c o 

(d) 5- harmônico adjunto 

(c) 5 o- harmônico adjunto grupo t é r m i c o 

grupo rápido 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.24 - 5° Harmônico Direto e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 6— harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 6— harmônico di re to 

grupo t é rmico 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.25 - 63. Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 7- harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 7 o- harmônico di re to 

grupo té rmico 

(d) 7 o- harmônico adjunto 

(c) 7° harmônico adjunto grupo té rmico 

grupo rápido 

f?Í Í fÜj f t Í Í ; H$jff;~~;" 

(e) d is t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.26 - 7° Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 8°- harmónico direto 

grupo rápido 

(b) 89. harmónico d i re to 

grupo té rmico 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmónico 

Figura 7.27 - 8°- Harmônico Di re to e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 9- harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 9- harmônico di re to 

grupo té rmico 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.28 - 9°- Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r Angra I 
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(a) 10- harmônico direto 

grupo rápido 

(b) 10o- harmônico di re to 

grupo t é rmico 

(e) dis t r ibuição de sinal do harmônico 

Figura 7.29 - 102 Harmônico Dire to e Adjunto para o Rea to r Angi 
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C A P Í T U L O 8 

C O N C L U S Ã O 

Vár ios métodos de obtenção de harmônicos es tá t icos f oram estudados. Os dois 

métodos que pareceram mais indicados foram implementados no código C I T A T I O N . 

Testes r ea l i zados u t i l izando-se estes dois métodos mos t ra ram que apenas com o 

Método 2 era viável a obtenção de harmônicos bidimensionais para p rob lemas reais , 

en t re tan to , o e levado número de i terações externas requer idas para o cálculo de cada 

harmônico demonst rava a necessidade de introdução de um esquema de ace le ração de 

convergência. 

0 Método 2 também foi implementado no código CITATION pa ra cálculo de harmônicos 

t r id imens iona is , ent re tanto os altos tempos computacionais envolvidos nestes cálculos 

f i ze ram com que este desenvolvimento fosse in te r rompido. 

Um método de aceleração de convergência baseado em pol inómios de Chebyshev foi 

in t roduzido no código , reduzindo em mais de 50% o número de i t e rações externas 

requer idas para r e so lve r o mesmo problema sem a ace leração . 

Foram obt idos 15 harmônicos para o rea to r de pesquisa IEA-R1 e 10 harmônicos para 

o r ea to r de potência Angra I. Os resul tados foram apresentados em forma de tabelas e 

f iguras . 

Foi ainda desenvolvido neste trabalho um programa para confecção de g rá f i cos em 

perspec t iva para permi t i r a visual ização dos harmônicos calculados com o código 

CITATION. 

Cuidados especiais devem ser tomados no cálculo de harmônicos com au to -va lo res 

muito p róx imos . A ausência de um esquema ef ic iente de ace le ração de convergênc ia pode 

fazer com que estes harmônicos com au to -va lo res l ige i ramente d i fe ren tes sejam 

in te rpre tados como harmônicos degenerados, com o processo i t e r a t i vo convergindo 

e r roneamente para uma combinação linear destes. 

Como sugestão para t rabalhos futuros têm-se : 

a) r e tomar o desenvolvimento da obtenção de harmônicos t r id imens iona is com o código 

CITATION; 
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b) estudar a obtenção de harmônicos t r id imensionais a par t i r de síntese de harmônicos 

uni e bidimensionais ; 

c) r ea l i za r um dimensionamento dinâmico dos ve tores da subrotina de ace le ração de 

convergência para que não seja perdida a ve rsa t i l idade de a locação de memória do 

código CITATION; 

d) estudar novos métodos para melhorar a es t imat iva da razão de dominância cr u t i l izada 

na ace leração de convergência . 
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A P Ê N D I C E 1 

R E S O L U Ç Ã O N U M É R I C A DA E Q U A Ç Ã O DE D I F U S Ã O 

Neste Apêndice é apresentado o desenvolvimento de um programa computacional para a 

resolução da equação de difusão. Este desenvolvimento é fe i to de uma forma bastante 

gera l , sendo par t i cu la r izado apenas quando da introdução da represen tação em diferenças 

f in i tas , onde cons idera-se apenas geometr ia unidimensional. 

A equação a ser resolvida é a representação em mul t i -grupos de energia da Equação 

de difusão independente do tempo Eq. (2 .3 .1) , que é escri ta como: 

G 

- V - D g ( r ) V 0 g ( r ) + 2 g ( r ) 0 g ( r ) - V X g , _ g ( r ) 0 g , ( r ) = - Z g Y v Z g , ( r ) c 6 g . ( r ) , g=i G. ( A l . l ) 

g < g g' = l 

As condições de contorno para a Eq. (Al.l) são do tipo homogêneas : 

3ç6g(r) 

D (r) + a (r)0 (?) = 0 , r e T, (Al.2) 
s 5h g g 

onde T é o contorno da região R onde procura-se solução da Eq. (Al.l). 

Div id indo-se a região R em uma malha regular contendo N células e ut i l izando 

di ferenças finitas pode-se escrever a equação para os fluxos médios nas células na forma 

mat r i c ia l : 

G 

E g 4 + h *« " I l gg - **• = i& l i * ( A I - 3 ) 

g , < g g *=i 

O vetor ç6g tem comprimento N e as matr izes Zg, J_gg', Xg> Fg são ma t r i ze s diagonais de 

dimensão N x N. Se os pontos da malha forem ordenados de forma l inear, ou seja: linha 

por linha, plano por plano a matr iz Dg é uma matr iz t r i , penta e heptadiagonal para 

problemas uni, bi e t r idimensionais respect ivamente . 

As G's equações que compõem o sistema expresso pela Eq. (Al.3) podem ser agrupadas 

em uma única equação matr ic ia l : 

1 
L <> = - M $. (Al.4) 

A = 
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onde L e M são mat r i zes quadradas de ordem N*G e $ = col [ç£1( <£2 

coluna de compr imento N*G. A mat r iz L é expressa por : 

çòç] é um vetor 

A i 

I21 

(Al .5 ) 

ZG I ZG 2 Z G G - 1 2 

L 

A G 

onde Ag H (Dg+Zg). Definindo as matrizes de ordem N*G x N: 

F = col [Fj , F 2 , . . . . Fq] (A1.6) 

X = col lx, X. . . . X] (A1.7) 

a mat r iz M pode ser escr i ta como: 

M = x F - (A1.8) 

onde o T superescr i to denota a t ransposta da ma t r i z . 

As ma t r i ze s apresentadas acima têm algumas propr iedades impor tan tes em problemas 

rea is . As ma t r i z e s diagonais T „ „ . , xv e F_ são não-nega t ivas . As ma t r i z e s A„ são 

ma t r i z e s i r redut íve is Stiel t jes e por tanto a matr iz inversa ex is te e tem todos os 

e lementos pos i t i vos . As propriedades acima garantem que a mat r iz L não é singular e o 

p rob lema de au to -va lo res pode ser escr i to na forma: 

A $ = L- 1 M * . (Al.9) 

A Eq. (9) tem um único au to-ve tor posi t ivo J>0 cujo au to -va lo r cor respondente A0 é 

pos i t ivo e maior que qualquer outro auto-valor . Qualquer outro au to -ve to r pos i t ivo de 

L 1 M é uma mul t ip l icação de $j por um escalar. 

A ma t r i z L 1 M é de ordem N*G e por tanto possui N*G a u t o - v e t o r e s , dos quais no 

máximo N possuem auto-va lor diferente de z e r o , pois a mat r iz F tem "rank" menor ou igual 

a N. Os au to -ve to res com auto-valor zero não podem ser obt idos pelo método da potência, 

sendo por tan to conveniente a resolução de um problema reduzido com ma t r i z e s de ordem N 

onde apareçam apenas os au to-ve tores com auto-va lor d i fe ren te de z e r o . Esta redução é 
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obtida escrevendo a equação de au to-va lores para a fonte via f issão S, definido por: 

G 

S = FT * = AFgÇ6 g l (Al. 10) 

2=1 

pode ser definida a mat r iz N*G x N: 

B = col [Bj, B2, ... , Bq] = L"1 x, (Al.11) 

com as ma t r i ze s N x N, B j , expressas por: 

2* = aj ' % + I L g ' S g " -

g ' < g ' 

Estas def in ições , j un t amen te com a Eq. (Al.4) permi tem esc rever £ como: 

= - Bg S. (A1.13) 
A 

Premultiplicando a Eq. (Al.9) e utilizando as Eqs. (Al .8) e (Al. 10) define-se o 

problema de au to -va lo res na forma reduzida: 

A S = Q S, (Al.14) 

onde: 

G 

FT B = £ Fg Bg. (A1.15) 

8=1 

Se 0 e A são au to-ve tor e o correspondente au to -va lo r dif erente de zero da 

Eq. (Al .9 ) S e A são auto-vetor e auto-valor da Eq. (Al .14) . Hageman [26] mostrou 

através de t r ans fo rmações de similaridade que o espect ro de au to -va lo re s de Q é idêntico 

ao de L _ 1 M e que qualquer au to-ve tor to ta lmente pos i t ivo de Q ou é um múlt iplo escalar 

de Sj ou é um au to -ve to r correspondente a um au to -ve to r nulo. Por t an to Eqs . ( A l . 9 ) e 

( A l . 14) definem problemas de auto va lores equivalentes . 

A resolução das Eqs. (Al .9 ) ou (Al.14) é geralmente feita através do método da 

potência. A maior ia dos códigos computacionais u t i l iza um processo de i t e rações internas 

e ex ternas para r e so lve r a Eq. (Al . 14), como é o caso do código CITATION [20] . No método 

da potência , esco lhe-se um vetor inicial S ( 0 ) e um escalar A ( 0 ) e u t i l i za - se o processo 
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i t e ra t ivo . 

s ( n ) ( A l . 1 6 ) 

X<n-1> 

s ( n ) 

com A ( n ) = A ( n _ n 

s ( n - 1 ) 

onde n é o índice da i teração externa e |j j j A denota a norma ve tor ia l Lr O cálculo de 

Q s (_ envolve um outro processo i terat ivo conhecido como i terações in te rnas . Das Eqs. 

(Al.12) e (Al. 13) pode se escrever: 

Q S 1 1 = £ Eg Lg S*""1' = A ( n 1 ) ç6 g

n ) (Al.17) 

g=i g = i 

onde: 

( n ) (Al.18) 
X(n-l) 

Uma vez obtido $_gn), Q S ( n 1 1 e, por conseguinte, S ( n ) são facilmente calculados. 

A substituição da Eq. (Al.12) na Eq. (Al.18) define um sistema linear de equações 

na forma. 

Ag = bg"> , g= 1,2, . . . . G, (Al.19) 

onde: 

bgn> = [ Tgg, ç6g") + 2 § ( n 1 ) ( A l . 2 0 ) 

A ( n - 1 ) 

g '< g 

A inversão direta das matr izes Ag não é prática para problemas multidimensionais, 

levando à ut i l ização de métodos i terat ivos para esta resolução, como por exemplo o 

método de Gauss-Siedel ou o método de ove r - r e l axacão . Este processo i terat ivo é 

conhecido como i teração interna. 
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A P Ê N D I C E 2 

E S T U D O DO CÓDIGO C I T A T I O N . 

O código CITATION foi desenvolvido pelo ORNL para reso lver problemas envolvendo a 

representação em diferenças finitas da equação de difusão. O código foi escr i to para, 

além de determinar o harmônico fundamental da equação de difusão, fazer cálculo de 

queima de combustível nuclear com es t ra tég ia de gerenciamento deste combustível e também 

a resolução do problema adjunto com aplicação à teor ia de per turbação de I a ordem. 

Este código é escri to em linguagem FORTRAN IV, sendo composto por aproximadamente 

30.000 linhas de programação divididas entre 197 subrotinas. A descrição da função de 

cada uma destas subrotinas é apresentada na Tabela A2 .1 . 

Tabela A2.1 - Subrotinas do código CITATION 

NOME F U N Ç Ã O 

MAIN realiza a alocação de memória 

INPT inicial iza var iáve is , chama subrotinas de entrada de dados e t ransmite a posição 

de cada var iável para a subrot ina CALR 

GRIT bloco para t ransferência de dados 

RQED determina se foi requerida uma impressão 

CALR controla os cálculos para o problema inteiro 

IPTM subrotina de controle de entrada de dados 

0PT1 configuração para a subrotina de a tual ização de seções de choque microscópicas 

GETC ver i f ica os l imites do arquivo de seções de choque microscópica do CITATION 

GETE ver i f ica os l imites do arquivo de seções de choque microscópica do E X T E R M I N A T 0 R - 2 

CSTC controla a atual ização de seções de choque microscópicas 

CRDR rotina de atual ização de seções de choque microscópicas 

UPDT rotina de atual ização de seções de choque microscópicas 

RONE rotina de atual ização de seções de choque miecroscopicas 

RALL rotina de atual zação de seções de choque microscópicas 

COPY rotina de atual ização de seções de choque microscópicas 

WALL rotina de atual ização de seções de choque mi croscopicas 

WART rotina de a tual ização de seções de choque microscópicas 

RAEN rotina de atual ização de seções de choque microscópicas 

SNSN rotina de atualização de seções de choque microscópicas 

ORDE rotina de atualização de seções de choque microscópicas 
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PUNS rot ina de a tua l ização de seções de choque microscópicas 

DTFP rot ina de a tua l ização de seções de choque microscóp icas 

F L T F rot ina de a tua l ização de seções de choque microscópicas 

SETV zera algumas va r i áve i s 

CNTR lê dados de entrada para a seção 001 

HIST lê dados de entrada para a seções 002 e 022 

GEOM lê dados de entrada para a seção 003 

LVMX lê dados de en t r ada para a seção 004 

MESH calcula o volume da reg ião e o espaçamento da malha 

COMP lê dados de entrada para a seção 005 e atribui a composição para cada ponto da 

malha para geomet r i a uni e bidimensional 

CMOT imprime o mapa de composição dos pontos da malha para geome t r i a uni e 

bidimensional 

KOMP lê dados de entrada para a seção 005 e atribui a composição para cada ponto da 

malha para geomet r i a t r id imensional 

KMOT imprime o mapa de composição dos pontos da malha para geome t r i a t r id imens iona l 

OVER lê dados da seção 006 e reat r ibui a composição para os pontos da malha 

sobrespostos 

MACR lê dados da seção 008 

SSET lê dados da seção 012 

CLAS lê dados da seção 018 

DENS lê dados da seção 020 

BKLE lê dados da seção 024 

FXSO lê dados da seção 026 

BEER edita mapa de pontos de fonte f ixa 

SRCH lê dados da seção 028 

RODI lê dados da seção 030 

DCAY lê constante decaimento nos dados da seção 034 

YELD lê "yield" nos dados da seção 034 

CHAN lê dados da seção 036 

IMXS lê dados da seção 038 

IPRT lê dados da seção 040 

DYPD lê dados da seção 052 

KXNX obtém o número de nuclídeos e grupos de energia do arquivo de seções de choque 

microscóp ica 

TAPE processa o arquivo de seções de choque microscóp ica e es tabelece cadeia de queima 

TAPX es tabelece a c lass i f icação do nuclídeo a par t i r do arquivo de seções de choque 

microscóp ica 

NSRT insere o numero do nuclídeo no ve tor de c lass i f icação 

KSIG calcula o a rmazenamento dinâmico de va r i áve i s 

KRST calcula o armazenamento dinâmico de var iáve i s 

CNIO calcula o armazenamento dinâmico de va r i áve i s 
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BNSB insere constantes de contorno nos ve to res apropr iados 

CPNC imprime dados de c lass i f icação de nuclídeos 

DISK atualiza dados armazenados na unidade 10 

SIZE compara os l imites do problema com os l imites máx imos 

RSTR lê unidade 13 para "restart" 

TRAN ut i l izado para " res ta r t " 

SHOX ut i l izada para I/O 

WI03 ut i l izada para I/O 

GEDT rot ina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

GRIV rotina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

CNTL rotina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

CION rotina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

FMIP rot ina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

PLIN rotina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

PUTA rot ina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

JUNK rot ina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

SHUF rot ina de en t r ada de dados pa ra gerenciamento de combust ível 

SHIN rot ina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

STSH rot ina de en t r ada de dados para gerenciamento de combust ível 

CHCK rotina de en t rada de dados para gerenciamento de combust ível 

STFM rot ina de "restart" para gerenciamento de combust ível 

CSRT rotina de "restar t" para gerenciamento de combustível 

MBST rotina de "restart" para gerenciamento de combust ível 

EIGN controla cálculo de auto-va lor 

BIGS calcula as seções de choque macroscópica por zona 

XSET imprime seções de choque macroscópica 

EXTR controla extrapolação do fluxo 

FASP calcula a fração de absorção no parâmetro procurado 

ITED imprime dados de i te ração para o problema de au to -va lo r 

STVR ut i l izado para o gerenciamento de combustível 

YNAM ut i l izado para o gerenciamento de combustível 

WNSS escreve concentração inicial do ciclo na unidade I /O 

HOWE determina o tipo de cálculo de auto-valor 

INFX estabelece a dis t r ibuição inicial de fluxo para geomet r i a uni e bidimensional 

KNFX estabelece a dis t r ibuição inicial de fluxo para geomet r i a t r id imens iona l 

FLUX calcula o f luxo e au to-va lor para geomet r ia uni e bidimensional 

DNSD contro la o cálculo das i te rações internas para geomet r i a uni e bidimensional 

ABPR calcula produção e absorção para geomet r ia uni e b idimensional 

LOOP calcula o f luxo médio por r eg i ão , fonte via f issão e convergênc ia para geometr ia 

uni e bidimensional 

FINS calcula perda da vareta para geomet r ia uni e bidimensional 

UDTE atualiza seções de choque macroscópicas no cálculo de busca direta de concentração 
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do nuclídeo para geomet r i uni e bidimensional 

CNST Calcula as constantes da equação de diferenças f ini tas para geome t r i a uni e 

bidimensional 

BEGN inic ia l iza o cálculo de f luxo e au to-va lor para geomet r i a uni e bidimensional 

RDUE calcula o au to -va lo r e a seção de choque de absorção re la t iva minimizando a 

somatór ia dos quadrados dos resíduos para geomet r i a uni e bidimensional 

FWRD "Une re laxa t ion" ao longo das linhas para cálculo de fluxo para geometr ia 

bidimensional 

FXRD "line re laxa t ion" ao longo das colunas para cálculo de fluxo para geometr ia 

bidimensional 

DPER "line re laxa t ion" para problemas de condições de contorno per iódicas em geomet r ia 

bidimensional 

HWRD "line re laxa t ion" ao longo das linhas para cálculo de fluxo para geometr ia 

hexagonal bidimensional 

HXRD "line re laxa t ion" ao longo das colunas para cálculo de f luxo para geomet r ia 

hexagonal bidimensional 

WFLX "line re laxa t ion" ao longo das linhas para cálculo de f luxo para geomet r ia 

unidimensional 

KLUX calcula o fluxo e au to -va lo r pa ra geomet r ia t r id imensional 

KNSD contro la o cálculo das i t e rações internas para geome t r i a t r id imensional 

KBPR calcula produção e absorção para geomet r ia t r id imensional 

KOOP calcula o f luxo médio por r e g i ã o , fonte via fissão e convergênc ia para geomet r ia 

t r id imensional 

KINS calcula perda da vare ta para geomet r i a t r id imensional 

KNST Calcula as constantes da equação de diferenças f ini tas para geomet r ia 

t r id imensional 

KEGN inic ia l iza o cálculo de f luxo e au to-va lor para geomet r i a t r id imensional 

KDUE calcula o au to-va lor e a seção de choque de absorção r e l a t iva minimizando a 

somatór ia dos quadrados dos resíduos para geomet r i a t r id imensional 

KWRD "line re laxa t ion" ao longo das linhas para cálculo de f luxo para geomet r ia 

t r id imensional 

KXRD "line re laxa t ion" ao longo das colunas para cálculo de f luxo para geomet r ia 

t r id imensional 

KZRD "line re laxa t ion" para geomet r i a t r id imensional 

KPER "line re laxa t ion" para problemas de condições de contorno per iód icas em geomet r ia 

t r id imensional 

KWRD "line re laxa t ion" ao longo das linhas para cálculo de fluxo para geomet r ia 

hexagonal t r id imensional 

NMBL calcula balanço de neutrons por zona 

SSZU atualiza concentração do nuclídeo procurada por subzona 

CONI armazena concentração inicial do ciclo na unidade 16 

WSTR escreve dados de "restart" na unidade 13 
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KRAN ut i l izada para " res ta r t " 

TSCL cont ro la o "time step" 

BURN cont ro la cálculo de queima 

CYED ex t r apo lação para o fim do ciclo 

NUCY resolve a equação para a cadeia de depleção 

OUTC cont ro la a edição do problema e imprime o balanço de neutrons por zona 

POUT imprime f luxo densidade de potência para geomet r ia uni e bidimensional 

KOUT imprime f luxo densidade de potência para geomet r i a t r id imensional 

PDWT calcula a densidade de potência pontual para geomet r ia uni e bidimensional 

KDWT calcula a densidade de potência pontual para geomet r ia t r id imensional 

HEAT calcula a taxa de acúmulo de calor 

PTAB calcula e imprime a taxa de absorção pontual de neutrons por nuclídeo para 

geomet r i a uni e bidimensional 

KTAB calcula e imprime a taxa de absorção pontual de neu t rons por nuclídeo para 

geomet r i a t r id imensional 

NUDN calcula densidade pontual de neutrons para geomet r ia uni e bidimensional 

KUDN calcula densidade pontual de neutrons para geomet r ia t r id imensional 

DTOR imprime tempo de depleção 

CNRA cont ro la edição de taxas de reação e concentração 

EDIN imprime concent ração de nuclídeos 

TABL imprime tabela de resumo de perda de nuclídeo 

DLOP rot ina de cálculo usada por TABL 

RERT imprime taxa de reação de nuclídeos 

DNPC imprime dados de neutrons atrasados 

CMXS calcula seções de choque macroscópica 

PERT rot ina de cálculo de per turbação 

PIOS configura 1/0 para cálculo de per turbação 

TCOF rot ina para cálculo de per turbação 

PURT rot ina para cálculo de per turbação 

KOKN rot ina pa ra cálculo de per turbação 

BEFF rot ina para cálculo de per turbação 

VMAP rot ina para cálculo de per turbação 

NMAP rot ina para cálculo de per turbação 

RFLX rot ina para cálculo de per turbação 

MEDT alocação do núcleo no gerenciamento do combustível 

DRIV controle do gerenciamento do combustível 

XION utilizada no gerenciamento do combustível 

INTL inicialização do gerenciamento de combustível 

IFCE processamento de dados do gerenciamento de combustível 

RADE processamento de dados do gerenciamento de combust ível 

IFVX utilizada no gerenciamento de combustível 

ODER ut i l izada no gerenciamento de combustível 



WCNC uti l izada no gerenciamento de combustível 

ACCT fornece balanço de massas no gerenciamento de combustível 

MANG controla o gerenciamento de combustível 

SECO processa dados de interface no gerenciamento de combustível 

CFNT considera carregamento inicial no gerenciamento de combustível 

DPOT processa descarga no gerenciamento de combustível 

LRCY processa al imentação no gerenciamento de combustível 

LRTR carregamento do reator no gerenciamento de combustível 

GETV uti l izada no gerenciamento de combustível 

RI02 processamento de dados no gerenciamento de combustível 

DCAX decaimento de nuclídeos no gerenciamento de combustível 

1120 ut i l izada no gerenciamento de combustível 

SADD uti l izada no gerenciamento de combustível 

CORT edita a concentração de nuclídeos no gerenciamento de combustível 
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A P Ê N D I C E 3 

P R O G R A M A PARA CONFECÇÃO DE GRÁFICOS T R I D I M E N S I O N A I S EM P E R S P E C T I V A 

Para p roporc ionar a visual ização dos harmônicos es tá t i cos bidimensionais 

calculados com o código CITATION foi desenvolvido um programa computacional em linguagem 

Pascal para mic rocomputadores com saída para o g ra f icador HP7475-A. Este programa 

confecciona g rá f i cos t r id imensionais ut i l izando perspect iva . 

Dado um sistema de coordenadas cartesianas t r id imens iona is x - y - z , este pode ser 

represen tado no plano X - Y conforme mostra a Fig. A3 .1 . 

De acordo com a Fig. A 3 . 1 , um ponto P com coordenadas (x , , y, , Z j ) pode ser 

represen tado no plano X - Y pelas coordenadas ( X 1 ( Y j ) , que estão re l ac ionadas entre si 

pelas expressões : 

Xj = Xj cos 9j - yj cos 0, (A3.1) 

e 

Yj = Zj - Xj sen 6, - y, sen 92 (A3.2) 

Para se representar uma superfície t r idimensional em perspec t iva deve-se escolher 

uma forma ordenada de se t raçar curvas per tencentes a esta superf íc ie de modo a 

de l imi t á - l a no espaço dando noção de profundidade para a superf ície representada no 

plano X - Y at ravés da mudança de coordenadas dadas pelas Eq. (A3.1) e (A3.2). Uma forma 

bastante u t i l izada é fazer cor tes por plano perpendiculares ao e ixo x e/ou ao eixo y. 

Esta forma é inclusive conveniente para a representação dos harmônicos es tá t icos 

bidimensionais gerados através do código CITATION, pois estes são calculados ut i l izando 

uma malha no plano x-y que já fornece estas curvas resul tantes dos cor tes . 

Um outro ponto importante a ser considerado é a v i s ib i l idade das curvas a serem 

t raçadas . Par te destas curvas podem estar escondidas pela par te mais f rontal da 

superf íc ie . Para evi tar que uma parte escondida de uma curva seja t raçada inicia-se 

pela curva do cor te da superfície pelo plano mais frontal até o mais de t rás . A medida 

que estas curvas são t raçadas , o contorno da reg ião abrangendo todas as curvas já 

t raçadas é armazenado. Caso parte de uma curva deva ser t raçada no in te r io r desta 

r e g i ã o , isto s iginif ica que esta parte está escondida atrás das par te já t raçada da 

superf íc ie , e por tan to não deve ser traçada. A Fig. A3.2 exempl i f i ca esta s i tuação. 

A u t i l i zação do programa é bastante simples. As superf íc ies sáo fornecidas 

a t ravés de arquivo que deve conter os pontos da malha em x e em y e o va lor dos 

harmônicos nos pontos desta. 0 usuário tem a opção de escolher os ângulos 9, e 62 

(Fig. A3.1) e quais dos harmônicos contidos no arquivo serão g ra f i cados . 
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