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DESENVOLVIMENTO DE UMA METODOLOGIA DE VALIDAÇÃO DE 

SINAIS BASEADA NA ANÁLISE SEQUENCIAL E NO FILTRO 

KALMAN EXTENDIDO 

EDUARDO OLIVEIRA ASSUMPÇÃO FILHO 

RESUMO 

A operação segura de plantas nucieres está ligada a precisão e 

confiabilidade dos sinais provenientes do sistema de monitoração e controle da mesma. 

Este sistema é composto de sensores instalados em vários locais da planta e os sinais 

deles provenientes estão sujeitos a ruídos e falhais que porventura venham ocorrer 

durante seu funcionamento. 

Neste trabalho foi estudada uma metodologia de validação de sinais a fim de 

que 08 requisitos de segurança sejam satisfeitos. Este estudo foi baseado na análise 

sequencial e na estimação ótima de Kalman. 

A análise sequencial, através do teste sequencial de razão de probabilidade, 

foi estudada em uma situação onde há a redundância de instrumentação e foi 

desenvolvido um simulador de um sistema de deteção de falhas, que foi testado contra 

resulteidos de experiências em túnel de vento com 3 termopares redundantes, mostrando 

sua praticidade, economia e facihdade de implementação. 

Para situeições em que não haja redundância de instrumentaição, utilizamos a 

análise da inovação do filtro de estimação ótima, através da utilização de um modelo 

simples de pressurizador de um reator PWR e com a utilizsição de filtro Kalman 

extendido. Os testes foram reailizados contra simulzição de falhas mais frequentemente 

ocorrentes na prática e demonstrou sua viabihdade para uma possível utihzãção prática 

para deteção e isolação de falhas. 



FAILURE DETECTION AND ISOLATION METHODOLOGY BASED 

ON THE SEQUENCIAL ANALYSIS AND EXTENDED KALMAN 

FILTER TECHNIQUE 

EDUARDO OLIVEIRA ASSUMPÇÃO FILHO 

ABSTRACT 

A nuclear power pltint operation relies on accurate and precise response of 

the monitoring system in order to assure a safety operationzd standard during the most 

predictable operational transients. The signed from the sensor are in general 

contaminated with noise and also with the randomic fluctuations making a precise plaint 

assessment uncertain, thus with the possibility of errouneous operator decision or even 

with the false alairm actuation. In preictice the noisy environment could even overcome 

the sensor malfunction misreading the plant operational status. 

In the present work a new failure detection and isolation (FDI) algorithm 

has been developed based on the sequencial analysis and extended Kalman filter residue 

monitorin. The present methodology was been applied to both highly redundamt 

monitoring systems and to nonredudant systems where high signal reliability is required. 

The sequential analysis technique has been applied in a wind-tunnel 

experiment with three redundant temperature sensors. The test results showed a good 

failure detection and isolotion capabihty with the low false eilarm rate. 

In case of nonredundeint systems the extended Kalman filter residue 

monitoring algorithm has been applied. The algorithm has been tested in a simplified 

pressurizer model by comparing against numerical simulation data. The failure detection 
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and isolation test has been performed by simulating the most representative failure 

types, the results showing the method's viability as a candidate for practical 

implementation. 
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CAPÍTULO 1 - INTRODUÇÃO GERAL 

1.1— Introdução 

Em estudos de sisteméis físicos, deparamos com a necessidade de representar 

adequadamente os íispectos maus representativos do comportamento deste, procvirando 

estabelecer as inter-relaições entre algumas variáveis de interesse e os sinais de entrada e 

saída do sistema. 

Através das ferramentas obtidas das teorias de sistemas e controle e dos modelos 

matemáticos descritos por estas, somos capazes de investigar a estrutura e o modo de 

resposta do sistema em questão. 

O grande problema é que para a construção destes modelos temos apenas duas 

informações sobre o comportamento do sistema, o sinal de entrada e a sua resposta, e 

nenhum modelo deste tipo pode fornecer um toted conhecimento do desempenho do 

sistema em questão, pois estas teorias são determinísticas e os modelos matemáticos não 

são perfeitos, representeindo apenas os modos dominamtes ou críticos da resposta do 

sistema deixando de lado zilguns modos que, se forem introduzidos, tornariam o modelo 

impossível para fins práticos. 

Outro ponto que devemos ressailtar é que todo sistema dinâmico é dirigido não só 

pelo sinal de entrada fornecido por nós, mas tzimbém por pertubzições que não podemos 

controlar nem modelar deterministicamente. Estais pertubeições, chamaideis ruído, são 

inerentes a qualquer sistema e podem até estair hgadas com o sinal de entraida, que pode 

não gerar exatamente a resposta desejaida. 

Além do que foi explicado aicima, existe o fato de que os sensores utilizados nas 

medidas das variáveis de interesse não podem fornecer todas informéições que 

gostariamos de ter: ou porque é impossível construir um sensor para a medida desejada, 

ou porque o custo (volume, peso, dinheiro, e tc . ) para coleta desta informação é 

proibitivo para fins práticos. Vale lembrzir que mn sensor também é um sistema e, 

portanto, também tem o seu sinsd alterado por um ruído. 
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Tudo o que foi descrito aicima torna-se mais crítico quando as condições do 

sistema necessitam ser aferidas e ao mesmo tempo serem mantidas dentro de limites 

pré—determinados, requisitos normalmente ligaidos com a segurança e disponibilidade do 

sistema. Na área de segurança esbarraimos no problema de que a confiabilidade de 

sensores individuais normalmente não satisfaizem os reqmsitos de segurança necessários. 

Dessa forma há necessidade de novEis metodologias, que associzidas aos modelos do 

sistema, possam aumentaír a confiabilidade da planta. 

O problema se torna mais crítico na área nuclear, pois a operação segura de 

plantas nucleares depende da precisão dos sinaiis obtidos através de sensores locaJizados 

em diversos pontos do sistema. Estes sensores fornecem sinais contaminados por ruidos, 

tanto da planta nuclear como do sistema de detecção, e caso ocorra falha de um destes 

sensores, esta deve ser identificada e o sineü feílho deve ser isolaido no menor intervalo de 

tempo possível afim de que somente os sinais válidos sejam utilizíidos para decisão e 

alteração do regime de operaição da planta. O ruido que contamina os sinais dos sensores 

podem causar oscilações espurias que devem ser diferenciadas de falhas de pequena 

magnitude afim de que não se incorra numa alta taxa de alarmes fedsos. 

As metodologias desenvolvidas para este fim /l—12/ são conhecidas como 

veilidzição e isoleição de sinais e podem ser entedidas como a deteção, isolação e 

caracterização de sinais falhos, onde estes três processos estão colocados em ordem de 

dificuldade crescente. A tarefa mais difícil destas metodologiaR é identificar aas 

mudanças cuseulais por falhas do sistema de medida deis mudançeis ocassionadas durante 

transientes do processo monitorado. 

Estas metodologias vem sendo estudadas desde o início da década de 40 e tem 

tido papel fundamental em três áreas: aviação, controle de órbitas de satélites e controle 

de plantas nucleares. 



1.2 - Histórico 

As pesquisas iniciais em validação de sinais foram centrarias na metodologia mais 

óbvia, ou seja, na utilização de sensores redundamtes para cada mna das variáveis de 

interesse. As técnicas utilizadas nesta situação podem ser divididas em dois grandes 

grupos; técnicas determinísticas e técnicas estatísticas. 

Dentre as técnicas determinísticas destaicamos: 

— Lógica. 

— Votakção. 

A validação pelo método da lógica utiliza—se de um ailgoritmo que indica a 

existência de alguma anormalidade baseado na informação de que um determinado 

número de sensores encontra-se fora da faixa de operação segura, faixa esta determinada 

pelas condições de operação do sistema em questão. Este aügoritmo tem por desvantaigem 

a não determinação do valor da variável monitorada, além da não deteção e isolação de 

falhas em algum dos sensores do sistema. 

O método da votaição é utilizaido para determinar o valor da variável de interesse 

através de um determinado algoritmo (média aritmética, média ponderada, segundo 

máximo, e t c ) . Embora o adgoritmo não indique a existência de falhas, ele gera o Vcüor 

da variável em questão utilizamdo apenas os sensores que estão com vadores dentro de 

uma faixa pré-estabelecida. 

Corn relação as técnicas estatísticas destacamos; 

— Representaição no espaiço de paridade. 

— Raizão de probatbilidsMle generaüizauia. 

- T e s t e sequencial. 

A representação no espaço de paridade é um método para determinação do grau 

de coerência (ou incoerência) de cada uma das fontes de daidos redundantes que tem por 

objetivo determinar. (1) o subconjunto de dadc« com o maior gram de coerência para ser 



utilizado na estimativa das variáveis de proceso medidas; e (2) a identincação do 

subconjunto com maior grau de incoerência ou falhas na fonte de dados. O grau de 

coerência dos dados é determinado aitravés da checaigem simultânea da coerência relativa 

de pequenos subconjuntos dos dados redimdantes com base num dado limite de erro. 

onde a consistência entre estes sinais é verificada. 

O teste de razão de probabilidade generalizada utiliza uma razão entre duas 

probabilidades que definem um teste de hipótese sobre a pzirte estatística dos sinais. 

Estas hipóteses estão relacionadas com o tipo de falha do sensor e a razão entre elas é 

compairada com limites pré—estabelecidos afim de verificar a existência ou não de falhas 

nos sensores. 

O teste sequencial está baseado numa íuiálise estatística onde uma decisão é 

tomada com base em informações acumuladas através da história passada das medidas 

realizadas. A decisão deve ser tomada entre dois modos, o chamawlo normal e o chamado 

modo alternativo ou degradeido, e é tomada através de um teste de raaão de 

probabilidade. Este teste requisita, em média, o menor número de amostrais para 

identificarão do modo de operaição do sistema paira uma dada probabilidaide de erro. 

Paira o teste, as amostras são consideradas como uma sequência de variáveis randômicas 

gaussianas independentes e através da sua fvinção densidaide de probabihdaide podemos 

chegar numa fórmula recursiva para a razão de probabilidade entre os dois modos. O 

método possui aügumas limitações como insensibilidade para nutuaiçoes graiduais dais 

leituras dos sensores e falhaus de modo comum. 

Quando existe a dificuldade de implementação da redundância física devemos 

lançar mão dos chamados modelos dinâmicos, onde o valor da variável de interesse é 

obtido através de técnicas de estimaição de estado permitindo realizar a deteção de falhas 

através de técnicas computacionais de processamento de sinais. Para este fim assinne-se 

que a dinâmica da planta a ser monitorada é linear e os estimadores de estado utihzados 



são observauJores de Luenberger ou filtros Kalman onde as variáveis do processo são 

modeladas à partir das equações de balanço de massa, momento e energia. Atualmente 

utiliza-se preferencialmente o filtro Kalman pois este nos fornece a melhor estimativa, 

retirauido o máximo de informação das medidas realizadas. Estes métodos foraim 

generalizados com a utihzãção do chamado filtro Kalman extendido / 7 / , onde o modelo 

do sistema monitorado não necessita ser hnear. 

Seguindo esta linha de trabalho, apresentaremos os principais métodos que vem 

sendo estudados quanto à sua potencialidade para utilização prática. Estes estudos vem 

combinando e alteramdo alguns aspectos particulares do filtro de Kalmain, procuréindo 

obter o maior grau possível de eficiência e, ao mesmo tempo, preservar uma simplicidade 

em sua implementação para futura utilização comercial. Ressalta-se que nenhum dos 

métodos que serão apresentados avemçaram ao estágio de aplicsição prática visto que, 

acredita—se, muitos outros métodos poderão ser propostos no decorrer da consolidação da 

técnica que ainda se encontra em seu estágio inicial. 

Todos os métodos apresentados viscun à utilização em pressurizadores de um 

reator tipo PWR, por ser este componente de vital importância no controle da pressão 

do circuito primário do reator, evitando a formação de vapor no interior do nijcleo, o que 

poderia acarretar o rompimento das varetas combustíveis e, em casos extremos, o 

derretimento de partes do núcleo devido a baixa retirada do calor produzido. 

No estágio atual do desenvolvimenío destas técnicas a preocupação maior está na 

determinação das melhores combinaições que podem produzir resdtados confiáveis com 

menor grau de complexidade possível. Dessa forma, os problemas naturais que deverão 

surgir na fase de implementação prática não são, ainda, objeto de estudo e preocupação 

dado o estágio incipiente das metodologias estudadas. Dentre eles destaca-se o problema 

da divergência do filtro que, provalvelmente, será a maior dificuldttde na viabilização 

prática de qualquer metodologia escolhida visto que cada método tem uma melhor 

afinidiule com uma dada técnica de estabilização, 



OB métodos são: 

— Redundância analítica 

— Razão de probabilidade generalizada (GLR) 

— Filtro de aproximação zero 

— Análise de inovação 

A redundância analítica é similar a redundância de sensores exceto que a 

comparação é feita entre uma estimativa analítica da variável de interesse e o valor 

medido pelo sensor. No caso de um sistema de múltiplas saídas, é construído um filtro 

para cada uma das variáveis que, processando todos os dados do sistema, fornece a 

estimativa da variável em questão. Se a diferença entre o valor medido de uma das 

variáveis e sua estimativa for maior do que um limite pré—determinado, é acusada uma 

falha deste Bensor. Este método foi investigado por Clark e Campbell / 4 / no 

pressurizador do LOFT (Loss—Of-Fluid Test Facility), utilizando o modelo desenvolvido 

por Tylee / 5 / . O método foi testado utilizando resultados de uma simulação numérica, 

através das equações de estado, para um transiente de curta duração: degrau de surto 

positivo de 1 lb/s entre 25 e 50 segundos seguido de um surto negativo de mesma 

magnitude entre 75 e 100 segundos, adicionando um ruído da ordem de 1 sigma de cada 

um dos sensores no respectivo resultado fornecido pelo modelo. 

O esquema de deteção e isolação de falhas se dá através da definição das seguintes 

funções: 

= 
< X P 1 " x p 2 X x p l " X P 3 

^2 = < x p2 " x p l X x p 2 " X P 3 

? 3 = ( X

P 3 " x p l X X

P 3 " X P 2 

< P P I -v2 

75 = < T P I - T p 5 ) 2 
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onde x,P,T indicam qualidade, pressão e temperatura, respectivamente 

os índices pi indicam a estimativa do nitro i para a variável indicada 

08 índices pl indicam o valor fornecido pelo sensor da variável indicada 

Dessa forma temos 5 filtros, um dedicado a cada sensor do sistema. 

O filtro 4, dedicado a pressão, foi desensibilizado com relação a esta variável 

introduzindo um valor incorreto e de alta magnitude no parâmetro <x^, de forma a tornair 

a função 7^ fortemente sensível a magnitude da falha simularia através da medida Ppj. 

O mesmo procedimento foi apliceuio ao filtro 5, dedicado a temperatura, com relação a 

Duramte o transiente foraim simulaidats dois tipos de falha: fatlhas tipo degrau e 

presença de ruído no sinal fornecido pelo sensor. 

O período de duração dos testes foi da ordem de 120 segundos e os resultados 

obtidos indicam possível utilizaição prática. 

No método GLR são realizados testes estatísticos sobre a sequência de inovaição 

realizada pelo filtro. O método pode ser dividido em 4 etapas distintas: 

1) FaJhas específicas são assumidas e seu efeito sobre a dinâmica do sistema é 

modelado através de matrizes de assinatura para cada uma destais falhas. 

2) Assume-se que um daido tipo de falhas ocorre num dado instante de tempo e 

sua magnitude é então estimada. 

3) Para cada uma das falhas assumidas na etapa 1 é computada e maxiniizaida 

sua função probaibihdaide. 

4) As funções probabihdade obtidas na etapa anterior são comparadas com um 

limite pré-determinarlo afim de verificar a ocorrência de uma daria faiiha. 

A principal dificuldade encontrada no teste GLR é que cada uma das falhas que 

podem ocorrer na plamta devem ser modeladas maitemáticamente, o que nem sempre é 

possível, além do número de falhas que podem vir a ocorrer ser grande, o que causa 

problemas de desempenho e aumento da carga computaicional. 



Este método foi estudado por Tylee / 5 / para o pressurizador do LOFT. O 

primeiro passo foi desenvolver um modelo simplificado do pressurizador e comparar o 

desempenho do modelo frente aos dados medidos em 2 transientes de curta duração 

resüizados na planta. 

A instrumentíição do pressurizíulor do LOFT consiste em três medidores de nivel, 

um sensor de pressão e um termopar localizEwio na região de líquido. Para cada um dos 

sensores foi construido um filtro Kalman, esquema usado na redundancia funcional, e 

íoxam simuladas numericaimente dois tipos de falhas: falhas tipo degrau e falhas tipo 

rampa. O período de realização dos testes são da ordem de 100 segundos e os resultados 

obtidos mostraram a possibilidade de utilização deste método como detetor e isolaidor de 

falhas. 

O filtro de aproximação zero (ZOA Filter) utiliza-se de filtros não lineares e 

supõe que as íaXhas que venham a ocorrer no funcionaunento do sistema de medida 

podem ser descritas como um repentino desvio dos parâmetros do modelo assumido 

governado por uma distribuição conhecida. Dessa forma podemos calcular a distribuição 

de probabilidade condicional para vim dado desvio e desta forma determinar diretamente 

o regime de funcionamento do sistema em questão. 

Este método foi estudado por Eckert e Loparo / 9 / para o pressurizador do LOFT 

com utilização do modelo desenvolvido por Tylee / 5 / . Supondo a existência de uma falha 

onde, independente do valor da variável de estado, o respectivo sensor sempre indica o 

mesmo valor, foram construídos 4 filtros, um indicando a probabihdade de operaição em 

modo normal, sem falhas, e cada um dos outros 3 indicando falha na temperatura, no 

nível e na pressão, respectivamente. 

Os resultados apresentados foram excelentes, com a vantagem de que erros de 

modelagem da ordem de 10% não alteram a capacidade do teste reconhecer a falha 

existente, além do que erros da ordem de 20% no ruído assumido nas equações de estado 

não causaram variaições no tempo de deteção da falha simulada. No entanto a sua 
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utilização prática apresenta dois problemas extraordinários: construção de filtros não 

lineares e o fato de que para cada uma das falhas postuladas devemos ter um filtro para 

cada uma das variáveis envolvidas. 

Á análise de inovação utiíiza-se de um filtro de Kalman e baseia-se em testes 

estatísticcfi para verificar a existência de mudanças no comportamento da inovação 

realizada pelo filtro, o que indicaria a ocorrência de falhas no sistema de medida. Os 

testes comumente utilizados são: teste de chi—quadrado, teste de média zero, variança 

maior que a esperada e outros. Esta metodologia encontra-se descrita na referência / 6 / 

como uma das possíveis aphcações do filtro Kalman, sendo por nós escolhida devido à 

ausência, na literatura, de estudos de sua viabihdade como detetor de falhas, controle e 

monitoreição de pressurizaidor de reatores PWR. 

Todos os métodos analíticos aqui apresentados se utilizam dos filtros Kalman, 

desta forma um dos problemas a ser resolvido pMa implementação prática, operação em 

longos intervalos de tempo, é quauito a divergência do filtro utilizado. Apenéis foi 

verificada a viabilidade de sua utilização como detetor de falhas, em testes de curta 

duração, a fim de determinar as suas melhores cíiracterísticas e tíimbém as suas 

desvantagens. 

Outro fato a se destacar e que todas as metodologias analíticas aqui apresentadas 

foram aplicíidas ao pressurizador de um reator tipo PWR, através de um modelo 

simplificado desenvolvido por Tylee / 5 / . 

No estágio atual, os estudos de vailidaição de sinais caminham na direção de 

combinar váirias técnicas afim de obter sistemáis de deteção de falhas com aJta 

confiabilidade, baixa carga computacional e executável em tempo real. 
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1.3-Objetivos 

Este trabalho terá por objetivo estudar a viabilidade de desenvolver um sistema 

de deteção e isolação de fíilhas para aplicação na área de controle de plantas nucleares 

que seja confiável, eficiente e económico. 

Para este fim serão pesquisadas e analisEuias as principais metodologias 

apresentstdas na literatura e através da combinação, modificetção e adaptítção das 

mesmas obter o melhor sistema de deteção e isolação de falhas. 

As metodologias escolhidas foram a emálise sequencial de razão de probabihdade, 

para o caso da existencia de sensores redundantes, e a análise da inovsição do filtro de 

estimação ótima, onde pode ou não existir a redundancia de sensores, com a utilização do 

filtro Kalman extendido. 

A análise seqüencial será vista de vuna forma geral pois não necessita de um 

modelo do sistema em estudo, e os resultados calculados serão comparados contra 

resultados experimentais em bancada de testes de túnel de vento. 

Para a análise da inovação utilizaremos o pressurizeidor de um reator do tipo 

PWR , através de modelagem numérica simplificada / 5 / , e utilizaremos a metodologia 

de teste apresentada por Clark e Campbell / 4 / . 

Devemos ressaltar que a análise da inovetção será apenas um estudo de sua 

viabilidade como detetor de falhas, comparando sêü desempenho contra outros estudos 

de viabilidade apresenteidos na literatura, permanecendo ainda , paia, todos os métodos, 

os problemas de sua implementação prática. 
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CAPÍTULO 2 - I N T R O D U Ç Ã O TEÓRICA 

2,1 - Aspectos Grerais 

Neste capítulo procuramos apresentar as teorias fundamentais sobre as quais estão 

bíiseadas as metodologias de validação de sinais, assim como os instrumentos que serão 

utilizeidos no presente trabalho, seguindo os passos percorridos por Maybeck / 6 / . Por 

questões de limitação de espaço, alguns detalhes serão omitidos na presente descrição, 

podendo ser encontrados na referência citada. 

Na seção 2.2 está apresentada a teoria de probabilidade, que será a base de todas 

as metodologias aqui estudadas, onde são definidos os conceitos de distribuição de 

probabilidade, função densidade de probabihdade, variáveis ramdômicas, fimção 

randômica e distribuição gaussiana, assim como os parâmetros estatísticos que as 

descrevem, 

Na seção 2.3 utilizairemos os conceitos apresentados na seção anterior para definir 

modelos de estimação ótima. Nela será apresentada uma metodologia que consiste em 

supor que as medidas realizadas no sistema são combinações hneares das variáveis de 

interesse, assumideis como variáveis randômicas gaussianas, corrompidas por um ruído, 

também randômico gaussiano mas com média zero, e a partir disto obter a melhor 

estimativa das variáveis de interesse. 

Na seção 2.4, visando a construção de modelos dinâmicos de sistema, serão 

definidos os chamados processos estocásticos. Dessa forma, nesta seção, definiremos os 

conceitos de processos estocásticos, processos Gauss—Markovianos, processos gaussianos 

brancos, movimento Browniano, diferenciais estocásticas e integrais estocásticas. 

Na seção 2,5 apresentaremos a obtenção de um dispositivo que, a partir das 

medidas realizadas, nos fornece a melhor estimativa das variáveis de interesse, também 

chamadas de variáveis de estado. Este dispositivo é o chamado filtro Kalmam e está 

baseado em ma modelo onde o sistema em estudo é suposto linear, dirigido por um ruído 
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gaxissiano branco, onde as medidas disponíveis também são lineares e corrompidas por 

um ruído gaussiano branco. 

Na seção 2.6 obteremos o chamado filtro Kailman extendido que tem por função 

obter a melhor estimativa para o caso do sistema em estudo não ser linear, além de 

apresentar um estudo da estatística interna a este tipo de dbpositivo. 

Na seção 2.7 é apresentado o teste sequencial de razão de probabilidade que é 

utilizado quando podemos definir claramente 2 modos de operação do sistema em estudo, 

um chamaido modo normad e outro chamado modo alternativo ou degradado; este método 

é puramente estatístico e está baseado na razão entre as funções distribuição de 

probabihdade paira cada van dos modos. 

2.2 - Teoria de Probabihdade 

A teoria de probabihdade parte do princípio de que, para descrever precisamente 

um experimento, devemos definir um espaço Q, chaunado espaço amostrai, que contém 

todos os resultados possíveis do experimento em questão, ou seja, o espaiço amostrai é a 

coleção de todos resultados possíveis da experiência, onde cada um destes resultados é 

pensado como um ponto do espaço Q. 

Neste contexto o evento A é um subconjunto específico deste espar;o, ou seja, A é 

um subconjunto de Q: A C fi. O evento A é dito ocorrido se o resultado observado o; é 

um elemento de A, w 6 A. 

Dentro deste contexto podemos definir, fazendo uma nova restrição, um espaiço, 

denominado F, que contém uma classe de eventos Ai, A2, A3,etc.. Neste caso Q é um 

conjunto de pontos do espaço n-dimensional t F é uma classe de conjuntos gerados por 

um conjunto da forma: 

A = ur. a» < a, o* € n 

e seus complementos, uniões e intersecções. 
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Desta forma podemac definir uma função propabihdade P(.), que é uma função 

escalíir real, definida em que assinne o valor P(A) para cada A que é membro de F tal 

que: 

1) P(A) > O V A € F 

2) P(fi) = 1 

3) Se Al, A2, A 3 , . . . são elementos de i^e são mutualmente exclusivos, isto é, se 

Ai n Aj = O para todo i i j então P(.U Aj) = ^ P(Ai) 

Portanto temos definido o chamado espaço probabilístico, definido como a trinca 

(Q,F,P) do espaço amostrai. 

Neste contexto definimos como variável randômica escalar a uma função real, 

denotada por x(w) = x, para qualquer conjunto da forma: 

A = uí: x ( w ) < ^ 

para qualquer ^ na reta real 6 R). 

Este conceito pode ser extendido para uma variável randômica vetorial ou vetor 

randômico, x(a/), onde para quíüquer conjunto A C ü temos: 

A = w: x(w) < í para qusJquer í 6 R" 

Pela definição de variável randômica dada acima, todo conjimto da forma 

A = xi(a;) < (i,X2{u) < ^ 2 , • • • . X t , ( w ) < 

possui uma probabilidade, dessa forma podemos definir imia função distribváção de 

probabihdade Fx(í) definida por: 

F x ( 0 = P( [ u;: xío») < e ] ) = P( xi < 6.X2 < o . - . x . < ír, ) 

Esta função possui as seguintes propriedades; 

1) F , ( 0 = ?.^,.^,...yJi(a2,-.M) = P( Xl(u/) < ^U-M^) < ) 

2) F,( 00 ,00 , . . . , 00 ) = P( ur. xi(a/) < oo,...,Xn(aí) < 00) = 1 

3) F x ( í i . 6 . . . . . ^ U = P( ur. ...,Xi(w) <-co,....) = O 
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Pelas propriedades definidas acima podemos usar a função distribuição para gerar 

a probabilidade de qualquer conjunto de eventos que nos interesse. Para este fim 

definiremos uma função densidade de probabilidade que, se existir, nos facilitará os 

cálculos das probabilidades desejadas. 

Se existe uma função f(.) tal que: 

F^(0 = f,ip)dp 
•'—00 

então a função f (/>) é chaimada função densidade de probabilidade, e possui as seguintes 
o 

propriedades: 

^)fy^(Û>0 para todo ( 

2) rfg(0<lí=l 

3) P( ar. x(ü/) e • 1 
^ 1 . ^ 2 ) = Up)dp 

Uma definição de interesse é a de probabilidade condicionada, ou seja, a 

probabilidade de x(w)= Xj condicionada ao fato de y(u;)= yj . Este fato pode ser expresso 

por: 

P(x(u;)= X, I y(u;)= yO = P(x(^)= Xi e y(u>)= y , ) 

P{y('^)= y i ) 

A definição aw;ima só é válida se P(y(u;)= y^) > O e como vamos trabalhar com 

variáveis randômicais contínuas pode ocorrer o fato de P(y(w)= yj) = 0. 

Para contornar ^ t e fato supomos 2 conjuntos A. e B tal que Ax C R" e B C R", 

dessa forma a probabihdade de estar contido em A, condicionada ao fato de y(w) 6 

B, é expressa por: 

P(x(a.) € A I y(<.) 6 B) = P(x(a.) € A e y ( . ) 6 B) 
P ( y ( u ' ) e B ) 

Supondo a existência da função densidade de probaibilidade combinada, expressa 

por fx,y(.,.), podemos escrever a expressão acima da forma: 

P(x(a,) 6 A I y(u;) € B) = • A I b fx.y(í,7)<i7 



e podemos expressar a densidade condicional de x como: 

I b f x . y ( í , 7 ) < Í 7 
y í | y ( u . ) e B ) = 

^x|y(í l^) = — (2.2.1) 

B hÍP)^P 

Fazendo certas considerações sobre os espaços R" e e sobre os conjuntos A e B 

obtemoB a chamada regra de Bayes que pode ser expressa da seguinte forma: 

fyip) 

Um caso importainte ocorre quando as variáveis x e y são independentes, isto é, 

não existe nenhuma relação entre elas. Este fato, pela definição de P(.) é expressa por: 

P(a;:x(w) € A e y(w) € B) = P(u;:x(w) £ A)P(u;:y(u») 6 B) 

Neste caso, pela definição de função distribuição, temos: 

Pía>:x(u;)€A) = F ^ ( 0 

P(u.:y(u;) £ B) = ¥^(p) 

portanto 

^^/(>P) = F^(OFy(/>) para todo ( e p 

e se existir a função densidade teremos: 

Aplicando a regra de Bayes, equação 2.2.1, concluímos que: 

f , i y ( í i í ) = f , ( í ) 

Cabe aqui fazer uma distinção entre eventos independentes e eventos 

mutualmente exclusivos. Evento mutualmente exclusivo é aquele em que a ocorrência do 

evento A imphca na não ocorrência do evento B e vice-versa, isto é, A PI B = 4>, e 

eventos independentes vale a propriedade definida íu;ima. 

Com o que foi zqpresentzwlo acima podemos definir funções de vwiáveis rzindômiczis 

e como estas podem ser tratadas. 

Vamos supor que x é uma variável raindômica que mapeia o espaço eünostred Q no 

espaço n—dimensionsJ R". Considerando imi mapeamento contínuo õ(.) de R" em R*" 
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podemos gerar um vetor y € R" a partir de um vetor x € R" . Este vetor y também será 

uma variável randômica expressa por: 

Y(.) = 6 x(.) 

Esta nova variável gera uma função distribuição induzida pela distribuição de x 

dada por: 

x(u») <p) = F(x:0ix)<p) 

que nos dará uma função densidade induzida expressa por: 

As funções distribuição e densidade de uma variável randômica são entes 

fundamentais para se fazer imia estimativa da forma proposta por este trabalho pelo fato 

de que elas contém todas informsições acerca da variável estudada. Estas funções podem 

ser usawias para computau- o valor esperaido da variável em questão, isto é, o valor médio 

da v a r i á v e l que podemos obter frente à um conjunto de resultados de um experimento 

em que esta variável esteja envolvida. Este valor esperado irá gerar os chamados 

momentos de uma variável randômica. que naida mais são do que parâmetros estatísticos 

q u e caxac te r izEun a s f u n ç õ e s distribuição e densidade. 

Seja X um vetor reuidômico n—dimensional com uma função densidade f (0) ^ X 

uma função m—dimensional de x dada por: 

x(.) 

Dessa forma definimos valor esperado de y como: 

E [ y ] = r ^oyodí= r pf(p)àp (2.2.2) 

onde fy(^) é a função induzida de y. 

O valor esperado é uma transformação hnear e, portanto, possui as seguintes 

propriedades: 

1) E[cy] = c.E[y] 

2) E[y^ + yJ = E[y; + E[yJ 
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Das propriedades acima, paia uma matriz A conhecida temos: 

E[Ay] = A.E[y] 

Fazendo S{x) - x podemos gerar o primeiro momento de x, chamado média de x, 

dado por: 

m = E[x]= r í y O d í (2.2.3) 

T 

Considere Eigora a função S(x) = X ' X . Definimos como segundo (não centríJ) 

momento a matriz i>, chamada matriz correlarião de x. dada por; 

^ = E [ x . x ' ^ ] = r 

T 

Vamos considerar õ{x) = (x — m)(x — m) e definir uma matriz P, chameida 

matriz covariança de x̂  e Xj, que pode ser expressa por: P = E[(x - m)(x - m)" :̂ ( í - m ) ( í - m ) ' ^ f ^ ( í ) d í (2.2.4) 
—00 

Assim sendo P é chaunada segundo momento centrad e a variauiça de caída 

elemento de x é dada pelo valor da diagonal de P, ou seja; 

A raiz quaidrada de P-- é chamado de desvio padrão de x- e denotado por <r. 

portamto; 

P.. = (2.2.5) n 1 ^ ' 

O coeficiente de correlação de x. e é dado pela seguinte expressão: 

P . . 
r . . = - - i l _ 

Se r-j é igual a zero significa que x- e Xj são não correlau:ionadas. 

Consequentemente P será uma matriz diagonad se r-j = O para todo i e j com i / j e x 

será um vetor composto de elementos não correlaicionaidos. 

As informaições fornecidas por estes momentos estão relacionadas com a função 

densidade (ou distribuição) da seguinte forma; A média estabelece onde a densidade está 
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centrada e a variança nos dà uma indicação da dispersão da densidîuie ào redor da 

média, 

Por fim podemos definir \xm& matriz de correlação cruzada entre x e y, e uma 

matriz de covariança cruzada entre x e y, dadas respectivamente por: 

- 0 0 - 0 0 

fOO 

(2.2.6) 

P^y = E[(x - m^)(y - m/] = 
- 0 0 - 0 0 

{(-m^)ip-m^y {^^y{tp)didp 

(2.2.7) 

E importante observar que se x e y são não correlacionados teremos: 

E[x.y'r] = E[xMy'^] = m^.my (2.2.8) 

que é equivalente a condição de que E[(x- - m •)(y • - m •)] para todo i e j . 
1 XI j y j 

Outra propriedade importante é a ortogonalidade entre dois vetores randômicos, 

definida pelo fato de sua matriz de correlação, dada pela eq. 2.2.8, ser igual a zero, ou 

seja: 

E[x.y'^] = 0 

Esta propriedade fornece um meio de definir estimativa ótima: Se fizermos uma 

estimativa x"̂  do vetor x baseado nos dados medidos z, esta estimativa é dita ótima se o 

vetor (x — x"*") for ortogonal ao vetor z. Este conceito geométrico, chamaido de projeções 

ortogonais, é um instrumento de obtenção de estimadores ótimos, e foi o meio 

originalmente usado para a obtenção do filtro Kalman. 

Vamos supor que possuímos duas variáveis randômicas, x e y,que mapeiam Q nos 

espaços R° e respectivamente, e uma função contínua z dada por: 
z(.) = 9 x(.) 

Dessa forma z também é uma variável randômica que mapeia Q no espaço R̂ , e 

sua expectativa condicional, ou média condiciona de z, é dada por: 

18 



•|y = y. 

o fato acima implica que: 

E y [ E j z | y = y( . ) ] ] = E j 2 ] 

A expectativa condicional também pode ser vista como uma função E 

que mapeia a variável z nvmi vetor E^[z |y = y J É R̂ . 

Vamos agora definir uma função que terá grande utilidade para o fim a que nos 

propomos. Esta fvmção é chamatda de função característica e é expressa por: 

T 
exp(j/I x) 

rflO ftD 
. T exp(j,I^x)-f^(í)díi . . .dí^ (2.2.9) 

-—OD 00 

onde j = (-1)^/2. 

Observando a equação 2.2.9, vemos que a função característica nada mais é do 

que a transformada de fourier da função densidade da variável x. 

A razão para a definição da função característica é que através dela podemos 

facilmente obter os momentos da variável x. 

Calculando a derivada de é{n) com respeito a componente k do vetor fi teremos: 

Dividindo o resultedo acima por j e availiando o resultado em /I = O obtemos: 

—00 

ík'exp(j/I'^x).f^(Od^ 

1 M ¿ 1 
roo 

—00 

f k - y í ) d í = E[xg 

Observando o procedimento 2«:ima podemos provar, por indução, que o n—ésimo 

momento não centrjj de x é dado pela equação abaixo. 

Eíx, x,...Xt^] = \/^Í^f^ u (2.2.10) 

Outra propriedade da função característica que é muito importante, ocorre 

quando temos uma variável z que é a soma de duas variáveis, x e y, independentes, ou 

seja: 

z = X + y 
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Neste caso pode—se mostrar que: 

''—CD 

que é uma integral de convolução e podemos mostrar que a transformada de Fourier de 

uma convolução é o produto de 2 funções, ou seja: 

Passaremos agora a tratar um tipo de variável randômica de particular interesse, 

chamada gaussiana, pois ela nos fornece um modelo adequado do comportamento 

randômico de muitos fenômenos observados na natureza, além de produzir modelos 

matemáticos tratáveis em que estão baseados os estimadores de estado. 

Um vetor reuidômico é dito gaussitmo quemdo sua função densidade pode ser 

expressa da seguinte forma: 

ao = 1 • - _ l _ . ( ^ _ m ) V l ( í - m ) 

onde I. I expressa o determinante da matriz em questão. 

A função característica da gaussiema vale: 

= exp • T 1 T D • }(i m 2—ft 'P'fi 

E[x.x^] = P + m - m ^ 

Usando a função característica e a equeição 2.2.10 é fácil provar que: 

E[x] = m (2.2.11) 

(2.2.12) 

E [ ( x - m ) ( x - m ) M = P (2 213) 

Um resultado importante a ser discutido é a densidade condicional gaussiana. Se x 

e y é um vetor gaussiano conjunto, f SCp) Pode ser escrita, aphcando a regra de Bayes, 

eq. 2.2.1, e algumas reduções algébricas, da seguinte forma; 

( 2 t ) ^ i"/2. p 1/2] ^ e x p T — l — U - m , )'^.P~} -U-
x l y J L ^ x|y^ x | y 

onde 

,-l< m i = m + P 'P~ (p-m ) x |y X ^ xy yy '̂̂  y^ 

P , = P - P .P~^ .P xjy XX xy yy yx 
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Dessa forma se x representa nossas variáveis de interesse e y modela as medidas 

disponíveis, então f^jj|y(íl/>) representa a densidade condicional das variáveis de 

interesse, condicionada ao conhecimento de que y assume um resultado em particular. 

Como esta densidade também é gaussiana, a média condicional é, obviamente, uma 

escolha válida como estimador do vetor x. Dentro destas circunstâncias, o estimador 

E^[x|y = y(.)] é um vetor gaussiano randômico o quaJ é uma combinação linear dos 

componentes de y(.): 

E J x l y = y(.)] = m^ + P^yP ; J [y( . ) -m (2.2.14) 

Além disso, o erro nesta estimativa, ( x — E^[x(y = y( )]), como pode ser 

mostrado, é um vetor gaussiamo randômico independente de quaüquer vetor randômico 

obtido através de tramsformações lineaires sobre o vetor y, significando que não existe 

nenhuma informação contida em y que não foi utilizada para estimar o vaüor aissumido 

por X, ou seja, obtemos a melhor estimativa de x com ats informações contidais em y. 

Como no desenvolvimento de modelos para fenômenos e processos randômicos 

iremos ter de faaer várias operações com variáveis ramdômicas, e como vairiáveis 

gaussiainas representam vários fenômenos naturais, passaremos aigora a estudar operações 

hneares com vetor^ gaussiamos e observaremos que este tipo de operação preserva o 

caráter gaussiano dais variáveis em questão. 

Se x é uma variável gaussiama n-dimensional com média m e covariamça F , e 

A é uma matriz (n x n) conhecida e não randômica então y = Ax será dado por. 

T 
exp(j,i y) = E. T 

expüfi Ax) = E T 
exp(j[A fí]x) = ^^(a '^ / í ) 

mas X é gaussiana portanto: 

j(A V n , ^ - 4 - . ( a T , , ) T . p^^. ( a T ^ ) ' 

= exp j , , T a ^ ^ _ ^ . / . ( A P ^ a T ) . ^ ' 

portanto y será uma gaussiana com: 

m = A m e P = A P A 
y X y XX 

(2.2.15) 
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Se X e y são gaussianas conjuntas e A e B s&o duas matrizes conhecidas podemos 

mostrar que z = Ax + By é gaussiana com: 

= + B»-y ' P . z = A P ^ A T + A P ^ B T + B P ^ A T + B P ^ ^ 

2.3 — Estimação em Modelos Lineares Gaussianos 

Considerando um sistema linear gaussiano, as variáveis de estado podem ser 

relacionadas às medidíts obtidas do sistema, se for conhecida a resposta do sistema de 

medida com as variaições das variáveis de estado. 

Para a estimação seguiremos os seguintes paissos: 

1) As vairiáveis à serem estimadas serão colocadas como componentes de um vetor 

n—dimensional x. 

2) As m medidas disponíveis serão componentes de um vetor m—dimensional z. 

3) O conjunto de vetores z serão tomados como uma combinaição linear das 

variáveis de interesse, corrompidas por um ruido v de m dimensões: 

2 = Hx + V onde H é uma matriz (m x n) conhecida (2.3.1) 

4) O modelo probabilístico proposto é da forma de vau-iáveis randômicas, onde os 

valores possíveis do vetor x é tomado como sendo uma gaussiana com média x" e 

covariança P (onde o sinal - indica o valor da variável antes da incorporação da 

medida e o sinal + o valor depois desta incorporaição). Da mesma forma v será uma 

gaussiana com media zero e covariança R, assumindo também que x e v são 

independentes. 

5) O critério que vaimos adotai paira avadiaição do desempenho do algoritmo 

utilizado para a estimativa será o critério Bayesiano, em que estaremos interessados em 

gerar uma descrição completa da distribuição de probabilidade da variável de interesse. 

Como estairemcs interessados em estimaír o valor da variável x, saibendo o vailor da 

medida z{u>) — z, estaremos na verdade interessados em gerar a função densidade 

condicional íjjjgííl*)-
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Como já foi mostrado, fj^j^ííl*) é gaussiana, e como x e v são independentes e 

não correlacionados, temos que: 

Se definirmos u e 7 como: 

u = 7 = 

podemos escrever f (tv) como f ( 7 ) que é uma gaussiana com 

"^u = Puu = 
fP" O' 
O R 

Mas uma transformação linear de uma gaussiana, como já foi mostrado em 2.2.15, 

continua sendo uma gaussiana; dessa forma podemos definir uma nova variável w dada 

por: 

w = ri 0 ' 
- -
x X x ' 

H I. V Hx +v^ z 

isto nada mas é do que definir w = Au e provamos que teremos uma gaussiana com: 

m = 
w 

ri 01 X X 

H I. • 0 

P = 
ww 

I 0' 0 ' 
H I . 0 .0 I 

p""h'^ 

Como já foi mostrado vemos que, neste caso, í^uí^N) ^ gaussiana com: 

x"*" = x~ + [ P ~ H ^ ] [ H P " B ^ + R r ' [ z - Hx"] 

[ P ' ^ ' ^ ] [ H P ~ h ' ^ + R ] ~ ^ [ H P 1 

, - l r 

Se definirmos uma matriz K, chamíida de matriz de ganho, como sendo 

K = P ~ H . [ H P ~ h ' ^ + R] -^ (2.3 2) 

teremos portanto: 

x"'" = x - + K . [ z - H x " l (2.3.3) 

= P ~ + K . [ H P " 1 (2.3.4) 

Como x"*" é a média da densidade condicional gaussiana simétrica f^lz^^l^)' 
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podemos escolhe—la como a estimativa ótima da variável de interesse. 

Se escolhermos x"*" como sendo a estimativa de x, o vetor [x - x" ]̂ é a gaussiana 

que descreve o erro cometido nesta estimativa. Dessa forma temos: 

e = X - x"^ 

Pode-^Be mostrar que a média condicional de e é zero e a variança condicional vale 

Exle-e'^ |2 = z] = E j ( x - x'*')(x - x"*-)"̂  |z = z] = P + 

Assim, se escolhermos x"*" como uma estimativa de x, P"^ calculado acima é a 

covariança que descreve o erro cometido nesta estimativa. 

2.4 — I^rocessos Estocásticos 

Com o algoritmo para a estimação da variável de interesse definido, dado pelas 

equações 2.3.2 a 2.3.4, passaremos agora a estudar luna forma de introduzir a dinâmica 

do sistema em estudo. Com esta finalidade paissaremos a estudar os chatmados processos 

estocásticos. 

Um processo estocastico pode ser definido como sendo uma família de variáveis 

randômicas x(t,^) onde t€ T é usualmente a variável tempo e ( pertence ao espaço 

amostrai Q. A idéia de processo estocastico é uma generalização da idéia de variável 

randômica, no sentido de que cada experimento é associado uma função do tempo ao 

invés de um número ou vetor real. Dependendo da natvireza do conjunto dos índices T, 

os processos estocásticos são classificados como contínuos ou discretos no tempo, 

conforme T seja respectivamente o intervado (—00,00) ou o conjunto dos inteiros. 

Como pode ser visto pela. definição de processo estocastico, os conceitos e 

ferramentas da teoria da probabilidade apresentados até agora podem ser rapidamente 

aplicados no estudo dos processos estocásticos. 

A função valor médio, ou média m (.) do processo x(.) é definida para todo te T 

por: 

m^(t) = E[x(t)] 
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isto é, o valor médio de x(.) no instante t, onde a média é tomada sobre todo o conjunto 

de amostras do processo até aquele instante. Uma indicação da disperção dos valores em 

torno da média no tempo t, m (t), é dada pela matriz covariança P-_,(.), definida pela 

equação 2.2.7. 

Uma generalização do conceito dado acima, que contém a informação da rapidez 

da mudança do valor x(t) ao longo do tempo, é da pelo Kernel da covariança Pj^j^í,), 

definida para todo t^yÍ2'^ P°^' 

o conceito de segundo momento não central pode ser generalizado pelo Kernel da 

correlação ^j^j^l.) definido para todo i^,^^^ T por: 

'^xx(h'*2) = E[x(tpx(t2)'^] 

Das definições dadas acima podemos ver que: 

^xx^h-V = P x x í h - V + ^x(h) '""x(V'^ 

portanto se x(.) é um processo com médio zero, i'j^i^i>^2^ = ^xx(h'^2^' 

Para caracterizar a interrrelação entre dois processos x(.) e y(.), utilizaremos o 

Kernel da correlação cruzada, P^y(.,.), definida paira todo ^^,^2'^ como: 

P^yítj.ts) = E[(x(tj) - in^(t i ) ) . (y( t2) -my(t2))'^] 

Outros conceitos da teoria da probabilidade que devemos definir são os conceitos 

de independência e não correla^;ão. Um processo x(.) é dito independente (no tempo) ou 

branco se, para qualquer escolha de '•j.t2,..t^c T, x(tj),x(t2),...,x(t^) formam um 

conjunto de vetores randômicos independentes. 

De maneira similar, um processo x(.,.) é dito não correlaw:ionado (no tempo) se, 

para todo t j,t2e T exceto para t^ = tg, 

^xx(h-*2) = E[x(ti)x(t2)'^] = E[x(tj)]E[x(t2)'^; 

ou 

P x x ( h ' 9 = O 
Por compairação, dois processos x(.) e y(.) são não correlacionados entre si se. 
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para todo tj.tgC T (inclusive para t j = t2), 

^xx(h'*2) = EWh)y(^2)'^î = E[x(ti)]E[y(t2)'^] 

ou 

Uma caracterização particular de um processo estocastico é saber quando este é 

ou não estacionário. Um processo x(.,.) é dito estacionário em sentido amplo se, para 

todo t, T € T, os seguintes critérios são encontrados: 

1) E[x(t)x(t)'^] é finito. 

2) E[x(t)] é constante. 

T 

3) E[(x(t) — m^)(x(t + r) — m^) ] depende apenas da diferença de tempo r. 

Pela definição acima, os Kernel da correleição e da covariança ^.,_,-(t,t + r) e 

F (t,t + r) para um processo x(.,.) estacionário em sentido amplo são função apenas da 

diferença de tempo r. 

Neste ponto devemos relembríir que nosso objetivo e criar modelos matemáticos 

que tratáveis e íuiequeulos que nos permitam estudar o comportamento do sistema em 

que esteunos interessados. Este fato só ocorrerá com os chamíwJos processos 

Gauss-Markovianos. 

Um processo é dito gaussiano quando as densidades de probabilidades conjuntas 

P{x(tj),x(t2)... ,x(t^)} para qualquer conjunto tj,t2 ..,t^ for gaijssiana. 

Um processo é dito markoviano quando a previsão do futuro se baseia apenas no 

conhecimento do presente, sem requerer, necessariamente, o conhecimento do passado, 

ou seja, se t j < t2<. . .< 

P{x ( tJ |x ( t^_ l ) , . . . , x ( t i ) } = P { x ( t J | x ( t ^ j ) } 

Como todo sistema possui um ruído associado aos dados de entrada e saída este 

também deve ser definido de tal forma que possa ser tratado matematicamente. Para 

este fim definimos o chamado processo gaussiano branco. 
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Um processo é gaussiano branco se, para quadquer escolha de tj,t2,...,t^ 6 T, os N 

vetores randômicos x(tj,.),x(t2) x(tjj) forem vetores ramdômicos gaussianos 

independentes. Dessa forma se T for um conjunto de instantes discretos de tempo 

teremos que: 

Se tomarmos T como um conjunto de intervalos de tempo, mn processo gaussiano 

branco imphca na não correlatção entre x(t-) e x(tj), a não ser para t- e tj separados por 

luna quantidade infinitesimal: 

Se considerarmos um processo gaussiana branco estacionário, não no sentido 

T 

amplo visto que E[x(t-)x (tj)] não é finito, teremos que a densidade espectral de 

potência deste processo será constamte sobre todas as frequências, e este será um processo 

com potência infinita, o que não existe. Portanto, se estamos interessados em 

desenvolver um modelo de sistema contínuo na forma de equações diferencias lineares 

dirigidas por este processo, temos que a solução para as equações diferenciais não podem 

ser obtidas rigorosamente por este processo. 

Para este fim lançaremos mão do chamado movimento Browniano, através dele 

poderemos modelar o sistema por meio de equaições diferenciais estocásticas cujas 

soluções podem ser obtidas. 

O processo ^(.,.) é definido como um processo de difusão através de movimento 

Browniano se: 

1) É um processo com incrementos independentes 

2) O incremento for uma variável randômica gaussiana de tal forma que, para 

qualquer t^ e tg dentro do intervalo T, 

E{l^(t2) - ^ t j ) ] } = O 

E M t 2 ) - / 3 ( t i ) ] 2 } = q | t 2 - t j | 
3) /?(tQ,a;.) = O para todo w- € 
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Como ;^tj,.) é uma variável randômica composta da soma de incrementos 

independentes gaussianos, esta tatmbém é gaussiana com estatística dada por: 

m^ = E[;3(t.)] = 0 

dessa forma o valor q nos indica quEo rapidamente o valor quadrático médio de 0{.,.) 

diverge do seu valor zero no instante tQ. 

Podemos agora fazei uma extensão e definir um vetor movimento browniano 

como um processo estocastico vetorial que possui incrementos independentes 

gaussianos com: 

Tl rt 
E í l ^ t g ) - Pit^Wt^) - P{^i)Y) = I ^ Q(t)dt 

para tg > t j , e Q(t) é simétrica e positiva semidefinida para todo t 6 T e Q(t) é pelo 

menos contínua por partes. O vetor gaussiano branco correspondente pode ser definido 

como a hipotética derivada temporal do vetor movimento Browniano: um processo 

gaussiano w(.,.) com 

E[w(t)] = O 

E[w(t)w'^(t')] = Q ( t ) 5 ( t - f ) 

para todo t,t* 6 T, com a mesma definição para Q(t). 

Passaremos agora a considerar as chamadas integrais estocásticas, para isto 

devemos lembrar da definição básica da integral como o limite de iima soma, e analisar 

quais as condições em que este limite existe. Para a definição rigorosa destas integreds 

necessitamos de conceito» definidos em análise funcional, que serão introduzidc« a<iui 

heurísticamente. 

Se a(.) é xuna função escalar conhecida contínua por partes e ^(.,.) é van 

movimento Browniano escalar com difusão q(t) para todo t € T = [0,03), queremos dar 
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sentido a exprassão 

I(t,.) = f a(r)d;í(r,.) 
h o 

chamada de integral eatocástica escalar. Para que esta expressão tenha sentido a integral 

rt 
de Riemann a(r) q(r)dr deve ter um valor finito. Desta forma podemos definir 

O 

construtivamente a integral como a soma de N incrementos randômicos variáveis, ou 

seja: 
N „ - 1 rt 

1 ^ 0 
O 

a prova desta igualdade encontra—se em / 6 / e não será feita aqui. 

Extendendo este conceito para o caso vetorial teremos que o vetor movimento 

Browniano s—dimensional /?(.,.) é um processo gaussiano composto de incrementos 

independentes com estatística 

E[^(t)] = O 

E M t 2 ) - / 9 ( t p M t 2 ) - ^ t ^ ) ] ^ } = 
rt 

Q(T)dr 

O 

com a matriz difusão s x s Q(t) simétrica positiva definida e Q(.) uma matriz composta 

de funções contínuas por partes. Se A(.) é uma matriz n x s de funções temporais 

contínuas por partes, podemos definir uma integral estocástica vetorial n—dimensional 

dada por. 

I(t,.) = t A(r)dí(T) 

significando que I(t,,) é o valor do limite de convergência pela média quadrática da 

integral Ijq{t,.). 

O vetor I(t,.) é gaussiano com estatística 

E[I(t)] = O 
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E[I(t)l'^{t)] = f A(r)Q(r)A'J'(r)dr 

Vendo este resulteido em função d e t € T e a / € Q , o processo estocastico é ele 

mesmo mn movimento Browniauio com difusão redefinida por: 

E{[I(t2) - I(tp][I(t2) - I ( t i ) f } = f 2 A(r)Q(T)AT(r)dr 

Dada. uma integral estocástica na forma 

I(t) = i(to) + 
rt 

A ( T ) d ^ r ) 

O 

a diferenciad estocástica de I(t) pode ser definida como 

dl(t) = A(r)d^(r) (2.4.1) 

Esta diferencial está definida na forma de integral estocástica e, como o 

movimento Browniamo não é diferenciável, esta expressão só tem sentido se dl(t) 

integrada no intervalo de tQ até um instante t fixo nos fornecer uma variável randômica, 

ou seja: 

rt 

por: 

dl(t) = I(t) - I(tQ) 

"O 

Vamos supor que temos uma integral estocástica, denotatda por b(.,.), definida 

s(t) = s(to) + r A(r)dAr) 

Assumiremos que existe uma matriz de funções diferenciáveis, D(.), e um processo 

randômico y(.) definido por: 

y(t) = D(t)s(t) 

Particionando o intervalo [to,t) em N intervalos e utilizando o teorema do valor 

médio pódeme» escrever: 

y(*^ ^ ( ^ i ) ^ + l - + ^(*i)[«(h+l) - «(*i)] + D(to)s(to) 
i = 0 
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Tomando o íimite da média quadrática, com N -» x, teremos: 

y(t) = 
ft . rt 

D(r)B(T)dr + D(r)dB(r) + D(to)8(to) (2.4.2) 

^ 0 " 0 

O primeiro termo da expressão acima pode ser interpretado como uma integral de 

Riemann comum para cada uma das funções amostradas 8(.,Wj) de b(.,.), em 

compensação o segundo termo é uma integral estocástica e só pode ser definida no 

sentido de média quadrática. 

Tomemdo a equação 2.4.2 e a equeição 2.4.1 podemos escrever: 

dy(t) = D(t)8(t) + D(t)d8(t) 

Voltando ao nosso problema, queremos um modelo de sistema da forma x(t) = 

F(t)x(t) + G(t)w(t), que pode ser escrita, na forma diferencial, como: 

dx(t) = F(t)x(t)dt + G(t)d/Í(t) 

Retomando a interpretação de diferenciais estocásticas, queremos encontrar um 

processo x(.,.) que satisfaz a seguinte equação: 

x(t) = x(to) + 
rt rt 

F(T)x(r)dr+ G(r)d^r) 

tn hr "O "O 

Podemos mostrar que a solução da equação acima / 6 / é da forma: 

x(t) = <|>(t,to)x(t) + f <Kt,r)G(r)d^r) (2.4.3) 

onde <|)(t,to) é chamada de matriz transição e satisfaz as seguintes propriedades: 

1) (t)(t,to) = F(t)(Kt,to) 

2) <Kto,to) = I 

Passaremos agora a caracterizar as propriedades estatísticas da solução acima. 

A média m (.) para todo t e T vale: 

m^(.) = E[x(t)] = <l)(t,to)E[x(to)] + E Mi,r)G{r)dfi{r) 

*0 

rt 

m^(t) = <Kt,to)m (̂to) 

CCî' 
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isto porque a integral estocástica tem média zero por definição. 

T 

O valor médio quaidrático de x(t) é obtido a partir de E[x(t)x (t)], que possui 4 

termos. Como o movimento Browniano é implicitamente independente de x(to) os 

termos cruzados são iguaiis a zero, e podemos escrever o valor médio quadrático, ou 

matriz correlaição, como: 

E[x(t)x'^(t)] = <Kt,to)E[x(t)x'r(t)<|>'r(t,to) + f ^t,r)G{T)Q{r)G^{T)f{t,r)dT 

onde Q(t) é o valor de difusão do movimento Browniano ^(.,.) no instante t. 

A covariança pode ser deduzida a partir do valor quadrático médio fazendo as 

substituições definidas pela equação 2.2.12 para t e tg e teremos: 

Px^(t) = (Kt,to)P„(to)4>'̂ (t,to) + f ^i,r)G{r)Qir)G^(r)f{t,r)dr 
xx^ 

"O 

Para especificarmos completamente a densidade de probabilidade do processo 

x(.,.), devemos obter o kernel da covariança P (t-.t-). 

Supondo t2 > t j > to, temos: 

x(t2) = <|)(t2,to)x(to) + r2(Kt2,r)G(r)d^r) 
*0 

= <Kt2,ti)<|)(ti,to)x(t) + ^t2,t^)\^ ^t^,T)G(T)d0ÍT) 

^0 
rtr 

<|)(t2,r)G(r)d^T) 

1̂ 
rtr 

= <Kt2.ti)x(tj) + ^(Kt2,T)G(r)d/3(T) 

h 

como o incremento em ^(.,.) dentro do intervalo [t2,t2) é independente do incremento no 

T 

intervalo [to,tj) e também de x(to), a autocorrelação E[x(t2)x ( t ^ ] pode ser escrita da 

seguinte forma: 

E[x(t2)x'r(ti)] = (Kt2,ti)E[x(tj)xT(tp 
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portanto o kernel da covariança para ^2^*2 vale: 

Urna observação mais cuidadosa da solução deduzida acima nos mostra que o 

processo x(.,.) não só é gaussiano, mas sim um processo Gauss—Markoviano. 

Entretauíto, é mais conviniente utilizaír um conjimto de equaições diferenciaos para 

m (t) e P.^.^(t) de forma a descrever a evolução destas variáveis no tempo. 

A propagaição de m (t) é expressa por: 

m^(t) = (Í)(t,to)m^(to) = F(t)<|)(t,to)m^(to) 

m^(t) = F(t)m^(to) (2.4.4) 

Diferenciando a equaição de P-_(t) e aplicando a regra de Leibnitz podemos 
X>/v 

escrever a equação de propagação para a covariança, que será expressa por: 

P^^(t) = F(t)P^^(t) + P^(t)F'^(t) + G(t)Q(t)G'^(t) (2.4.5) 

As equações 2.4.4 e 2.4.5 são as equaições que regem o modelo dinámico aqui 

adotado. Os controles determinísticos podem ser a«:rescentados sem aumento de 

complexidade para a dedução feita até aqui, fornecendo o seguinte resultado: 

rt rt 
x(t) = (Kt,to)x(to) + (Kt,r)B(r)u(T)dT + (j)(t,T)G(r)d/9(r) 

tr O '^0 
rt 

<j>(t,r)B(T)u(T)dr é vun vetor n—dimensional conhecido, este não 

introduz nenhuma incerteza adicional ao modelo, afetando apenas a média, que passa a 

ser expressa por: 

rt 
m^(t) = <j)(t,to)m^(to) + ([<t,r)B(r)u(r)dr 

Para completar nosso modelo devemos introduzir as medidas das variáveis do 

sistema que nos são disponíveis, Estas medidas sSo descritas por: 

z(t.) = H(t.)x(t^) + v(tp 

onde o número de medidas m é tipicamente menor do que a dimensão do vetor estado do 

Como 
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sistema, H(t-) é chamada matriz medida e relawíiona as medidas realizadas com as 

variáveis de estado e v(t-) é mn vetor m-dimensional que representa o ruido na medida 

realizada. 

Os dcidos reaiis dos sensores serão reahzaições da equaição arrima, ou seja: 

z ( t ) = z(t^,wj^) = H(t.)x(t.,wj^) + v(t.,wj^) 

O vetor ruido v(.,.) é assumido como um processo estocastico gaussiéino branco 

com: 

E[v(tp] = O 

E[v(t.)vT(tp] = 
R{t) t. = t̂  

O t̂  # tj 

Nossa atenção está voltada para um modelo de dinâmica contínua no tempo com 

medidas discretas no tempo por ser este mais próximo da situação real. 

Este modelo nos fornece o seguinte resultado para a média das medidas: 

m^(t.) = H(t^)E[x(t^)] + E[v(t^)] 

m^{t^) = H(tj)m^(tp 

O kernel da covariança, como pode ser demonstrado / 6 / , é dado por: 

.H(t.)P^(t,,t.)Hl'(tp + !Ktp t. = t¡ 

Temos agora um modelo completo para o nosso sistema, levando em conta sua 

dinâmica e o ruído associado a ele. 

2.5 — Filtro Kedman Linear 

Partindo do princípio de que o sistema que nos interessa pode ser representado 

pela equação 

-4 x(t) = F(t)x(t) + B(t)u(t) + G(t)w(t) 

onde x(t) é o estado do sistema no instante t, F(t) é uma matriz n x n que nos informa 

quaJ a dinâmica do sistema, B(t) é uma matriz n x r e u(t) é um vetor r—dimensioneJ 

que estão relacionados com os dados de controle do sistema e G(t) é uma matriz n x n 
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que está relacionada com o ruido dos dados de entrada. Como a eqiiação acima está 

simplificada w(t) é um vetor s-dimensional que representa um ruido gaussiano branco 

com: 

E[w(t)] = O 

E[w(t)wT(tO] = Q(t)í(t - V) 

A equEição diferencial de estado é propagada a partir de urna condição inicid x(to) 

onde 

E[x(to)] = xo 

E [ ( x - x o ) ( x - x o ) ' ^ ] = Po 

As medideis são feitas em pontos discretos tj,t2,.-)t-, e são modeladas pela 

seguinte relação; 

z{t) = H(tpx(tp + v{t) 

onde z(.) é um vetor m—dimensional que contém a medida efetuada, H(.) é uma 

matriz m x m que relaciona a medida com as variáveis de estado, e v(.) é um vetor 

m-dimensional gaussiano branco com: 

E[v(t^)] = O 

E[v(t.)v'^(tj)] = 
R t̂  = tj 

O t ^ ^ t j 

onde R(t^) é urna matriz m x m simétrica e positiva definida, implicando que todas 

componentes do vetor são corrompidas por ruidos, e que não existe uma combinação 

linear destas componentes que esteja livre de ruido. 

Para a dedução das equações que regem o filtro Kalman iremos partir do seguinte 

raciocínio; primeiro fazemos uma medida em t- ^ e fazemos uma estimativa de xf e 

P"!" , usando a equação de estado do sistema propagamos a estimativa até o tempo t-
* i - l ^ 

onde uma nova medida e uma nova estimativa x*!" e P'f é efetuada. 
t . t . 
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Para se fazer a estimativa utilizaremos as equações 2.3.2, 2.3.3 e 2.3.4 que são: 

x t = x : + K [ z - H x : ] e p t ^ P : - K H P : 

*i-i ^ - 1 V i M-1 \-i V i 
onde 

K = P : H'^[HP: H"̂  + R]"^ 
1 - 1 1 - 1 

Falta, portanto, resolver a equaição de estíudo do sistema e construir um algoritmo 

para propaga esta estimativa do instante t^_-^ até o instante t-. Do ponto de vista 

Bayesiano, estamos realmente interessados na densidade de probabilidade para x(t._j) 

condicionada as mediadas feitais até aquele instante, f /, m /+ )> e como 

xitj_i;|2(Vp Vi 

esta densidade pode ser propaigada até o instante de utma nova medida para geraír 

f x ( t ) | . ( t / í l \ ) 

Para iniciar a dedução assumiremos que f /. /, a(ÍIz, ) é uma 

xit-_jj lz(t j_j; t ._j 

densidade concional gaussiavna onde podemos definir x(t'|'_j) e P(t"|'_j) como a media 

condicional e a covariança condicional, respectivamente: 

x ( t | _ i ) = E [ x ( t | _ i ) | z ( t . _ i ) = z . _ i ] 

P ( t | _ i ) = E{[x(t^_j) - x(t+_i)][x(t^_j) - x(t+_i)]'R|z(t^_P = z._i } 

Durante a dedução das equaições de propagação do filtro iremos verificar que a 

covairiança condicional é iguail a covariança não condicionad. Em outras padavrais, a 

covariança não depende dos valores atuaiis das medidas readizadas e, portamto, pode ser 

computada sem o conhecimento destas Por esta razão, estamos aptos a pre—computar a 

historia temporal da covairiança dos erros cometidos ao usar x( t^) como a estimativa 

ótima do estado do sistema no instante t-. 

Para tornar a dedução algebricemiente simples iremos desprezar as entradas de 

controle, que serão introduzidas através da modificação da equação de propagação da 

média, visto que estas entradas não tem influencia na dispersão da função densidade e 

sim em sua locaJização. 
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Pelo noBBO modelo, x(t.) pode ser escrito da seguinte forma: 

x(tp = <Kt,,t^_i)x(t^_i) + w^(t^_i) 

Como x(t-) é expresso como uma combinação linear de x(t-_j) e 

^x(t) |z(t- ) (^'^i-P ^̂ ^̂  gaussiana se mostrarmos que 

^x(t),Wj(t. j) |z(t . j)(^'^l^i-P ^ gaussiana. Utilizando o fato de w^(t._j) ser 

independente de x(t._j) e z{t_.^) podemos escrever a regra de Bayes, dada pela equaição 

2.2.1, da seguinte forma: 

, „ , V'.-l).'(t.-l)'^''^-l'-'w,(t._,)W 
'x(t,) ,w,(t,_i) | .(Vi)(í . ' l5,_i) , ) 

= fx(t,_,) | . (t_i)«l5,_i)-f ,_^(^__p(,) 

A densidaide jĝ .̂ foi tissumida como gaussiauía no inicio da 

dedução, e f /, \íp) é gaussiana de acordo com o modelo dinâmico utilizado. Dessa 
''d^S-l^ 

forma temos que f n i / x a ( Í |5- i ) é, de fato, uma densidade condicionad gaussiama. 
x^t-; |Zi^i-_2J 1—1 

Para especificaír completamente esta densidade, devemos computar sua média e 

sua covariança. A média condicionad é encontrada invocamdo a linearidade do operador 

da expectativa condicional e a não remdomicidade de <()(*jt^i_i) P*^* escrever 

E{x(t . ) |z( t ._ i ) = z ._j} = E{(|)(t.,t._j)x(t._j) + w^(t ._j) |z(t ._j) = z ._ i } 

= ^ . W l ) E { x ( t ^ _ j ) | z ( t j _ j ) = Z j _ j } 

+ E{w^(t-_i) |z(t ._i) = z ._j} 

maus ' ' j j í V P ^ independente de z{i^_-^), portamto sua densidade condicionad é iguad a 

densidade não condicional, que foi assumida como sendo zero, poratnto 

E{x(t .) |z(tj_i) = z^_i} = <Kt, ,Vi)E^^(Vi) l^(Vi) = V l > 

Agora supomos que x(tp é a média condicional de x{t) antes da medida z(t.) = z-

ser realizada e processada, isto é, 

x ( tp = E[x(t.) |z(tj_i) = z . J 
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portanto podemos escrever a relação de propagíição da média condicional como 

x(9 = <t)(t,Vl)<4-l) (2.5.1) 

Similarmente, se definirmos P(tp como a covariança condicional de x(t.) antes da 

medida í(t-) = z- ser realizada e processada, teremos 

PifT) = E{[x(t^) - x(tp][x(tp - x(t[)]'R(z(t̂ _j) = z^_j} 

e podemos escrever a relação de propageição da covariamça condicional como 

P(tp = (Kti.t_i)P(t|_i)(|>'^(t^,t^_^) + f*̂  ^t.,T)G{T)Q{r)G^{T)^\,r}dT 

(2.5.2) 

Se x(t~) for usada como a estimativa de x(t-) antes da medida z- ser processada, 

então [x(t.) — x(t~)] será o erro cometido pelo estimador x(t~) paura uma daida história das 

medidas z(t-_j) = z-_j . Consequentimente P(tj) será a covariança condicional não só do 

estado, mas também do erro cometido pelo uso da média condicional como estimador de 

estado. 

Neste ponto temos que introduzir a nova medida z(t.,a/.) = z-, ou seja, devemos 

cailculaur a densidade ^^(t) |z(t)(^l*i^' ^ aplicaição repetida da regra de Bayes nos 

permite escrever esta densidade em função de outras três densidades da seguinte forma: 

Vtp|x(tp,z(t^.pVt)|z(t^_P 
^ ) | z ( t . ) = (2.5.3) 

*x(t.) |z(t ._j) 

Observando a expressão aicima vemos que o segundo termo do numerador já foi 

calculado, dessa forma devemos nos preocupar com o primeiro termo do numerador. 

De aicordo com o modelo utihzado, a medida z(t.) é dada por: 

z(t.) = H(t.)x(t.) + v(t.) 

Nós desejamos obter a função densidade da variável ramdômica í(t-) condicionada 

não só ao conhecimento prévio das medida» amteriores mas taimbém sobre ao fato de que 

sabemos que x(t-) assume o valor (. Este fato fixa a variável randômica H(t-)x(t-) ao 
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valor conhecido de H(t-)í, sem nenhiuna incerteza. Além disso, y(t^ é independente de 

x(t-) e «(t-_j), e foi assumida como uma gauraiana com média zero e covariança dada 

pela matriz R(t-). Condicionada a x(t-) = í e z(t._j) = «(t-) é uma combinação 

Unear de vetores gaussianos randômicos conhecidos, portanto 

^z(t.)|x(t.) z(t- )(^il^'^i—P ^ densidade gaussiana, completamente especificada 

por vmíia média e uma covariança. A média é dada por; 

E{z(t . ) |x(tp = = xVl> = 

A matriz covariança é dada por; 

E{[z(t.) - H(t.)í][z(t^) - H(t.)í]'^!x(t.) = e,z(t^_p = = R(t.) 

Tendo avzüiíido o termo do nimieraidor da equação 2.5.3, passaremos a considera 

o denominador f /+ \ i /+ \(C |S- i ) A medida z(t-) é novamente descrita como; 
Z(l^) \2{í^_-^} i 1—1 1 

z(t.) = H(tpx(t.) + v(t^) 

msíS desta vez estamos condicionados apenas pela história temporail deus medideis. 

Primeiro queremos mostrar que f /+ -ii /+ i ) é gaussiana. Como z(t.) é uma 

combinação linear de x(t') e v(t-), e estaremos aptos a este objetivo se pudermos mostrar 

que, condicionado a z(t-_p, x(t-) e v(t-) são gaussianas conjvmtas. A regra de Bayes 

pode ser escrita como; 

^),v(t.)lz(t^_j)(^''^l V l ) = VV|x(tp,z(tj_j)( '^l í '3 í_i ) . 

V t i ) | z ( t i _ i ) ( < i V i ) 

mas v(t.) é independente de x(t.) e z(t'_j), portjmto: 

^ ) . v ( t p | z ( t . _ i ) ( í ' ' ' I ^ V l ) = f v ( t p ( ' ? ) - ^ ) t z ( t . _ i ) ( ^ I V l ) 

As duJks densidades a direita da expressão são, separadsunente, gaussiameis 
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portanto seu produto também será uma gaussiana com média dada por: 

E[<t) |z ( t^_j) = = H(tpE[x(tp|z(t^_i) = + 

E[v(t . ) |z( t ._p = 5^_j] 

e covairiança dada por: 

E{[zit) - H(t^)x(tp][z(t^) - H(t^)x(tp]Ti,(tp = = 

= H(tpP(t;)HT(t^) + R(tp 

Dessa forma obtivemos cada uma das densidades gaussianas necessárias para o 

cálculo de f^(y,^(^_)(05p. 

Para sermos consistentes com nossa definição de x ( t^_j ) , a média desta 

densidade condicional é expressa por x ( t t ) e é dada por: 

x ( t | ) = E[x(tp|z(t.) = z j = [P(tp-^ + H'^(t^)R-VpH(tpr^. 

[ P ( t - ) - V 9 + H'^(t^)R-\tpzJ 

Similairmente, a covariança é expressa por Pít"!^) e é deida por: 

P ( t | ) = E{[x(tp -x(t | )][x(tp - x ( t | ) ] T } = [P(t-)- l + H 'R(t.)R-\t.)B(t)rl 

Como é indicado pela nottição, a média condicioned xit"^) é escolhida como a 

estimativa ótima. Esta não é só a média condicional mas também o modo condicional: 

ela maximiza a densideide condicional de x(t-) condicionada a completa história das 

medidas, isto é, é mais provável que x(t.) se encontre no intervalo entre [xít"!") + e] e 

[xít"!") — e] do que em quíilquer região equivalente de Como já foi mencionado acima, 

se tomamos x^l"^) como a estimativa ótima, Pít"!") não só é a covairiança do estíido, 

como também a covariança do erro cometido neste estimativa do valor do estado. 

Apesar das expressões acima serem válidas, elas envolvem inversões de matrizes 

n X n, onde n é a dimensão do vetor estado. Pode-se mostrar / 6 / que x(t"|̂ ) e Pít"!^) da 

seguinte forma: 

x ( t | ) = x(tp + P(tpHT(t.)[H(t.)P(t;)H'R(t.) -f R(t.)rl[z(t.) - H(t.)x(tp] 

P ( t | ) « P(tp - P(t¡)H'R(ti)[H(ti)P(tpH'^(ti) + R(t.)r%(t.)P(t^ 
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Devemos nos lembrar que esta dedução foi feita a s B i u n i n d o que P(t~) era positiva 

definida, portanto devemos analisar agora sob quais condições isto é válido. Primeiro 

vamos verificar se P(t^_2) sendo pcfiitiva definida é condição suficiente para P(t^) 

também o se-lo. Se P ( t é assumida como positiva definida, então P{t^) também 
I »T> 

será, visto que ^t^,t-_2)P(tT_j)<j» (t-,t-_j) é positiva definida pelas propriedades da 

matriz de transição definidas na seção 2.4; o termo integral utilizado no cálculo de P(t'|") 

é, na pior das hipwteses, positivo semi—definido, portanto P(tp é positivo definido se 

P(t'|'_2) o for. Como P(tp é assumida positiva definida, P(tp~'^ também o é. Somado a 

T —1 
ele existe o termo H (t-)R (t.)H(t-), o qual é positivo semi-definido, visto que R{t^) é 

assumida positiva definida e portaaito R ~ \ t - ) também é positiva definida levando 

T —1 

H (t^)R (t-)H(t-) a ser uma matriz n x n de rank no mínimo m. Dessa forma temos 

que o resultado desta soma também será positiva definida, 

Podemos concluir que desde que P(tp ou P( t^) se torne positiva definida, a 

covariança permanecerá positiva definida ao longo do tempo. Por esta razão podemos 

deduzir duas condições suficientes, mas não necessárias, para P(tp inicial ser positiva 

definida: ou Pq é positiva definida, ou o termo integral é separadamente positivo definido 

(isto é, Q(t) é positiva definida para todo t € [to.tj) e a descrição do sistema é 

totalmente controlável do ponto de vista do ruído que dirige sua dinâmica). Nenhuma 

destas condições são restritivas com relação ao modelo adotado. 

Para completar a demonstraição das equações do filtro Kalman, devemos 

introduzir as entradas dos controles determinísticos. Como foi previamente descrito, a 

única mudança no algoritmo do estimador será que o esteido estimado (média 

condicional) será dado por: 

x(tp = <Kt,.ti_i)x(t|_i) -f p (|)(t..r)B(r)u(r)dr (2.5.5) 

Desta forma, o modelo matemático contido na estrutura do filtro nos gera x(t^, a 

C C M I - A G ucxnn. iz Í: ;NLKGIA N U C I F A R / S F i m 
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melhor estimativa do estado no tempo t- antes do processamento da medida realizada 

neste instante, z(t-,w-). Além disto, o modelo utilizado também é capaz de gerar 

[H(t-)x(tp], que é a melhor estimativa do que será a medida no instante t- antes desta 

ser feita. A entrada do algoritmo é z-, o valor da medida z(t-). O resíduo da medida r(t-) 

será gerado pela diferença entre o valor real da medida z- e a melhor estimativa antes 

desta ser realizada, ou seja: 

T{t) = ẑ  - H(t^)x(tp 

Este resíduo é, então, processado através da matriz de gamho K(t-) pa^a gerar um 

termo de correção que será somawJo a x(tp para a obtenção de xít"!"), ou seja, o filtro tem 

um algoritmo com estrutura de estimador corretor. 

Para especificar completamente o algoritmo do filtro Kalman, devemos definir 

não só o modelo do sistema, mas taimbém a descrição estatística dais incertezas 

envolvidas no modelo aidotado. O modelo é especificado por F(t-) ou (|)(t-,T),B(tj),G(t-) e 

H(t.) paffa todos os instamtes de interesse, e as incertezas são definidas por xo, Po, e pelas 

histórias temporais de Q(t.) e R(t-). 

As equaições de propagaição do filtro, equações 2.5.5 e 2.5.2, são convenientes se o 

problema considerado for modelado por uma dinâmica estaicionária e for dirigido por um 

ruído com estatística estacionária dentro de mn período fixo de amostragem. Neste caso, 

r t . rp rri 

^ <Kt;,7")G(T)Q(T)G (r)<|> (t. ,T)dT são os mesmos durante qualquer 

período de amostragem e devem ser computados apenas uma vez. Além disso, se as 

entradas determinísticas são constamtes durante cada um dos períodos de amostragem, o 

que normalmente ocorre nos controladores digiteús operando sempre na mesma taxa de 

reiteração, então U ( T ) = u(t._2) para todo T € [*Í_I .*Í ) . portanto: 

rt. 

t. 

rt-
' (Kt^,T)B(R)u(r)DT= ' <Kt^,r)B(r)DR u(t._j) 

t-1 - 1 1 - 1 

e o termo entre colchetes permanece constante em cada amostra. 
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2.6 - Filtro Kalman Extendido 

Se o sistema de interesse não é estaicionário, devemos utilizíir o chamaido filtro 

Kalman extendido / 7 / , que nada mais é do que uma modificação nas equaições de 

propagaição dentro da estrutura do filtro. 

Como o sistema é não lineair, suas equaições podem ser expressas por: 

X = f(x,u) 

= g(x) 

Para utilizarmos o filtro Kalman devemos linearizar as equaições de estado, para 

este fim devemos expandi-lais em série de Taylor em torno de um ponto de referência, 

denotado por (xo.uo), e reter apenas os termos de primeira ordem. Dessa forma 

obteremos. 

X = xo + • 

d g 

d f 
" S T 

d f 
X = xo (x - xo) + - j x — 

u = Uo 

X = xo (u - uo) 
U = Uo 

X = xo 
u = uo 

Podemos escrever as expressões acima de forma abreviada como 

Ax = AAx + BAu 

Az = CAx 

onde 

A - M l 
u = un J II = Uo 

Para avaliaumos cada uma das derivadais pau-ciaús vamos utilizaur o método de 

Euler de primeira ordem, ou seja, 

A 

•i 

X = xo = ífiUo.uo); Xj = XQi + &ci] - [fi(xo,uo); Xj = xqj - ^Xj] 
u = uo 2ÍXj 

Retomando as equações do filtro teremos. 

rt. 

Ax(TP = (t)(T̂ ,T̂ _I)Ax(T|_J) + I ' <Kt,,R)B(R)u(T)DR 
i - 1 

Az{t^) = fl(t.)Ax(tp 

CCMISCAC t:^c;cN/i. 1:KEKGÍA N Ü C L E A R / S P - i m 
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e utilizando a forma padrão de discretização podemos escrever: 

Ax[(k + i)T] = <KT)Ax(kT) + A(T)Au(kT) 

e 

Az(kT) = CAx(kT) 

Para obtermos as matrizes <j)(T) e A(T) devemos utilizar a solução da equação 

linearizada, que é dada por 

x(t) = exp[A(t,to)(t - to)]x(to) + 
ft 

^0 

exp[A( t ,T)r .B(r )u(T)dr 

Comparando as duas expressões temos: 

<|)(T) = exp[A(t,to)(t-to)] 

rt 
A(T) = exp[A(t,T)T.B(T)u(r)dr 

mas, pelo processo de discretizaição, durante o período de aanostragem eis matrizes A, B e 

o vetor u(t) são constantes, implicando em 

A ¿ T T i X k órpó 

<KT) = exp[AT] = I + AT + + -y^-

A(T) = <|)(T)B.At 

Dessa forma obtemos as seguintes equações para o filtro: 

x(kT) = x[(k - 1)T] + K(kT)[ z(kT) - H(kT)x[(k - 1)T]] 

K(kT) = P[(k -l)T]H'^(kT)[ H(kT)P[(k - l)T]H'^(kT) + R]"^ 

P(kT) = [ I - K(kT)H(kT)]P[(k - 1)T] 

e as seguintes equações de propeigação: 

x[(k + 1)T] = (KkT)x(kT) + A(kT)u(kT) 

P[(k + 1)T] = <KkT)P(kT)(|>'^(kT) + Q 

Devemos ressaltar que a lineetrização realizada acima só é valida quemdo o estado 

do sistema está próximo do ponto tomado como referência pois, conforme o estado do 

sistema se afasta do ponto de referência, aumenta o erro na estimativa realizada pelo 

filtro. 
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Para evitar a situação descrita acima utilizamos o filtro Kalman extendido, que 

consiste no seguinte algoritmo: Em to, linearizamos as equações de estado em torno de 

x(to)¡ a partir do momento que z(i^) é processada, relinearizamos as equações de estado 

em torno de x(t2) e assim sucessivaimente. A vantagem neste procedimento é sempre 

utilizarmos o melhor ponto de referência, impedindo que gramdes erros na estimativa 

inicial sejam propagados ao longo do tempo e, consequentemente, a linearidade das 

equações de estado dificilmente será violada. 

Se inicialmente linearizarmos as equações de estado em torno de x(to), teremos: 

íx(to) = O 

Aplicando a equação de propagaição teremos 

í x ( t p = O 

e após a relinearizaição em torno de x ( t p teremos 

í x ( t p = O 

e novamente 

&t(tp = O 

Em geral teremos 

Sx{C} = O t._j < t < t. 

isto é, no intervalo entre as medidas a melhor estimativa do estado do sistema é o ponto 

de referência da linearização. 

Dessa forma teremos que a nova estimativa será dada por: 

í x ( t | ) = £x(tp + K{t)[Szit) - (2.6.1) 

como 

¿x(t+) = x ( t + ) - x ( t p = 0 

teremos 

x ( t | ) = x(tp + K(tp[z(t^) - (x(t-) + Cíx(tp)] 

e as outras equações do filtro permanecem as mesmas. 
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Até agora deduzimos as equaições do filtro Kalman, através das quais a densidade 

condicional de probabilidade ^x(t)|2(t.)(^l*i^ geraida para qualquer instante. 

Esta densidade, ou a média e a coveuriança que a definem, nos fornece toda informaição 

í)ossível de se obter sobre o estado do sistema. Agora passaremos a investigar a 

estatística contida na estrutura interna do filtro. 

O erro cometido ao escolher x{t'^) como a estimativa de x(t-) pode ser defindo 

por: 

e ( t | ) = x ( t p - x ( t + ) 

onde xít"]") é a variável randômica E[x(t-)|s(t.) = s(t., .)]. Como x(t.) e x(t ' | ) são 

gaussianas conjuntas, como foi deduzido na seção 2.5, e{t'^) também será uma variável 

randômica gaussiana definida por uma média e vima covariança. A média é dada por 

E[e ( t | ) |z(t.) = z j = E[x(t.) |z(t.) = z j - E [ x ( t | ) |z(tp = z j 

= x ( t | ) - x ( t | ) = O 

isto é, o estimador é imparcial visto que o erro tem média zero. A covarieinça vale: 

E[e(t | )e 'r( t+) |z( tp = z.] = E{[x(tp - x ( t | ) ] [x ( tp - x(t |)] 'r |z(tp = z^} 

= [ P ( t t ) + x ( t | ) x T ( t t ) ] - x ( t + ) x T ( t t ) _ x ( t t )xT( t - [ ) + x ( t | ) x ' r ( t t ) 

= P ( t t ) 

Isto mostra o que já foi dito, que a covariança condicional do erro cometido pelo 

uso de x(t"|̂ ) como estimador é a mesma da coveiriança condicionad de x(t.). 

Consequentemente, se usarmos x{t^) como estimador de estaido, o erro cometido, e(t"|"), 

é independente de z(t.). 

Esta independencia nos indica que o estimador retira tanta informação das 

medidas quamto possível, e que nenhuma informeição acerca do erro foi deixaida de lado. 

Geometricamente, o erro é ortogonail a projeção real de x(t.) no subespaço das medidas. 

Outra variável do filtro, de importancia crucial na utihzaição deste como detetor e 
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isolador de falhas, é o chamado resíduo, denotado por r(.,.), definido para todo t € T 

como 

r(t.) = z(tp - E{t)x{C) 

O residuo nos dá a diferença entre o valor da medida corrente e o valor da melhor 

estimativa antes desta medida ser incorporada à historia do vetor de estado. Podemos 

reescrever r(t-) como 

r í t ) = {t) = H(tpx(tp + v(t^) - H(t^)x(t-) 

rt-
= H(tp <KVt^_l)x(t^_2) + ' <|)(t^,r)B(r)u(r)dr 

t: i - 1 
rt-

' <Ktj.r)G(r)d^r) + v(tp 
t. i -1 

rt-
-H(t^) <|)(tj.t^_Px(t|_j)+ ' (|>(tj,r)B(r)u(r)dr 

t-i -1 

rt: 
= H(t.)<Kt^,t^_2)e(t-_2) + H(tp ' (j)(t^,r)G(T)dAr) + v(tp 

t i - 1 
rt: 

como e(t"_,), (j)(t-,r)G(r)d)9(r) e v ( t ) são todos variáveis randômicas 

^i-1 

independentes de z(t-_2), então r(t-) é independente de s(t-_2). Mas, por definição, rít^), 

r(t2), -, r(t-_j) são funções lineares de «(t-_2), portanto r(t.) é independente de 

qualquer r(íj) prévio. Em outras palavras, r(t-) é 'jma sequência gaussisma branca, visto 

que todas funções envolvidas no seu cálculo são assumidas gatissianas. 

Para definirmos completamente a sequência de residuos devemos calcular sua 

média e sua covariîmça. A média será 

E[r(tp] = E[r(tp |s(t^_j) = J = 0 (2.6.2) 
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A covariança será definida por 

E[r(t.)r'r(t)] = E{(H(tp[x(tp - x(ty + v(tp) 

.(H(tp[x(tp - x(t-)] + v ( t ) ) T | s ( t _ P = 

= H ( t p P ( 9 H T + R(tp (2.6.3) 

2.2.7 — Análise seqüencial 

A análise seqüencial, desenvolvida por Wald, consiste em testar uma hipótese H 

qualquer através de uma amostra de tamanho n baseamdo—se num princípio formulado 

por Newman e Pearson que consiste no seguinte: 

Imaginemos que possuímos uma função distribuição de uma certa variável x dada 

por f(x) e que esta função tem apenas \xm parâmetro 6 que é desconhecido. Este 

parâmetro pode ter apenas 2 valores, e íi, e desejamos testar a hipótese de que 6 =• 6q. 

Chamemos a hipótese de ^ = de H q , hipótese normal, e a hipótese de 6 = $í de 

Hi, hipótese alternativa. Nosso problema é testar Hq frente a hipótese Hi. 

Para este fim definimos a chamaida região crítica, ou seja, dividimos todas 

amostras de tamanho N em duas regiões mutualmente exclusivas, ditas 1 e 2, junto com 

a regra de que H q será rejeitada se a amostra está contida na região 1 e aiceita se estiver 

contida na região 2, 

Dessa forma, aceitando ou rejeitíindo H q podemos cometer dois tipos de erro. Um 

chamado erro de primeiro tipo que consiste em rejeitM H q quando esta é verdéideira, e 

mn chaunado erro de segundo tipo que consiste em aceitar H q quando Hj é verdadeira. 

Assim sendo, a probabilidade de cometer um erro de primeiro tipo é igual a 

probabilidskde, se Hq é verdadeira, da amostra estfir incluída na região crítica W; e a 

probabihdade de cometer um erro de segundo tipo é igual a probabihdade, se Hi é 

verdadeira, da amostra cair fora da região crítica W. 

Para uma dada região crítica W podemos cheimzu: de a à probabilidade de cometer 
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um erro de primeiro tipo e de 0 a, probabilidade de se cometer um erro de segundo tipo. 

As probabilidetdes a e 0 tem a seguinte importancia prática: suponha que 

possuímos um níimero muito grande M de amostras de tamanho n. Para cada uma destas 

M amostras nós rejeitamos H q se a amostra estiver contida em W e aceitamos Hq se a 

amostra cair fora de W. Neste caso teremos M escolhas de 8u;eitação ou rejeição. 

Algumas destas escolhas deverão estar erradas e, se H q é verdadeira, a probad^ilidade é 

perto de 1 de que a proporção de escolhas erradas seja aproximeidaimente o, caso Hi seja 

verdadeira a probabihdade e perto de 1 de que a proporção de escolhas erradas seja 

aproximademiente 0; isto é, podemos dizer que no decorrer do teste a probabilidade de 

escolhas erradas é a se Hq é verdadeira e 0&eE\é verdadeira. 

Podemos perceber que uma dada região crítica W é meiis desejável se possuir 

pequenos valores de a e 0. 

A teoria de Newman—Person deixa em aberto a escolha de a e 0, mas podemos 

ver que estes valores são fortemente influenciados pela importância relativa, para cada 

aplicação, dos erros de primeiro e segundo tipos. 

A teoria nos indica, também, que a região que contém todas amostras que 

satisfazem a inequação abeiixo 

fi(xi)fi(x2)...fi(x„) onde fi(x)=f(x,^i) 

fo(xi)fo(x2)...fo(Xn) fo(x)=f(x,ío) 

é a melhor região crítica para testar H q frente a Hj. A c o n s t E u n t e K é e s c o l h i d a 

para que a região tenha o teunanho requerido a 

Outra característica da teoria é o fato de que o tamanho da amostra necessária 

para a decisão é também uma variável randômica, e por esta razão Waild pode 

desenvolver o seu método. 

Basicamente o teste sequencial consiste em, sob uma dada regra, tomar uma das 
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três decisões abaixo em cada estágio do experimento: 

1) Rejeitar a hipótese testeida 

2) Aceitar a hipótese testada 

3) Continuar o experimento fazendo uma nova observação 

Com base nestas decisões podemos definir 3 regiões mutualmente exclusivas. Uma 

chamada zona de preferência para rejeição, outra chamada zona de preferência para 

£w;eit2ição e uma terceira zona de indiferença. Cada uma destéis zonas contém todas eis 

amostras de tamanho n que levam a cada uma das decisões acima. Desta forma o teste 

consiste em compeirar ceida uma das amostras com eis contideis em ceuda uma das zonas e 

tomar a decisão referente a zona que contém a amostra testewla. 

Neste ponto atingimos o problema fundEunental dos testes sequencieus, que é 

determinar quais são os hmites das zonas e mostrar que esta escolha é a melhor. 

Imaginemos que f(x,tf) é a distribuição de uma variável randômica x e que Hq é a 

hipótese de que í =(?o e Hi a hipótese de que O =6i, temos então que a distribuição de x é 

f(x,ío) se Ho é verdadeira ou f(x,tfi) se Hi é verdadeira. 

Para um dedo valor m a probabihdeuje de que mna amostra xi,X2,...Xni seja obtida 

é dada por: 

Pim = f(xi,íi)f(x2,^i)...f(x„,íi) se Hi é verdadeira 

ou 

Pom = f(xi,Po)f(x2,^o) -fíxm.^o) se H q é Verdadeira 

Neste caso o teste é definido como: 

Escolhemos duas constantes positivas A e B (B < A), a cada passo da experiência 

a reizão Pim / Pom é computada. 
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se 

B < p̂ *" < A fazemos mna nova observação 

p 

M ^ " > A rejeitamos H O 

M < B aceitamos HE 

As constantes A e B são determinadas para que o teste tenha lun poder (a,/í). 

Afim de faciliteir a construção de um algoritmo para o teste em questão tomamos 

o logairítmo natural das expressões acima e obteremos: 

Ln - S j L = Ln Pi„ - Ln Pom 

mas 

Ln Pi„ = Ln f(xi,l?i)f(x2,íi)...f(x„,íi) = Ln f(xi,^i) + f(x2,íi) +...í(x„A) 

portanto 

se chamarmos 

obteremos 

Se Ln B < Zi + Z2 + . . .+ Zm < Ln A o teste continua 

Zi + Z2 + • •+ Zm > Ln A rejeição de HO 

Zi + Z2 + . . .+ Z„ < Ln B aceitação de H q 

O próximo passo será estudar as relações existentes entre A, B, a e 0. 

chamemos de amostra tipo O se 

B < - p Í f f i - < A param = 1,2,3,...,n-l 

e 

'O» 

"Om 
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e de amostra tipo 1 se 

u^" < B param = 1,2,3,...,n-1 

e - ^ > A 

Podemos mostrar, tomando como base os dois tipos de amostras aicima, que 

l-0>a'A s A < ^ - ^ (2.7.1) 

^ < ( l - a ) . B s B > 2 G ^ (2.7.2) 

Obtemos, Eissim, limites píira as constantes A e B. Píira termos um teste com 

poder ( or,/3 ) teremos que as constemtes A e B serão função de a e 0, isto é, A(a,/î) e 

B{a,0). Na maioria dos casos esta determinação é muito complicada, mas pode-se 

mostrar / l / que A{a,0) — ^ ~ ^ e B(a,/í) = ^ ^ „ é uma boa aproximéição e não 

irá modificar substemcialmente o resultado da decisão. 
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3 - DESENVOLVIMENTO DE METODOLOGIAS DE DETEÇÃO DE FALHAS 

Neste capítulo descreveremos, com uso da teoria apresentada no caipítulo anterior, 

dois métodos para deteção e isolação de falhas. 

O primeiro será baseado na teoria da análise sequenciaJ desenvolvida por Wald, e 

tem aplicação nas situaições onde possuímos sensores redundamtes. Este método é 

chamado de análise sequenciad de razão de probabilidade, e não leva em conta a 

dinâmica do sistema em questão. 

O segimdo método aqui apresentado utiliza—se do filtro de Kalmam, que leva em 

consideração não só a dinâmica do sistema, mas também o ruído aissociado ao sistema 

assim como o ruído nas medidas realizadas pelos sensores utilizados, Este método é 

chaimado de método dos resíduos e está baseado na descrição estatística desta variável, 

como ficará claro a io deduzirmos seu algoritmo. 

3.1 - Análise Sequencial de Razão de Probabilidade 

Lembrando a teoria apresentada no capítulo 2, vamos assimiir uma sequência x-, i 

= l,2,...,n, de observaições independentes de variáveis randômicas com distribuição 

gaussiana sob hipótese Hj de que tenha média /íj e desvio padrão íj, isto é. 

J J 

Dessa forma teremos: 

" l á i FO(x.|HO) 

= Ln "1 
+ 4 

R ''I 1 2" 
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No caso de termos gaussianas com desvios padrões normalizados, — $q = 

teremos: 

Ln ^ \ ^ = xí/ij -fio) + -^'linoy - {fi^B 
fû(XJLHO) ^ 

O teste da população em exame será dado por: 

— aceita-se Hq se < A 

— rejeita—se Hq se > B 

— toma-se nova medida se A < A^ < B 

A utilização do filtro de Wald para k detetores redundantes é facilitada com a 

definição de desvio relativo entre os k(k — l ) / 2 pares de medidas. Cada um dos k(k — 

l ) / 2 desvios é analisado sequencieJmente para teste de hipótese Hq a cada tomada de 

medida. Como os detetores estão medindo a mesma variável, temos que o desvio relativo 

entre os pares de medidas deve possuir média zero, imphcando que o resultado da razão 

de probabihdaide será dado por: 

sendo que os sinais indiceunci se a hipótese tem média positiva ou negativa. 

Os desvios relativos são definidos por: 

. _ 'k 
>\= — 

e testados sob hipótese H q como uma distribuição gaussiana com média zero e desvio 

padrão unitário, contra H^, gaussiana com média + /i e desvio padrão unitário. 
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Comparando 

= + - /i) , para média +/i (3.1.2) 

e 

\ ~ = - / i . ( ) ^ + //) , para média -fi (3.1.3) 

contra os limites A e B definidos em função de probabilidades de alarme falso e de faJha 

de alarme, a e /?, respectivamente. 

A tabela 3.1 ilustra um caso de tres detetores redundantes onde os resultados 

mostrados são equivalentes aos da projeção no espaço de paridade / 2 , 3 / quamdo a matriz 

de medida tem elementos constantes. 

O pairâmetro fi deve ser escolhido levando em consideração os erros de caída 

detetor e ter um vaJor para cada par dado pela seguinte expressão: 

fi = 2(b- — b-)/(7, , onde b- e b- é a sensibilideide de cada detetor 
1 J K 1 j 

Para o teste do filtro utilizairemos um simulador de fedhas correlacionadas que 

será descrito abaixo. 

O vetor medida z pode ser linearmente descrito em função de vetor variável de 

processo x e vetor ruído r, como 

z = Hx + r 

onde 

r é o ruído, assumido gaussiamo branco, com componentes r-, i = l,...,n, 

correlacionados entre si 

Uma vez obtida uma aunostra gaussiana, através de um gerador de ruídos 

numéricos, pode-se gerar ruídos correlaicionados, bastando para isso usar o método da 

treuisforma«ia de Cholesky da matriz covariamça P, porque, se f(r) é gaussiana, tem-se 

Por decomposição de Cholesky obtém-se 
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e o argumento da exponencial torna-se 

^ T p - l , ^ f T ^ c ^ — T ^ - l j ( C ^ - ^ - l ^ 

Logo se definir r̂  como 

pode-se expressar o vetor ruido de componentes correlacionados r em fimção de vetor 

ruido de componentes não correlacionados, r ,̂ como 

r = N P 

A transformada de cholesky gera mna matriz triangular inferior, portanto a 

construção de ruidos correlacionados r, se r-̂  representa o ruido gaussiano com desvio 

padrão unitario, e média zero, e obtida explicitamente como 

r = ^21^11 ^2'"l2 

^31^11 ^2^12 ^3^13 

(3.1.4) 

3.2 - Análise da Inovação do Filtro de Estimzição Ótima 

Como já foi mostrado na seção 2.6, a sequência de resíduos é uma sequência 

T 

gaussiana bramca com média zero e covariança [H(t.)P(tpH (t-) + R(t-)]. 

Duremte a operação do filtro a sequência do resíduo pode ser monitorada e 

comparada contra a hipótese de gau^iana branca. Se a hipótese é confirmada 

regulamente até que em certo instante passa a ser consistentemente violada, pode-se 

deduzir que algo ocorreu no sistema real que invalida o modelo dentro do filtro. Se esta 

violação ocorre em apenas mna componente do vetor resíduo, podemos deduzir que o 

dispositivo que gerou esta componente do resíduo é a fonte de dificuldade, ou seja, existe 

uma falha neste dispositivo. Se por outro lado, dois ou mais sinais passarem a acusar 

desvio de normalidade, pode-se fortemente deduzir, dentro de probabilidade conhecida, 

que o sistema entrou em funcionaunento amormal. 
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Para esta análise definimos uma hmqho chamada Função Expectativa, 

EsBencialmente, os sinais dos N resíduos mais recentes são exauiünados paxa determinar 

quando há um desvio da descrição estatística assumida em caso de não haver falha. O 

número N deve ser escolhido de forma há nos previnirmos de uma declaração de falha 

devido a um único resíduo, visto que resíduos sistematicamente grandes são indiceição de 

funcionamento anormal do sistema e resíduos individuais de grande magnitude são 

esperados. Por outro lado, utihzando toda a sequência de resíduos, desde do início até o 

instante em questão, pode diminuir a sensibilidade para failhas reais que progridem ao 

longo do tempo. Normalmente o valor de N está entre 5 e 20. 

A teoria de teste de hipóteses estatísticas indica que 

j= i - N + 1 '"k̂  

é uma boa escolha para deteção de falhas de sistema, 

Se a sequência do resíduo é um conjunto de variáveis randômicas gaussianas 

independentes com média zero podemos escrever 

^ ^ ' ^ j ^ i - N + l < ( t -

onde é um termo negativo independente das observações dos resíduos e í'jj(tj) é a 

estimativa da variança possível dos valores do resíduo k-ésimo baseado no fato de não 

haver falha, O valor jŷ  pode ser avaliado pelo valor do k—ésimo termo da 

T —1 
diagonal da matriz [H(t.)P(t.)H (t.) + B(t)] , uma matriz já computada pelo filtro. 

J J J J 
2 2 Se rj^(tj) fica substancionalmente maior que < ]̂j(tj) das N mais recentes amostras, 

Lj^j^(tj) começa a ficar mais e mais negativo, se o valor ultrapassar um determinado 

hmite, uma falha pode ser eicuseida. 
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3.3 — Modelagem do Sistema a ser Monitoretdo 

Como já foi exposto na introdução estamos interessados em modelar o 

pressurizador de um reator PWR. 

Para obter as equações de estado do pressurizador,seguiremos o modelo proposto 

por Tylee / 5 / , que utiliza o esquema simplificado apresentado na figura 3.1, assumindo 

que água e vapor encontram-se numa mistura homogênea na região de saturaição dentro 

do volume do pressurizador e faizendo o balanço de massa e energia nesta região. 

A notação aqm utihzada é a mesma da referência / 5 / . 

Balamço de massa 

Pela equação da continuidade temos: 

dp (3.3.1) ^ = -(^-^v) 

onde V = vetor velocidade do fluido 

integrando a eq.(3.3.1) em todo o volume do pressurizador e aplicando o teorema de 

Gauss obtemos: 

d p àv = — pv.n dv 

onde n = vetor normal à superfície 

mas a área total do pressurizador pode ser dividida em: 

ST = S f + S ^ + S^ + S„ 

onde S^ = área da seção reta do tubo ligado a perna quente do primario 

S = área da seção reta do tubo de spray s 

Sg = área da seção reta do tubo da válvula de escape 

S^ = área do resto (pauredes) do pressurizador 

Dessa forma temos: 

d 
W 

pdv a s — py.n dS | - ,)v.n dSg - py.n dSg - ^v.n dS 
n 
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assumindo que: 

a) A velocidade é paralela as paredes dos tubos em questão 

b) As propriedades físicas do fluido não variam ao longo da seção reta dos tubos 

teremos: 

d 

V "3t (3.3.2) 

Definindo < v > = velocidade média do fluído no tubo 

W = p <v> S = fluxo de massa na seção reta do tubo 

e resolvendo a integral de volume da Eq. 3.3.2 obtemos: 

4 % = W f + W ^ - W ^ (3.3.3) 

onde Mrp = massa total do fluido dentro do pressurizador. 

W£ = fluxo de massa na seção reta do tubo ligaido a perna quente do primario 

W = fluxo de massa na seção reta do tubo de spray s 

= fluxo de maissa na seção reta do tubo da válviila de escape 

Bedanço de energia 

Para o badanço de energia partimos da primeira lei da termodinâmica escrita para 

ura sistema aberto não estacionario. 
t a x a de 

acumulo de 
ene rgia 

taxa de energia 
que entra 

por convecçâio 

taxa de energia 
que sai 

por convecção 

fluxo de calor 
que entra 

por condução 

taxa de trabalho 
real izado 

p e l o s i s tema 

A energia total está dividida em energia cinética, associada ao movimento 

observável do fluído, e energia interna, associada com a translação aleatórea e o 

movimento interno das moléculas somada com a energia de interaição entre elas. 
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Observamos portanto que a energia interna depende da temperatura local e da densidade 

do fluído. 

Devemos ressaltar que o trabalho realizado pelo fluído consiste de duas 

componentes: 

a) Trabalho das forças de volume (gravidade) 

b) Trabalho das forças de superfície (pressão e forças viscosas) 

Dessa forma a equação da energia total do sistema é daida por: 

• | p (^U + 4 - P"'^) = - ^ H ^ U -f - ^ ) ] - V.q + ^(v.g) - V.(Pv) - V.írv] (3.3.4) 

Como estaunos interessados na energia interna do fluído devemos obter a equação 

da energia mecânica via balanço de momento hnear e subtrair da equação 3.3.4. 

t a x a de t a x a de ' t a x a de' 
ac u m u 1 o — momento — momento + 

de momento que entra q u e sai 

r esultante 
das forças que 

lembremdo que existem duas formas de transporte de momento: 

a) Por convecção (devido ao escoamento) 

b) Por transferência molecular (devido ao gradiente de velocidade) 

Dessa forma teremos que a equação do momento é dada pela seguinte equação: 

d -^/>v = - V . ( / > w ) - V . r - V P + ^g 

Calculando exphcitamente o tensor V.(pw) temos: 

(3.3.5) 

V.(pw) = - v V. (H + /'(v.V)v 

substituindo na Eq. 3.3.5, expemdindo a derivada temporal e tomando a eq. 3.3.1 

obtemos: 

Dv 
P ^ f - = - V . r - V P + /;g (3.3.6) 

60 



mviltiplicando escalarmente a Eq. 3.3.6 pela velocidade local obteremos a equação da 

energia mecânica que é dada por: 
2 

p = _ v.(V.r) - V.(Pv) + P V.v + pyg (3.3.7) 

subtraindo a eq. 3.3.7 da eq. 3.3.4 obteremos a equação da energia interna que é dada 

por: 

p = - V.q + P V.v - (r.V).v (3,3.8) 

Para o modelo aqvii proposto a equação de interesse é a da entalpia que pode ser 

deduzida a partir da eq, 3.3.8 e da definição de entalpia, ou seja: 

h = U + PV 

porteuito 
DU Dh p DV V DP 

tomeindo a eq, 3,3.1 e a equação acima, após eilguma álgebra, temos: 

DU Dh T > T 7 DP / ^ O Q S 

igueüando as eqs. 3.3.8 e 3.3.9 temos: 

- | - + pv.Vh = -V.q - (r.V).v + ^ + v.VP 

meis: 

^ = - | t (^^) + ^ ^•(^^) 

substituindo na equeição acima teremos: 

- \ (ph) = -V.(h/,v) - V.q - (r.V).v + + v.VP 

No caso do pressurizador não existe um gradiente de pressão interno, pois a 

mistura está em condições de saturação, portanto v.VP = 0. Como a velocidade de 

escoaunento é muito baixa, o que imphca um gradiente de velocidade muito pequeno, 

temos que a dissipeição viscosa é desprezível portanto o termo (t.V).v é igual a zero. 

Dessa forma a equação da energia no pressurizador pode ser expressa por: 

- | (^h) = -V.(hH + -gr- + v.q (3.3.10) 
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Integrando em todo volume do pressurizeidor obtemos: 

(3.3.11) 

As equações da dinâmica do sistema são deduzidíus à partir das equações 3.3.3 e 

3.3.11. 

Temos, por definição, que: 

Substituindo a equação acima na equação do balanço de massa 3.3.3 temos: 

dv 
£ - = _. 

m a s s a b e m o s q u e : 

^p = ^ 1 + V \ -

hp = ^ + V ^ - ^ i ^ 
Eilém disso temos: 

dv dv dX dv dP 
p _ p p , p p 

-di - -õr-'-õi ^ -uF^'-dt 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

dh^ dh^ 
P - P 

"9t - " a x r 

ax^ dh dP^ 
p , p p 

p p 
Substituindo 3.3.13 em 3.3.12 teremos: 

dv dX, dv. 

(3.3.14) 

dP. 
^ • ^ = - ^ ( W f + W ^ - W ^ ) - ^ . ^ (3.3.15) 

Substituindo 33.14 na equação de balamço de energia 3.3.11 temos: 

dh dX. r dh 
E E_ 

— F -

dP 

'-õt 
v_ -A 

onde: 

A = Q + W^h^ - hp) + W^(h^ - hp) - W^(h^ - hp) 
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Substituindo 33.15 obtemos, após alguma álgebra: 

ÕP dh. 

onde 

Q = 
d v r dh 

£_. P _ _ . 
ah av. 

-oT-'-dF 

Substituindo 3.3.16 em 3.3.15 temos: 

P P _ 

p p 

av. 
^t ^ ç i [ ^ p - ^ ' ( W f + W ^ - W ^ ) + - ^ 

av. 
• g p ! 

(3.3.16) 

• ^ • ( W f + ^ s -

V av av 
- W e ) - T V ~ 3 P ^ ~ a x ^ - ^ 

p p p 
Após alguma álgebra e substituindo o valor de Q, teremos: 

ax V r r ah 
2_ _ P V . (W. + W - W )• p ^ f s e' L P 

(3.3.17) 

av 

Essas equsições não descrevem totalmante o sistema do pressvirizador pois está 

fedtando a temperatura da mistiira; como o sensor de temperatura é colocado na região 

do líquido vamos propor uma equação de primeiro grau introduzindo um fator que 

corresponderá ao atraso do sensor de temperatura em relação à temperatura real da 

mistura, portanto: 

^ - ^ < ' T _ T ^ <'?̂ ?̂ 18̂  

As equações 3.3.16, 3.3.17 e 3.3.18 são as equações de estewio que descrevem o 

comportamento da mistura dentro do pressurizador e são estas equações que serão 

utilizadas na construção do detetor e isolador de falhas aqui proposto. 
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I 

nij — iHj — mg m2 — nig Diagnóstico 

0 0 0 Sistema normal 

1 1 0 Falha do detetor 1 

1 O 1 Falha do detetor 2 

0 1 1 Falha do detetor 3 

1 1 1 Pelo menos 2 detetores 

falhos 

Tabela 3 1 - Demonstrativo dos possíveis resultados de 3 detetores redundantes 

(O e 1 referem-se às hipóteses Ho e H , , respectivamente) 
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S ^ ^ i Y VALVE 

1 ^ 

H"vV 
i 

i ; 

1 ! 

HOT LEG 2 

COLD LEG 

Figura 3.1 - Esquema simplificado do pressurizador 
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CAPÍTULO 4 - RESULTADOS DA EXPERIÊNCIA NUMÉRICA 

Neste capítulo validaremos as metodologias apresentedas no capítulo jmterior 

através da simulaição niunérica. As metodologias serão estudetdas em separado. 

Primeiramente será validada a metodologia baseada na teoria de Wald, que se 

aplica especificemaente para casos de detetores redundantes. 

O segundo método, que se baseia no filtro de Kalman, leva em conta a dinâmica 

do sistema assim como os ruídos aissocieidos ao próprio sistema e aos sensores utilizados. 

4.1 — Testes com Análise SequencicJ de Razão de Probabilidade 

Para realização dos testes foi montado um experimento de deteção de 

temperatura em túnel de vento, onde foram posicionados , ao redor do filamento 

aquecido central, 3 termopares tipo T, expostos, na mesma seção reta, como mostra a 

figura 4.1a. 

As condições operaicionais na seção de teste do trinei foram: 

- Vazão: 0,042 m ^ s 

- Potência: 550 W 

- Temperatura emíbiente: 23 

Os sinais obtidos passairam por um amplificador isolador, onde foram utilizados os 

seguintes filtros: 

Filtro passa—baixa: 1 KHz 

Filtro passa-alta: 0,1 Hz 

e possuíam as seguintes características: 

- Nível DC: em torno de 6V 

- Intensidade das flutuaições: em torno de 0,4V 

Dessa forma obtivemos, em arquivos gravados em disquete, ais flutuações dos 

sinais fornecidos pelos tres termopares para posterior análise em um microcomputador 

IBM-PC. 
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Para ¿uiálise foi escrito um programa auxiliar que nos forneceu a média de cada 

um dos sinais gravados, assim como o valor da matriz covariança P do sistema, conforme 

presentado abaixo: 

Termopar 1 : -0,05432 

Termopar 2 : 0,02845 

Termopar 3 : 0,01849 

P = 

r 0,00617 -0,00249 0,00195 

-0,00249 0,00533 0,00169 

•0,00195 0,00169 0,00358 

O próximo passo foi uma verificação da distribuição dos sinais de cada detetor, 

normalizando a distribuição em a, fornecido pela diagonal principal da matriz P, e no 

número de deteções, 20000, verificando seu caráter gaussiano. Dessa forma, para o teste 

em questão, considerou-se que a medida do detetor será dada por: 

medida- = sinal- - média- i = 1,2,3 

Os dados assim obtidos serão comparados com um simulador de falhas, construído 

a fim de possibilitar um meio empírico de determinação dos parâmetros envolvidos na 

construção do filtro. O simulador assume que as medidas podem ser representadas por: 

z = Hx + v onde v é um ruído gaussiano branco 

Os ruídos serão obtidos através de um gerador de ruídos numérico, baseado no 

teorema do limite central e no método de Monte Cario, podendo ser representados por: 

( mg - md) 

^ = ^5 

onde v = ruído gaussiano branco 

mg = média de um grupo de L números randômicos 

md = média da gaussiana base ( 0,5 ) 

ffi — sigma da gaussiauia base ( 1 -r [ 12L ] ^ ^ ^ ) 

67 



Antes do início do teste propriamente dito, necessita-se determinar três variáveis 

de crucial importância no funcionamento do nitro. As duas primeiras são os valores de a 

e ^, que determinam os limites da região crítica, que tem seus valores basicamente 

ligíidos a probabilidade de alarmes falsos aceitável. A terceira variável está ligada ao fato 

de que, para indicação de falha, dois pares, positivos ou negativos, devem ultrapassar o 

limite para indicação de falhas simultaneamente. 

Um teste prehminar determinou, para valores de a = P = 0,001, o tempo de 

espera de 2 contagens para a obtenção de boa concordância entre a taxa de alarmes falsos 

esperados e os obtidos na prática. 

Com estes pairâmetros foram simulados vários casos com a ñnaJidade de se 

determinar, por erro e tentativa, os valores de /j^^ a serem postulados na hipótese 

para os pares m^ — mg, m^ - m^ e lUg - m^, de forma a não obter nenhuma indicaição 

de falha para os sinais gravados, obtento-se os seguintes resultados: 

^13 = "̂  

^23 = ^ 

Estes valores concordam com a previsão teórica feita attravés da seguinte 

expressão: 
2(b, + b.) 

onde 

b- e bj representam a sensibilidade de cada detetor 

(Tĵ  é a correlação entre os detetores i e j 

que resultam em: 

^13 = "̂  

^ 3 = "̂  
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Para estas previsões assumimos que b- = 2ír-, pois, como o sinal é gaussiano, 95% 

dos sinais obtidos estão dentro desta faixa. 

Com todos 08 parâmetros determinados o simulador de deteção de falha de 

sensores utiliza as equações 3.1.2 e 3.1.3 para o cálculo sequencial da razão de 

probábihdades. A simulação das medidas é efetuada através das equações geradas pela 

matriz dada em 3.1.4. 

As falhas foram simuladas em ambos os casos variando-se o valor da amphtude 

dessas falhas desde O até 6 unidades de a^, e os resultados encontram-se nas tabelas 4.1. 

Com os dados da tabela 4.1 construímos o gráfico da razão entre o número de 

falhas e o número total de medidas em função da amplitude das falhas que se encontra 

na figura 4.2. Através deste gráfico verificamos que as taxas de deteção de falhas nos dois 

casos concordam satisfatoriamente entre si, indicando boa qualidade na reprodução de 

ruído gaussiano a partir da covariança medida. 

Verificou-se experimentalmente, também, que a taxa de deteção de falhas atinge 

um patamar para valores de 6 maiores que 3 unidewles de <t^, isto é, aproximadamente 

hí 

— 2 — 1 como pode ser observado na figura 4.1. 

O próximo patóso foi um estudo da sensibilidade do método em função do 

parâmetro 0. Para este estudo fixamos uma amplitude de falha e vairiamos o valor de 0 

obtendo os resultados da tabela 4.2. Pelos resultados deduz-se que a sensibilidade de 

teixa de fadhais é batstamte baixa em relaição a variação de 0. 

O último teste foi determinair se o método é capaz de filtrar eventuais pulsos 

espiórios que venham ocorrer durante a operação normad do sistema de deteção. Para este 

fim foram gerados pulsos com alturas da ordem de Sa^ e e os resultados 

encontram-se na tabela 4.3. 

Através da amálise dos dados da tabela 4.3 verificou—se que paira pulsos de tiltura 

de Z<r^ temos taixais de deteção de alarmes fadsos insignificantemente baixaus. Já pau-a 
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pulsos de altura õcr ,̂ praticamente todos os pulsos foram reconhecidos como falha na 

medida do sensor em questão. 

Dessa forma concluímos que o método de Wald pode ser utilizado como filtro de 

eventuais pulsos espúrios, tendo a vantagem de funcionar também como detetor e 

isolador de falhas dos sensores monitorados. 

4.2 — Testes com Análise da Inovação do Filtro de Kalman 

Observando as equações de estado deduzidas no capítulo anterior, vemos a 

necessidade de ajuste do atraso T, que está ligado a equação da temperatura. Este ajuste 

é feito através de um transiente conhecido. 

Neste caso utilizamos o transiente L6—3 do LOFT (Loss—Of—Fluid Transient 

facility) / 8 / , que consiste na total abertura da válvula principal de controle de vapor do 

circuito secundário do LOFT. O aumento da capacidade de refrigeração do gerador de 

vapor causa uma queda na pressão e na temperatura do refrigerante levando a ocorrência 

de um desligamento rápido por baixa pressão no circuito primário do LOFT. 

A figura 4.2a apresenta a pressão medida durante o transiente, e 'a figura 4.2b 

apresenta a variação da temperatura medida pelo termopar e os resultados da variação 

da temperatura obtida através da equação utilizada no modelo do pressurizador. 

Podemos observar que um valor de T = 50 segundos reproduz aproximadamente a 

variação da temperatura medida experimentalmente. 

Para confirmação do valor de r utilizamos o transiente L6—1 do LOFT / 5 / , que 

consiste no fechamento da válvula principal de controle de vapor do circuito secundário 

do LOFT. A diminuição da transferência de calor do circuito primário aos tubos do 

gerador de vapor causa um aumento da temperatura no circuito primário e 

consequentemente um aumento da pressão, levando ao desligamento rápido por alta 

pressão no circuito primário do LOFT. 
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A b figuras 4.3 a 4.5 ilustram o comp>ortamento do filtro para o transiente L6-1, 

mostrando a etdequação do modelo utilizado na construção do filtro. 

O valor aparentemente alto encontrado para o parâmetro r está ligado a 

localização do sensor no interior do pressurizador, visto que o modelo desenvolvido 

assume que água e vapor encontram-Hse numa mistura homogênea no seu interior, o que 

só ocorre na região de vapor, e o sensor está instalado na região do líquido subresfriado, 

causando um atraso considerável entre a temperatura de saturação, determinada pela 

pressão interna ao pressurizcidor, e a temperatura indicada pelo sensor. 

Com o parâmetro r ajusteido e vídidado, utilizando os pjirâmetros do apêncice I, 

passamos a determinação dos níveis de indicEição de falhas. 

Para este fim temos que determinar os níveis das funções L de cada uma das 

variáveis de estado em medições de normalidade. O primeiro passo para esta 

determiuEição foi s imula um treinsiente de média intensideide e através das equações de 

estado obter o comportamento de cada uma das variáveis de estado do sistema, assim 

como das variáveis de controle. 

O transiente considerado foi um degrau de surto positivo de 4 Ib/s entre 20 e 40 

segundos seguido de um surto negativo de mesma magnitude, - 4 Ib/s, entre 60 e 80 

segundos. 

Procursuido simular as variações das medidas dos sensores durante o transiente, 

adicionamos, através de um gerador de ruídos, um ruído de magnitude igual a um sigma 

de cada um dos sensores nas respectivas medidas. 

Além disso, devemos lembrar que cída sensor pode apresentar oecilações de baixa 

frequência devido a desvios naturais dos próprios sensores, que foram simulados através 

de senóides de pequena magnitude adicionadas aos valores medidos. 

Os dados assim obtidc« encontram-se nas figuras 4.6 a 6.8 apresentadas abaixo. 

Como o método aqui utihzado não se vale diretamente d<» resíduos reais, mas sim 
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da somatória de um determinado número destes, devemos determinar este número de 

forma a aumentar a sensibilidade do método para as fadhas que devem ser detetadas. 

Este número também está relacionado com o intervalo de tempo necessário para a 

deteção da falha apresentada pelo sensor. Dessa forma devemos aicomodar dois fatores 

conflitantes: o método deve ser suficientemente rápido na identificação das falhas e ao 

mesmo tempo não deve apresentar um alto índice de adarmes falsos. A teoria nos indica 

que o número ideal está no intervado de 5 a 20 medidais. Testes com os dados obtidos 

acima indicaraun 6 como um valor au;eitável, produzindo imia seqüência sem variações 

bruscais como indicam as figurais 4.9 a 4.11. 

Sabemos, também, que a somatória dos residuos está associada a urna matriz de 

covariança definida por [HPH' + R p , que nos fornece, em sua diagonal, a variança 

associada a cada residuo. No caso aiqui estudado temos; 

ff^ = 0,07 in 

íTp = 2,8 psi 

0rj, = 0,33 F 

Pela estatística sabemos que uma vairiável aleatória gaussiana tem 

aproximadaimente 99,73 % de probabihdade de ter seu vador no intervado (—3ff,3ír) em 

torno do valor médio, dessa forma aissumiremos que vadores fora deste intervalo ind]cau"ão 

possível falha no sistema ou nos sensores, possibilitando a fixação de valores hmites para 

a função expectativa, conforme indicado nas figuras 4.9 a 4.11. Quando o valor da função 

expectativa ultrapaissair este hmite poderemos indicar a existência de falhas. 

Estes limites foram testados através da simulaição dais fadhas comumente 

encontradas nos sensores de temperatvira, de pressão e de nível, escolhendo-se para os 

testes os seguintes transientes; rampa de medida, degrau de duração limitada, ruído no 

sensor e pulsos espúrios de intensidade variável. 

Para análise das falhas tipo degrau foram simuladc» dois degraus, um entre 20 e 
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40 segundos e outro entre 60 e 80 segundos, em cada uma das medidas dos sensores 

separadamente, obtendo os resultados das ñguras 4.12 a 4.14. 

As alturas dos degraus correspondem a aproximadamente 3 desvios padrões dos 

respectivos sensores e observa—se clsiramente o aumento do vedor da função L, em 

módulo, logo no inicio e final dos degraus simulados em comparação a função L dos 

sensores não falhos. Conclui—se, portanto, que o nivel para sinalizeição e aiceitacão de 

falha pode ser facilmente definido dada a nítida caracterização do comportamento da 

função L do sensor fedho em comparação a seu comporteunento em operação normad, 

mostrado nas figuras 4.9 a 4.11. Outro fator a ser observado, é que este tipo de falha 

pode ser detetada e isolada em menos de 3 segundos, ficando a criterio do sistema 

operacional da planta a conveniencia de se permitir um tempo de espera antes da 

sinadizaição da falha do sensor em questão. 

As falhas tipo rampa são importantes pois a anormalidade da resposta do sensor 

pode ocorrer de urna forma lenta e gradual, e não repentinamente como ocorre nas fadhas 

tipo degrau. Dessa forma devemos anadisar se o método é sensível a este tipo de falha e 

quad deve ser a inclinaição desta rampa. 

Para esta análise foram simuladas rampas que inseriam falhas à taixa constante de 

aproximadamente imíi desvio padrão por segundo em cada um dos sensores 

separadamente, a pairtir do tempo 40 segundos. Os resultadc» encontraim-se nais figurais 

4.15 a 4.1?. 

Podemos observar dos resultados que as alturais dos valores das fimções L se 

distinguem dos vadores normais em menos de aproximadamente 10 segundos p>ermitindo 

portanto a indicaição de falha prematuramente, enquanto a maignitude do erro na medida 

aínda é tolerável. 

Devemos ressaltar que a vatfiaição na fimção L para o sensor de temperatura, 

quando da ocorrência de uma rampa de pressão, já era prevista visto que a equação de 

73 



estado da temperatura é proporcional a pressão medida, pois esta determina a 

temperatmra de saturação da mistura. Esta variação faz com que o nível de sinalização 

de falha para a temperatura deva ser colocado um pouco eicima do ideal para evitar a 

indicação de fzilha deste sensor quando da rampa de pressão. Isto, porém, não diminuiu a 

sensibihdade do detetor e isolador de falhas para o sensor de temperatura, como será 

evidenciado pela análise áo& dados obtidos ao longo deste cpítvüo. 

Durante operação normal, os sensores estão submetidos a diversos ruídos que são 

inerentes ao próprio processo de medida. No entímto estes sensores podem ser 

submetidos temporariamente a ruídos originados de ocorrências anormais, ruídos estes 

que devem ser detetados prontamente afim de evitar desenvolvimento incontrolável 

desta smormedidEide. 

Para testar o detetor e isoléidor de falhas frente a esse problema seguimos o 

seguinte procedimento: através de um gerador de ruídos gaussianos não correlíicioncidos 

foríun gerados ruídos gaussianos brancos de intensidade da ordem de tres desvios peidrões 

de CEida um dos sensores separadamente, no intervalo de 30 a 40 segundos. Os resultados 

obtidos dessa forma encontram-se nas figuras 4.18 a 4.20. Destes resultados podemos 

notar a facihdade com que este tipo de ocorrência pode ser identificado comparemdo os 

valores da função L para ^tes rxiídos anormais com os valores obtidos em condições 

normais de operarão. 

Estes ruídos anorméiis podem também ocorrer na forma de Eüterações espúrias por 

causas diversas das originadas por falhas no sistema de medideis ou por mal 

funcionamento da planta. Estes sinais espúrios devem ser filtrados de forma a não 

interferir no sistema de alarme. O tratamento do sinéil por método de análise sequencial 

feito pelos filtros de Wald, como foi mostrado no início do capítulo, pode feicilmente 

reduzir a probabihdade de alarmes fals<» para taxas aceitáveis com um mínimo de carga 

computacional, tendo como único hmitante a necessidade de sensores redundantes. 
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Vamos monstrar agora que a análise da inovação do filtro de estimação ótima também 

pode ser usado para a eliminação dos pulsos espúrios de duração de aproximadamente 

um segundo com grande eficácia. Pulsos espúrios de alturas de 2,3 e 4 desvios padrões 

foram simulados em instantes diferentes para cada um dos sensores e suas funções L 

foram determinadas e encontram—se nas figuras 4.21 a 4.23. 

Através destas figuras podemos concluir que análise da inovação do filtro de 

estimação ótima pode discriminar os pulsos espúrios em todos os sensores, se 

compararmos os resultados obtidos com os valores da função L para operação normal. 

Por fim determinamos o comportamento da função L para um transiente de 

grande intensidade afim de estudar o comportamento dos resíduos durante o transiente. 

O transiente escolhido foi o L6-1, o mesmo que utilizamos para confirmação do valor de 

T , e os resultados obtidos encontram-se na figura 4.24. 

Observando as figura concluímos que o método acusaria falha do sistema pois os 

valores das funções L de todos os sensores ultrapassam os limites de sinalização de falhas 

ao mesmo tempo. 
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Figura 4.1a - Corte transversal do túnel de vento 
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Condições do teste 

Medida = medida + ê-a 

a = 0,001 

Contagens de espera = 2 

Número de deteções = 10.000 

1 Fíilhas no sinal reaJ Falhas 

0,0 0 0 

0,25 0 0 

0,50 0 0 

0,75 3 0 

1.0 17 1 

2,0 333 140 

3,0 1659 1401 

4.0 3809 4099 

5,0 5210 5339 

6,0 5674 5612 

Tabela 4.1 - Resultado das falhas simuladas. 
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A N9 de medidas/ N9 de falhas detetadas 

100 H 

10 

Experimental 

Simulador 

Amplitude da falha( CT ) 

Figura 4.1 — Sensibilidade do Simulaidor em função da amplitude da falha simulada 
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Condições do teste 

Medida = medida + 3(t 

a = 0,001 

Contagens de espera = 2 

Número de deteções = 10.000 

0 Falhas no sinal real Falheis no simulador 

0,001 1659 1401 

0,01 1677 1526 

0,05 1703 1585 

0,1 1709 1629 

0,5 1795 1818 

Tabela 4.2 — Variação no número de indicações de falhas em função do peirâmetro /?. 

Condições do teste 

Medida = medida + 5- cr 

a= 0= 0,001 

Contagens de espera = 2 8 Indicaição de falhas 

Número de deteções = 10.000 3,0 155 

Niímero de pulsos espúrios = 1.666 5,0 1491 

Tabela 4.3 - Indicações de falhas para pulsos espúrios 
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Figura 4.2 - Transiente L6-3 a) Medida da pressão b) Temperatura 
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• 42.ee 
o 42.ee 

17.5 3̂ 8 Seg 

Figura 4.3 - Transiente L6-1 ( nivel) 

• 24ee.ee 
» 24ee.ee 

52.5 Se? 

Figura 4.4 — Trauísiente L6—1 ( pressão ) 

81 

http://42.ee
http://42.ee
http://24ee.ee
http://24ee.ee


• 652.00 
n 652.B9 

« 644.00 
n 644.00 

52.5 Seg 

Figura 4.5 - Transiente L6-1 (temperatura) 
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45,00 

\ 

0,0 20,0 40,0 60.0 Seg 

Figura 4.6 - Transiente de média intensidade ( nível ) 

2220,00 

2100.00 

0 .0 20.0 40.0 60.0 Seg 

Figura 4.7 - Transiente de média intensidade ( pressão ) 
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659,86 

645,00 

í-J'J 

20.0 40,0 60.0 Seg 

Figura 4.8 - Transiente de m e d i a intensidade ( temperatura ) 
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1.33 

1.2 
LIMITE PARA SINALIZAÇÃO 

DE FALHA 

-3,08 

U 2^8 4Ô.0 60.0 Sfí 

Figura 4.9 — Vador da função L do nível em operação normal 

• 0.33 

0 , 7 5 

-3.63 

6.8 20.0 48.0 60.0 Ses 

Figura 4.10 - Valor da função L da pressão em operação normal 

• 3.B3 

. -3.03 

LIMITE PARA SINALL/- AÇÃO 
DTÍ FALHA 

8.8 20.8 48.8 68.8 Seg 

Figura 4.11 — Vador da função L da temperatura em operação normal 
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-3,E 

(c) T 

Figura 4.12 - Degrau de nível a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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Figura 4.13 - Degrau de pressão a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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Figura 4.14 - Degrau de temperatura a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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Figura 4.15 - Rampa no nível a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
• B.BB 

. -3.80 

• (a) 

e 
0 íiíl 
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Figura 4.16 - Rampa na pressão a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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-3.M 

-3,88 

-7.C 

8.0 2 0,8 48,8 69,8 Se? 

Figura 4.17 — Rampa na temperatura a) L do nivel b) L da pressão 

c) L da temperatiira 
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-3.00 

60,B Seg 

Figura 4.18 - Ruído no nível a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 

-3.BB 

. -3,BB 

B.B 28,0 13,3 60,8 Sej 

Figura 4.19 — Ruído na pressão a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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Figura 4.20 - Ruído na temperatlira a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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. -6,09 

. 9.9̂  

-3,99 (c) 

9,9 29,9 49,9 69,9 Se; 

Figura 4.21 - Espúrio no nível a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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Figura 4.22 - Espúrio na pressão a) L do nível b) L da pressão 

C) L da temperatura 
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Figura 4.22 - Espúrio na temperatura a) L do nível b) L da pressão 

c) L da temperatura 
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Figura 4.24 - Valores da função L para o transiente L6-1 

a) L do nível b) L da pressão c) L da temperatura 
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CAPÍTULO 5 - CONCLUSÃO 

Após o acidente de Three Miles Isleind, todos esforços foram centrados em 

implementar metodologias de validação de sinjús afim de garantir ao opereidor 

informações precisas sobre o estaido da plainta a cada instamte, certificando-se de que as 

ações realizadas na operação da mesma não prejudicarão sua segurança. Além disso, 

qualquer falha na instrumentação de processo deve ser prontamente detetada, isolada e 

informada ao operador. 

Neste estudo são cobertas duas situaições distintáis: sistemas onde há redundância 

de instrumentação na medida do pairâmetro de processo estudado e na segunda não há 

redundância. 

Quando da existência da redundância física utilizamos o Teste Sequenciail de 

Razão de Probabilidade. Os resultados obtidos demonstraraim a rapidez com que falhas 

são detetadas e isoladas (2 a 3 contagens), ailém da efetiva capaicidade de filtrar pulsos 

espúrios que venham ocorrer ao longo da operação da planta, diminuindo assim a taxa de 

alairmes falsos. 

Para aplicação desta metodologia necessita—se de uma análise estatística dos 

sinais provinientes dos sensores a fim de determinar a matriz de covariança do sistema 

em questão e posterior calibração do filtro através do simulador aqui desenvolvido. 

Este método tem como limitação o não reconhecimento de flutuações graduais na 

leitura dos sensores e de falhas de modo comvun; e como vantagens sua praticidaide, 

economia e facilidade de implementação em microcomputadores pessoais. 

O método da análise sequencial de razão de probabilidade, como ficou 

demonstrado pelos testes realizados, pode ser implementado para utilização prática em 

pressurizador de reatores PWR, no caso de haver a redundância de sensores. 

Para sistemas onde não existe redimdância física estudamos a viaibihdade da 

aplicação da Análise de Inovaição do Filtro de Estimaição ót ima com utilizaição de filtro 

Kalman extendido. 
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Para aplicação desta metodologia necessitsir-Be de um modelo dinâmico do sistema 

em estudo, por esta razão escolhemos utiliza-la no controle de \xm pressurizador de um 

reator tipo PWR, utilizando um modelo bastante simplificado. 

Os testes com a Análise da Inovação do Filtro de Estimação Ótima com utihzãção 

de filtro Kalman extendido foram realizados com a simuletção de operação normal na 

presença de lun transiente de média intensidade pertmbado por falhas tipo degrau; 

rampa e ruído. 

Os resultados obtidos permitiram concluir o seguinte acerca do método de análise 

da inovação do filtro de estimaição ótima: 

1) O método é eficaz e confiável na deteção e isolação de falhas de ocorrência 

comum durante a operaição de plantais nucleares. 

2) O parâmetro r, atraso entre o sensor de temperatura e a temperatura da 

mistura, é influenciado por dois fatores. O primeiro está ligado ao tempo de resposta 

inerente ao sensor utilizaido e tem pequena influência no seu valor, visto que os sensores 

utilizaidos normalmente tem resposta em torno de 1 ou 2 segundos. O segundo fator está 

ligado à locédizaição do sensor no interior do pressurizador; como o modelo utilizado 

assume que água e va^or encontraim-se numa mistura homogênea no interior do 

pressurizador, o que só ocorre na região de vapor, a instalaiçak» do sensor na região do 

líquido subresfriaido causau-á um atraso considerável entre a temperatura de saturação 

determinada pela pressão interna do pressurizador e a temperatura indicada pelo sensor; 

esta é a razão do alto vailor encontrado (50 segundos) para este parâmetro nos testes 

reailizados. 

3) A determinaição do nível de aceitaição e sinalizaição de falha pode ser 

previamente determinado por simulação nmnérica de falhas com evidente economia e 

rapidez, sendo que a calibração fina deve ser feita in loco a fim de considerar as variáveis 

dificeis de serem simuladas por modelaigem estocástica simplificada. 
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4) No caso de transientes de grande intensidade, transientes anormais, os valores 

das funções L ultrapassariam o nivel de aceitação e sinalizaição de falhas, no entanto, 

nesta situaição o próprio sistema de segurança da planta sobrepor-se—ia ao sistema de 

deteção e isolação de falhas. 

No caso da análise de inovação do filtro de estimação ótima ficou comprovada a 

sua viabihdade em comparação com estudos de viabilidade de outros métodos 

apresentados na literatura, bastante para sua implementação prática avançar para o 

estágio de resolução dos problemas inerentes de implementação em testes reais em 

plantas nucleares. Neste estágio devemos verificar a adequação da modelagem ao sistema 

real, o nível de oscilações e incertezas nos parâmetros físicos e testes com simulação de 

falhas reais. Caso a viabihdade seja comprovada nos testes reais realizados deverá ser 

investigada a estabilidade do filtro adotado, através de metodologias convencionais de 

resolução dos problemas de divergência de filtros. 
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APÊNDICE I - PARÂMETROS DO PRESSURIZADOR DO LOFT 

i 

Altura (H) = 5,85 ft I 
o 

Constante de conversão qualidade/nível (Lp) = 2,02 pol/ft 

Vazão da válvula de spray (w ) = 2,126 Ib/s 

Vazão da válvula de escape de operaição (w ) = 2,0062 Ib/s 

Vazão da válvula de escape de segurança (w^) = 12,61 Ib/s 

Potência dos awjuecedores cíclicos (Q ) = 34,12 Btu/s 

Potência dos au^uecedores reserva (Q^) = 11,37 Btu/s 

ESTADO NOMINAL DE OPERAÇÃO 

pressão = 2156,6 psia 

qualidade = 0.0737 

temperatura = 650 61 ^F 

SET-POINTS DO SISTEMA DE CONTROLE DO PRESSURIZADOR 

Reset—point da válviola de escape de segurança = 2549.0 psia 

S e t - ^ i n t da válvula de escape de segurança = 2525,0 psia 

Set—point da válvula de escape de operação = 2425.1 psia 

Reset—point da válvula de escape de operação = 2405.0 psia 

Set—point da válvula de spray = 2188.0 psia 

Reset point dos aquecedores cíclicos » 2180.0 psia 

Reset-point da válvula de spray e dos aquecedores reserva = 2155.0 psia 

Set-point dos a^iuecedores cíclicos = 2145.0 psia 

Set—point dos aquecedores reserva = 2135.0 psia 
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1 Volume (Vp) = 34,75 ft^ 



i 
MATRIZES UTILIZADOS PELO FILTRO KALMAN 

2.30E-8 0.0 0.0 -j 
Q = 0.0 9.0 0.0 

0.0 0.0 0.02-

I 

0.0025 0.0 0.0 
R = 0.0 1.0 0.0 

0.0 0.0 0.0625 
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