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RESUMO PRINCIPIO do METODO

Com o Mctodo das Fungbes de Ponderagdo ¢é possivel a
determinagdo do Fator de Intensidade de Tensdes K para uma
scgunda configuragdo de carregamento, aphlicada a um corpo
tnncado. a partr de uma solugdo qualquer onde sejam
conhecidos o campo de desiocamentos (8) da face da trinca ¢ o
fator K associado. Neste trabalho faz-se uma apresentagio breve
desta metodologia. inclusive com mengio a alguns métodos
aproximados que fornceem Ouimos resultados, ressaltando-sc a
facihdade de automatizd-la via programagdo de computador, ¢
mosira-se algumas aplicagdes da mesma a partir de casos tipicos
comparando-se os resultados numéricos obtidos com os
resultados analiticos disponivers.

INTRODUCAO

A anilisc de fratura ¢ fadiga de vasos de pressdo e tubulagoes
requer o calculo de fatores de intensidade de tensdo para as
trincas tipicas que ocorrem em servigo, com o risco adicional
do matenal ter sofrido fragilizagdo. Como regra geral tais
trincas 830 cncontradas cm regides onde a distribuigdo de
lensGes ¢ altamente ndo-linear. As solugdes existentes sdo
disponiveis, em geral, para distribuigdes de tensdes uniformes
ou lineares. Quando sc trata com distribuigSes néio lineares o
codigo ASME [1] apresenta uma técnica de linearizagdo de
tensdes (decomposi¢do cm duas distribuigdes: uma uniforme ¢
outra linear) como aproximagdo para a determinagio do fator
de intensidade de tensoes.

Em certos casos. como quando ha gradientes dc tensdes muito
clevados, esta téenica pode conduczir a erros apreciaveis.
Portanto outros métodos de calculo do fator K se tornam
necessarios, como o Método das Fungdes de Ponderagdo. As
fungdes de ponderagdo apresentam a propriedade de serem
dependentes somente da geometria.

Assim, uma vcz quc a fungdo de pondcragdo scja conhecida
para um dado tipo (geometria) de trinca, os fatores de
intensidade de tensdes, para quaisquer carregamentos, podem
ser determinados por ‘simples’ integragdo.
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Este Método foi matematicamente estabelecido por Buecknner
[2] ¢ Rice [3], para a determinagio do fator K, para uma
scgunda configuragdo de carregamento o(x) aphicada a um
corpo trincado, a partir de uma solugdo qualquer, “de
referéncia’, para o carregamento oref = oo(x), onde sgjam
conhecidos o campo de deslocamentos Sref = Uref{a.x) da face
da trinca ¢ o respectivo fator Kref onde:

Kref = F(a/L) .66(x) . ¥(r.a) (1)

Assim, tomando-s¢ o sistema de coordenadas indicado na
figura 1 temos que:

K=l ox(x) h(a,x) dx (2)
h (a,x) = (H/Keet J0Urer(a,x)/0%a 3

h(a,x) ¢ a fungdo de ponderagio que so depende da geometria
do corpo trincado. Sendo E o Modulo de Elasticidade do
material ¢ p o seu Coeficiente de Poisson tem-se H = E para o
caso de estado plano de tensdes ¢ H = E/(1-p”) para o caso de
estado plano de deformagdes.

Portanto. como sc¢ obscrva, das eq. (2) ¢ (3). ¢ necessirio
conhecer o campo de deslocamentos de uma dada solugdo “de
referéncia’, Uref{ax), produzido em uma trinca sob um
carregamento genérico oo(x) ¢ o respective fator Kref para que
se¢ obtenha a fungdo de ponderagdo h(a,x) e, com csta, o valor
K; para qualquer outro carregamento o»(x) aplicado sobre o
mesmo corpo trincado. Esta ¢ uma dificuldade inicial para
aplicagdo direta deste método, uma vez que nem sempre se
conhece o campo de deslocamentos da face da trinca embora se
conhega o carregamento aplicado o € o respectivo valor de
Kret.

onde

METODO SIMPLIFICADO

Para contornar esta dificuldade foi proposto, por Petroski ¢
Achenbach [4], um método simplificado de obtengdo do campo
dc deslocamentos das faces da trinca, a partir de consideragoes
simples tais como a auto-consisténcia da equagdo 2, que s¢
reduzira a uma identidade se se fizer 62(x) = o (0 que leva a
se ter Kz = Ky, ¢ uma proposta de expressdo para Uref{a,x,
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definida a partir dos seguintes critérios: 1) ser baseada em uma
unica incognita envolvendo o carregamento de referéncia e o
respectivo valor Kref, 2) representar deslocamentos finitos na
abertura da trinca e nulos na ponta da trinca, ¢ 3) ser
consistente para pequenas trincas. Assim, a solugdo
aproximada, proposta em [4] tem a forma da eq.{4).

(@) A

Figura I Esquema do Corpo Trincado
a) carga uniforme, b) carga pontual
U (a,x) = (0o(x)/H\2) {4 F(a/L) V[a (a-X)] + (4)
G(a/L)y ¥ja-x)*/ a}}

onde

G(a/L) = [li(a) - 4 . F(a/L) . Va Ix(a)]. Va/Is(a) (5

Ia) = =¥2 . oe(x) . f[F(a/L))* . ada (6.2)
I2(a) = [foo(x) . V(a-x)] dx (6.b)
Ix(a) = [[oo(x) . (a-x)** ) dx (6.)

As integrais 11, 12 ¢ I3 sdo efetuadas no intervalo [0,a]. O
termo a/L. é uma caracteristica conhecida da trinca assim como
a propnia trinca a ¢ o carregamento ‘de referéncia’ oo(x) para o
qual se conhece Kref ¢, portanto, também, a cxpressdo de
F(a/L)) ¢ o2(x) para o qual se deseja obter K.

Discussiio Sobre o Método Simplificado e suas Limitacdes.

Ha, na literatura, uma interessante discussdo sobrc as
limitagdes do método apresentado acima, proposto em [4].
Inicialmente, em [5] sdo apresentadas conclusbes erroneas
sobre possivels limitagdes do método encontradas,
fundamentalmente, como mostrado em [6], devido a erros em
algumas integragbes analiticas realizadas nos exemplos
utilizados. Em [7] se mostra que hd restrighes no método
quando, por ex. a partir de solu¢bes de referéncia com cargas
parciais sobre a trinca, a fungdo de pondcrag@io obtida ndo ¢
confidvel.

As restri¢gdes do método ficaram mais definidas e precisas na
refer. [8], a partir do estudo de diversas solugdes, comparadas
com resultados analiticos conhecidos, ou obtidos por outros
métodos, em que o carregamento de referéncia aplicado
apresentava gradientes abruptos em duas situagdes genéricas:
atuando em toda a extensdo da trinca ¢ atuando parcialmente
sobre a trinca.

Ficou demonstrado por Niu, em [8], que o gradiente do
caregamento de referéncia oo(x) tem pouca, ou nenhuma,
importincia na precisio da fungdo de ponderagdo obtida. O
fator determinante € a extensdo em que a trinca esta submetida
a0 carregamento, quando este ¢ do tipo monotonicamente
crescente, 1.€.: cresce da extremidade da trinca (x=0) para a sua
ponta (x=a).

Niu [8] sugere que a ocasional falha do método simplificado,
proposto por Petroski e Achenbach em [4] pode ser devido ao
fato de que a condi¢do dc auto-consisténcia da equagdo (2)
pode ndo ser suficiente para, por si sO, determinar og
deslocamentos da face da trinca, em alguns casos.

Da discussdo havida em tomo das limitagdes deste método
aproximado, para a obten¢do das fungdes de ponderagio, fica
claro que a solugdo de referéncia deve atender as seguintes
condigdes quanto ao carregamento aplicado:

1* - deve agir sobre toda a extensdo da trinca e
2* - variar monolonicamente ao longo da trinca

3* - sendo do tipo monotonicamente crescente nio
devera apresentar fortes gradicntes.

GENERALIZACAO do METODO SIMPLIFICADO

Através de diversos trabalhos, resumidos em [9] ¢ [10], foi
mostrado que as fungdes de ponderagio podem ser expressas,
de forma melhor aproximada, ¢ generalizada, como séries de
poténcias com expoentes z Inteiros ou com expoentes
fracionarios  (z=0,12,345,.. ou #=0,1/2.13/225/2, .
respectivamente para i=0, 1, 2, 3, 4,...) da forma apresentada na
eq. (7) onde o nimero de termos varia com a geometria em
analisc (para sc ter uma boa precisdo) mas ¢ possivel obter
resultados acurados usando-se apenas 3 termos na séric de
expoentes fraciondrios, como mostrado, através de diversos
exemplos, na refer. [9}].

h(x,3) = (2/N[2n(a-x)]) T Mi . (1-x/a)’, Mo=1 (7N

Assim a fungdo de ponderagdo pode ser obtida sem o
conhecimento do campo de deslocamentos das faces da trinca.
Para isto, porém, se necessita conhecer 3 parametros M;, M; ¢
M3 ¢, portanto, sdo necessarias 3 solugdes de referéncia Krefl,
Kref2? ¢ Kref3 associadas aos respectivos carregamentos orefl,
oref2 e oref3. Estes 3 paramctros sdo calculados a partir da
solugdo do sistema de 3 equagdes obtido ao se substituir a
expressdo (7), com 3 termos, na cq. (2) para cada uma das
solugdes de referéncia.

Considerando-se determinadas propriedades do campo de
deslocamentos da superficie da trinca e. consequentementc, da
curvatura da superficic da trinca, ¢ possivel estabelecer uma
condi¢do adicional que reduz o nimero de solugdes de
referéncia para somente duas [10], [13].

Uso de Elementos Finitos. E possivel obter as fungdes de
ponderagdo, de forma aproximada, através do uso de
programas dc andlise cstrutural bascados no método de
elementos finitos, com o uso de técnicas especificas [11], [14].

APLICACAO do METODO

Como exemplo de aplicagdio do Método das Fungdes de
Ponderagdo para o calculo do Fator de Intensidade de Tensbes
K, associado a um novo carregamento aplicado em uma dada
configuragdo de trinca, a partir de uma solugdo (de referéncia)
conhecida, foi desenvolvidlo um programa simples, em
linguagem FORTRAN, onde optou-sc por realizar as
integragdes numéricas pela chamada Regra de Simpson. Serdo
apresentados  resultados  utilizando-s¢  a  geomcetrnia €
carrcgamentos da figura 1 - trinca na borda de um semi-plano
infinito.

Como solugdo de referéncia adotou-s¢ o carrcgamento
constante (uniforme) - figura |.a. Para este caso tem-se que
Kref = 1.121500¥(ra) ¢, portanto, F(a/L) = 1.1215. Assim,
considerando a = 10 ¢ 0¢=1, tem-se que Kref = 6.2829.
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A fungdo de ponderagdo h(ax) para esta geometria,
considerando o método aproximado descrito acima, € proposto
em [4], é mostrada na eq. (8).

Caso 1: Como teste do programa desenvolvido, inicialmente
fez-s¢ 02 = Go 0 que implica que se deve obter K; = 6.2829, (A
unidade usual de K ¢ [tens#o]®V[comprimento]. Para efeito dos
exemplos apresentados basta adotar um sistema coerente de
unidades, como o Sistema Internacional - SI).

hia,x) = (1/1.5860V(ra)) [ 2.2430(a/a-x)"* +
0.2458 (a-x/a)** + 1.5056 (a-x/a) * (8)

A tabela 1 mostra os resultados obtidos, para varios numeros
de pontos de integrago e considerando a solugdo analitica para
a fungdo de ponderagdio h(a,x) (integragdo da cquagdo (2)) e
considerando a solugdo numérica aproximada através das
equagdes (4), (3) ¢ (6). Observe-se, a partir dos resultados da
tabela 1, que o procedimento de integragdo adotado é suficiente
para atingir bons niveis de convergéncia no valor de K,
desejado. Com 500+500 passos de integracdo o resultado
{Kanum= 6.2792) ja convergiu para o valor desejado com menos
de 1% de erro.

Convergéncia. Observa-se que a equagdo (1) resultante do
processo, a ser inlegrada para a obtengdo de K tem termos do
tipo 1/¥(a-x) ¢ 1/N(a’-x?), devidos a fungdo de peso, que sdo
fortemente n3o-lineares com tendéncia a divergir quando x -
a. Isto faz com que se deva ter um grande numero de passos (ou
pontos) na integra¢do nurmérica das equagdes.

A refer. [12] apresenta uma alternativa para este problema,
baseada na divisdo do intervalo de integragdo em dois sub-
intervalos (de 0 até (1- €)a ¢ de (1- €)a até a) e, a partir da
analise da equagdo (1), no abandono de uma de suas partes
quando da intcgragdo no scgundo intervalo. No presente
trabalho optou-se por se trabalhar com dois sub-intervalos (de

0 até 0.9a e de 0.9a até a) usando no segundo intervalo um
passo de integraglio 10 vezes menor que no primeiro, ié:
usando-se 0 mesmo nimero de passos de integragdo nos dois
sub-intervalos.

Caso 2: Como segundo teste de aplicagdo do método ¢ do
programa desenvolvido obteve-se o fator dc intensidade de
tensdes para o carregamento apresentado na figura 1.b, carga
concentrada sobre as faces da trinca, distante b da borda x=0 da
mesma. Para efeito do processo de integragdo numérica o
carregamento foi considerado atuando sobre um comprimento
da ¢ foram analisadas duas situagdes, para b=0.5a; a) da =
0.0lae o= 100 ¢ b) da = 0.001a ¢ o = 1000, de forma que se
tenha sempre P =o . da = 10.

Para esta configuragiio de carregamento, o2(x) = P. 8(x-b),
onde 5(x-b)=1 para x=b e 5(x-b)=0 para x = b. Considerando a
fungdo de ponderagiio associada - eq. (8) - tem-se K expresso
pela eq. (9). Considerando P = 1.0,a= 10 ¢ b = 5 temos, para
este caso, K = 4.864. A expressdo (9) ¢ diferente daquela
apresentada em [4] embora sejam equivalentes, apresentando
Na tabela 2 sdo apresentados os resultados deste caso 2, nas
duss situagdes descritass. Alguns resultados parciais
apresentados na tabela | nio aparecem na tabela 2 onde K»an ¢
obtido a partir da integragdo numérica, eq. (2), da expressdo
analitica da fungdo de ponderagio ¢ Kynum ¢ o resultado da
integrago (eq. 2) a partir das expressdes (4), (5) ¢ (6).

K = (2PN(=a)) [ 0.7071 (a/(a-b)) * +
0.0775 (a-b/a) 2 + 0.4747 ((a-b)/a)'? | (9)

Tabela I: Resultados e Convergéncia da Solugdo de K; para o: = ors = Constante

NP1 11 21 51 101 201 301 501 1001 2001 | 5001 10001
dx 0.90 0.45 0.180 0.090 0.045 0.030 | 0.0180 | 0.009 ]0.0045] 0.0018 | 0.0009
INT1 [ 279.4045| 279.4045 - - - - - - - - -
INT2 21.0007 | 210531 | 21.0746 | 21.0793 | 21.0811 | 21.0814 | 21.0816 | 21.0818 - - -
INT3 § 1265051 126.4936 | 126.4914 | 126.4912 ] 126.4911

Gia,D 0.4627 | 04814 | -0.4890 | 04906 | 04913 | 04914 | 04915 - - 0.4916

| 46822 | 46633 46564 46349 | 46544 | 46543 | 46542 - N .
hh2 1.5861 1.5977 1.6103 1.6169 1.6209 | 16232 | 16249 | 1.6269 | 1.6284( 1.6296 | 1.6303

K2oum | 62683 | 62610 6.2667 62719 62754 | 62775 279 62811 162825 62838 | 62844

143234 | 102389 | T8i49 7.02Q9 66325 | 65063 | 64079 { 63374 | 63048] 62877 | 62832
K2an (2)] 14.2954 | 10.2238 | 7.8088 7.0170 6.6310 N.A. 6.4073 | 6.3371 |6.3046( 6.2876 | 6.2831

Kun () | 6.2815 | 6.2809 | 6.2809
(2 fases) | (20001) | (50001 | (100001)

NP1 = nimero de pontos de intcgragdo no primeiro intervalo [0,0.9a)

dx = 0.92/(NP1-1)

G(a,l), INT1, INT2, INT3 = respectivamente equagdes 5, 6.a, 6.b, 6.¢

hh1 e hh2 = resultado da integral (eq. 2) no 1° e no 2° sub-intervalo, respectivamente
K2an = K2 obtido a partir da expresséo analitica da fungo de ponderagdo

K2an (2) = idem K2, com integragdo em duas fases ou sub-intervalos

Para K2an usou-se¢ um nimero de pontos de integragio Npan = 10*NP1

K2num = hh1+hh2

163



Tabela 2: Resultados para o Caso 2 (Carga Concentrada)

P1: numero de pontos de integragdo: N.C.: ndo calculado)

CASO 1 2
NP1 Kanum _Kian Kanum Koan
501 4.0862 4.5394 N.C. N.C.
1001 49619 4 8650 2.9187 3.2424
2001 4.8153 4 8640 N.C. N.C.
5001 4.8444 4.8639 4.0856 4.5393
10001 4 8736 4.8637 49611 4 86317
20001 4.8589 4.8637 N.C. N.C.
50001 48618 4.8636 4.8442 4.8636
100001 4.8647 4 8636 4.8734 4 8636
200001 N.C. N.C. 4 8588 4.8636
500001 N.C. NC. 4 8617 48636
Jda=00la - S=WIt SN - TN 1 E—

CONCLUSOES

O Método das Fungdes de Ponderagdo, de Buecknner ¢ Rice,
|2] e [3], para a obtengdo do Fator Intensidade de Tensdes K3
para um segundo carrcgamento a partir de uma dada solugdo
prévia (Kref - “de referéncia’) for apresentado juntamente com
um procedimento aproximado, sugerido por Petroski e
Achenbach, [4). para a obtengdo do campo de deslocamentos
das faces da trinca. As limitagdes do método aproximado,
citadas em [5]. [6], [7] ¢ [8], sdo poucas e facilmentc
contornadas. Assim a sua utilizagdo ¢ de amplo uso para a
obtengdo da referidas Fungdes de Ponderagdo.

O Método de Buecknner associado a aproximagao sugerida por
Petroski-Achenbach, ¢ simples o suficiente para permitir a sua
programagdo de forma facil ¢ imediata, devendo-se ter atengdo
ao fato de que as fungdes a serem integradas tem termos
fortemente nio-lincares, com singularidade em x=a, na ponta
da trinca.

Foram apresentados dois exemplos de aplicagdo da
programagio desenvolvida para o caso de trinca cm um semi-
plano infinito tendo. como solugdo de referéncia, a distribuigdo
uniforme de tensdes na face da trinca.

NOTA: Este trabalho ¢ uma versdo ligeiramente modificada do
trabalho indicado na refer. [15.
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SUMMARY

One can predict the behavior of a cracked body of a brittle
material by the well stablished Linear-Elastic Fracture
Mechanics. For this, one needs to known only the parameter
Stress Intensity Factor K produced by the loading which, for
cach material, depends on the geometry and the loading itself.
The Weight Function Method is used to get the K value for a
second load configuration, applied over a cracked body, from
which we known the displacements field (8) in the crack surface
and the K factor itself. In this work this methodology will be
presented along with some approximated methods that
produces good results and its easiness to be automat~d. It will
be applied for some typical cases and the obtained numerical
results will be compared with the analytical ones.
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