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RESUMO  

Este trabalho tem por objetivo apresentar o estudo de um método para solução da equação de  

transporte linear em 1 grupo de energia em meios materiais tridimensionais. A dependència angular  
será aproximada por  urna  expansão em harmônicos esféricos (até terceira ordem) enqu anto que a  
dependência espacial será tratada pelo método de elementos finitos. São apresentados resultados  

comparativos com problemas com solução analítica (primeira ordem na exp ansão do fluxo) e também  
com o código DOT (terceira ordem na expansão do fluxo).  

INTRODUÇÃO  

0 método dos elementos finitos tem sido empregado  
extensivamente em diversos campos de engenharia, sendo que  
sua utilização possibilita a análise de domínios complexos que,  
de outra forma, se riam inviáveis computacionaimente. Neste  
contexto, o método tem sido empregado em diversas áreas de  
engenharia nuclear e, em particular, na solução da equação de  
transporte de nêutrons.  

Este trabalho tem por objetivo apresentar o estudo de  
um método para solução da equação de transporte linear em 1  
grupo de energia em meios mate riais tridimensionais. A  
dependência angular será aproximada por uma expansão em  
harmônicos esféricos (até terceira ordem) enqu anto que a  
dependência espaci al  será tratada pelo método de elementos  
finitos. Este trabalho representa um passo inici al  na busca de  
um programa para solução da equação de tr ansporte dependente  
da energia em geometria tridimension al .  

DESENVOLVIMENTO ANALÍTICO  

A técnica de solução da equação de transporte através da  
expansão do componente angular em harmônicos esféricos para  
a derivação de um conjunto acoplado de equações diferenciais de  
primeira ordem é bast ante antiga [1]. Mais recentemente,  
Fletcher [2, 3, 4] propôs um tratamento origin al  às equações  
result antes da aplicação do método em duas e três dimensões. A  
idéia desenvolvida por Fletcher é reduzir as equações acopladas  

de primeira ordem para os momentos da expansão do fluxo a  
um conjunto acoplado de equações de segunda ordem. Este  
conjunto apresenta equações similares à equação de difusão, com  
o acoplamento dos momentos embutido no termo fonte. A  
solução deverá ser obtida de forma iterativa a partir de  urna  
estimativa inicial para os momentos.  

Para este desenvolvimento, considere a equação de  

transporte de nêutrons em geometria tridimension al  
independente da energia:  

S2.Wr,S2) + o{r,St)'$(r,I?) =  

(r,ST-4) 	+ S(r,L) 	( 1 ) J  

Aproximando-se o fluxo angular, a fonte total e a seção  
de choque de espalhamento por expansões em funções associadas  
de Legendre, isto é,  

R 	1  

(vr,f2) 	(21+1)2 P1(µ)• [Ili I m (r)•cosmcp+ r im(r)•sinmcp] ,  
1.0 	m.0  

(2)  

R 	' 
 

S(r,S2) = 	(21+1)2 P m'  (µ)•  [Si m(r)•cosmcp+ S[ m(r)•sinmcp] ,  
i =o 	m=0  

(3)  

L 

= 	(21+1)•a1(r)•[ PI(11)•P1(/j`) +  
=0  

,  mGl ^l+m)? P  I(!')• P I(/+ ? ) cosm( p-cp')] 
 

pode-se obter a seguinte igualdade, após conveniente  
manipulação algébrica:  

A cosmcp + B sinmcp  
Im 	 Im 

onde  

Ai m  = { 2(1-m)•H(1-1)•f bil-1,m + 2•(1+m+1).frbi+1, m  + 

H(1-1) • 6m ,1 	V5i-t,o + H(1-1) • H(m-1) &v i - 1 ,m-1 -  

H( 1-2)•H(m-2)•*9  rl-tm-t — (1-11(1-N)] .4,1 &0I+1,0 
 

- [H(1-1)-H(1-N)] -H(m-1) •frVl+t,m -1 +  

[H(1-1)-11(1-N)] • H(m-2) •r1 +1 , m-1 +  

(l+m+1)(1+m+2)[1-H(1-N)] •[1-H(m-N)]  •  

[

a 
 ^

,
I+hmH + 	 r l+1,m.1J 

(E-rr1)(1-m-1)• 11 (1-1)•[1-H(m-N)] 1&01-1,n1.1 + 
a 

rl-1,m.1)  

+ 	2(21+1) • o 1 . çbbi m  - 2(21+1)Si m  } 
	

(6)  

e  

2  (4)  

= 0 , 	(5)  
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^Y^I-1,m.1j + 

(7)  

Bim 
 = 

l
2(1-m)•H(6-1)•krl- 1 , m  + 2(I+m+1)•^r1.l, m  +  

11(1-1).  bm,i ^01 -1,0 + H(1-2) • H(m-2) • a rl -1,m -1 

- [1-H(1-N)]'  

- H(m-2)•[H(1-2)-H(1-N)4r1 +t , m- 1  -  

H(m-1 ) •[H( 1-1 )-H( 1-N)] •;.OI.I,m-1  

+ (1+m+1)(1+m+2) •[1-H(^N)]•[1-H(m-N)] 

a r
l.Lmel — T^1.6m+1

J  — 
 

(1-m)(1-m- 1)•11(1- 1)[1-H(m-N)] [r1_lm.t —  

2(214-0.04 • M m  — 2(21+l)Qlrr } ,  

com 11/ 1m  e rim  os momentos da expansão do fl uxo; 

S i.  e S[ m  os momentos da fonte externa; 

L a ordem da expansão da seção de choque; 

H( ^) = 
1 , 	.> 0  

^ 0 , <0  
a 1  = at  - as • 

A equação acima é válida para  
1=0,1,2,...,N  
m=0,1,...,1.  

Desde que 	cosmtp 	e 	sinmtp 	são linearmente  
independentes, tem-se necessariamente que A1. = 0 e, exceto  
para o caso m=0, 131. = 0 (pois neste último caso tem-se  
sinmy,0). Como as equações (6) e (7) são válidas para  

e m=0,1,...,1, tem-se um conjunto acoplado de  
(N+1) 2  equações de primeira ordem, sendo N a ordem da  

expansão do fl uxo.  

EQUAÇÃO TIPO DIFUSÃO  

Considerando as equações (6) e (7) obtidas ante riormente  
para os diversos valores possíveis de 1 e m, têm-se um  
conjunto acoplado de equações de primeira ordem para os  

momentos t/i e r resultan tes da aproximação do fluxo em uma  
expansão finita em harmónicos esféricos. Para solucionar estas  

equações e, consequentemente, obter-se uma solução  
aproximada da equação de transporte, o método proposto é a  

redução deste conjunto acoplado de equações diferenciais de  

primeira ordem a um conjunto acoplado de equações diferenciais  

de segunda ordem, o que reduz o número de equações a serem  

solucionadas iterativamente.  
Para a aproximação P3, 16 momentos surgem da  

expansão do fluxo: tlroo, via, 01t, r11, +G20, +Gzl, r21, +G22, r22, +Y3o,  
031, r31, 032, 

 

r32, 033, r33, e também 16 equações: 

m=0 :  

^^G10 + ^ +Gil + 	+ ao • TGoo = Soo ,  (8.a)  

1=1, m=0  

^000+2•^ 020 +3.021 + 37°  r21+ 3 •al•010 = 3•Slo  

(8.b)  

1=1, m=1 :  

a 021 +^000— ^ 4^20 + 6 •^ ry22+6•^r22+3• al• 0t1  

= 3 • 5 11 = 	, 	

YY 	

(8.c)  

3.&r21+ '4o - T 02o+ 6•&r 22 -6 'F022+ 3 •Qt'rii =  

= 3•Q11 	 (8.d)  

e assim sucessivamente para os demais 12 momentos da  

expansão [5, 6].  
Isollando-se 010  na equação (8.b), 0n  em (8.c), r 1 1 em  

(8.d) e substituindo em (8.a), obtem-se:  

• 
Çr. [[ al  ] O?600] + v 0 0  • "0 = Soo 	(9)  

De modo semelhan te, as demais equações "tipo difusão"  
podem ser obtidas:  

4 a(1a 	1 	9a f l a 	1_ 6a 
i 	

(la  

-  3 •N 1 020J

1 

 - ,-7 1 ^ 3 	y2oJ 	̂c lv3 dx 1V 2oJ 

-
1 a r 1 a w20J  - s a I( 1 a ^201 —  1 a ( 1 a 

V 20) ^ lc Q1  x 	( T 1^3 ^ J 	̂l^  

+ 5•a2•02c = S20 , 	 ( 10 )  

- l o1 ^ 1y^21] - ± ^ I 
111 	 ` 

^3 ^^21^ -^^ Q1 &y^21] - «ll - ^•^ [ ã3  ^ it'21] — 5 

 Y  [ 

 r3 1'

02d+: 

 

5 •a2•021 = S21 	 •  

a l a 	8 a 	 5 	l a , 
— ^ a1  ^ r2t] 	7•^ [

1 a a3  ^ r21] 	7 a ̂  (  a3   121]  

	

a 	l a 	8 a I(l  
^ o 1 ^ r 21  — 7 ^ lQ3 

 r21] +  

	

5  a2 rzl = Q;1 • , 	 (12)  

10 	l a 	a Ir2 a 	16a Í 1 a 
— ^'

a 
 ^ v3 ^ 022j — X̂ I a1  ^ 'V22j — ^ ^ I. a3  ^ W22j 

	

a 	2 a 	lI l`  16 a 
I
Í 1  

— ^ v 1 022j — ^ •^ l an  l̂  022j  + 

10 •  02' 022 = S 2. 2  

—^^ 103 î r 22  

10 a  (1 a 	j 	a 

— Vr [ ;1  V ^ 
 r22] 

 — lÓ • 
VY l ̂ 3 VY r22] ll+  

2 a 	16 a 	1 
vt  ^ r221 — ^ ^ 03 

a 
 x̂ r22] 

10• a2 • r22 = Qzz •  

Nestas equações, todos os momentos que diferem do  
especificado à esquerda do sinal de igualdade, foram  
incorporados no termo fonte. Assim sendo, o termo fonte pode  
ser explicitado por:  

(11)  

(13)  

(14)  
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6  

Considerando as condições de contorno do problema  

dadas por [2,3,4,5]:  

i) fluxo contínuo nas interfaces (garantido pela escolha  
das funções base locais);  

ii) vácuo ou superfície livre:  
n • V Too = —  3.' I' 00 , a arbitrário e  

^Im =0 , l#0oum#0 ,  
iii) reflexão,  

o sistema matricial result ante será então:  

K • = S , 	 (21)  

e, para um elemento isolado:  

ai l (ali  iQj + a2 7i 7j + a3 á; bj ) A 	+ 
6  

(1+b ; j) criA  +a[ vo 1( 1+ô;;)  01 
 ° 1  24  120  

[2(21+1)/(1 +6m, o )] SI;  A  

24  

	

Q s ^ 	? 

	

f tw  A st; 	Q 

6  

) 	ç Q s 
_ a t w d t w  ,  A  Q e  j 

f etes n e  ® 	S6w(r) +  Atw d tw 6  n e  

6 	 6  

com :  

A = duas vezes o volume do elemento tetraedrico, 
= duas vezes a área do elemento que pertence ao 

contorno que está sendo considerado , 
Cr = 1 para os elementos cuja condição de contorno  

seja do tipo reflexão e a ordem  

do momento seja par ;  
= 0 nos demais casos ;  

Cv = 1 para os elementos cuja condição de çontorno seja  
do tipo reflexão e o  

momento seja (0,0) ;  
= 0 nos demais casos .  

PROGRAMA ETEFEH  

Para solução destas equações, foi desenvolvido o  

programa ETEFEH (Equação de Transporte, Elementos  

Finitos, Esféricos Harmônicos) em linguagem FORTRAN. Para  

simplificar a entrada de dados, um pré—processador  
(PREPROC) [5, 6] foi elaborado em linguagem PASCAL e é  

disponível para micro—computador compatível com IBM—PC.  

PROBLEMA NÚMERO UM  

Solução da equação de difusão para um reator composto  

de duas regiões, simul ando situação unidimensional para efeito  
de comparação de resultados com solução analítica. Este  
problema pode ser representado em uma dimensão pela figura 1  

abaixo. As duas regiões apresentam const antes físicas idênticas,  
sendo que na região 1 tem—se uma fonte uniformemente  
distribuída e que emite 100 nêutrons/cm 3/s, enquanto que a  
região 2 não apresenta fonte.  

Ea=0.5 cm -1 ; Et=1 cm-1 ; D=0.3333 cm; d=0 cm; 	3 cm.  

(22)  

região 2  

—.L. 

região 1  região 2  

-y/2 	 .¿/2  

 

I-- cm  ^ 

FIGURA 1— DOMÍNIO DO PROBLEMA 1  

Condições de contorno: 0( .') = #( —.Lf) = 0.  
A solução analítica é dada por:  

S` = s 	a [s^°^ a
[^J 

a
[^^ e° — 00 — t̂ of — 	 — ŷ 	v^ — ,c of  

la i a 	l 	la (^ a 	2a i  a 1 .-F Pl  -5 7V2o ) 
— ^ • ŷ l of w w2°, + ^•^ [ vl   020]  

+ k[ ^1 ^ 21J  + ^ [ Q^ ^ 	 ^21J  + 	[4 1 	r21]  

+ 	[ ol î r21) - 2  •; R  ^Y  022, 

 

+ 2 •^  [ ̂
1 

a 
 >G22J 

+  2 • a  [ ^ 1 

a 
 r 22J + 2 •^. [ ^ 1 

^  r 22, 

(15)  

e assim sucessivamente para os demais termos fonte. 
A solução deste conjunto acoplado de equações de  

segunda ordem pode ser obtida de forma iterativa, partindo de 
uma estimativa inicial para os momentos. O passo seguinte será 
calcular os termos fonte, a que leva a  urna  nova estimativa para 
os momentos. O processo prossegue até que ocorra a  

convergência de todos os momentos.  
Genericamente, as equações dos momentos podem ser  

tratadas por: 	
11II 	 i 

— &[ a1 ^ J — 	[ a2 w] — &[ a3  & w] +  

	

a.•# = S 	 (16)# 	S 	 (16)  

. ICAÇÃ  ES OI  p
ÉTTODOÃDDOS ELEMENTOS FINITOS  

Para solucionar a equação acima pelo método dos  

elementos finitos, o domínio deve ser subdividido em NE  

elementos e o momento genérico deve ser exp andido em  
funções base definidas localmente nestes elementos:  

m(x,y,z) N V(x,y,z) = 	a; • N ;(x,y,z)  
i=1 

(17)  

Em cada um destes elementos, os parâmetros físicos 
(seções de choque) podem variar, desde que o grau de variação 
seja igual ou inferior ao grau do polinômio interpolador em que 
foi expandido o momento O. Este trabalho considera que os  

parâmetros físicos perm anecem constantes em cada elemento.  
Substituindo a aproximação (17) na equação (16), surge um  

resíduo decorrente da aproximação do momento,  ou  seja,  

— [a1 7] —w [a2w ^ J —& [a3 7J +  
 —S = R . 	 (18)  

Quanto melhor for a aproximação (17), t anto menor 
deverá ser o resíduo , dado pela equação acima. A técnica de 
Resíduos Ponderados propõe multiplicar a equação (18) por 
uma função ponderação e integrar no domínio do problema, 
fazendo com que o resultado obtido seja igual a zero. Logo,  

multiplicando a equação (18) por uma função ponderação W e 
integrando no domínio, obtem—se: 

— 	a; f ^ [al 	, ^ N ; a2 	; , ^ N a3 a N Wjdf1 + 
=1 	V  

E ail  o•N;•Wjdí2 = f  S Wj df2 . 	 (19)  
; = 1 	V  

Admitindo a forma tetraedrica para os elementos, tem —se  
para cada nó:  

N° _(e; +/j,a x+ 7,` y+ 8; z) 	(20)  
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^  L 
 1- a •coshl x•J r̂  , ]  ,  x</2  

a 

onde:  

^ •,(l•sinh[ (3-x) P-15-  
] 

A tabela 1 anterior apresenta uma comparação entre os  

resultados obtidos pelo programa ETEFEH e pelo código  
CITATION com a solução analítica Como pode ser verificado,  
há uma boa concordância entre estes resultados, com os desvios  
do programa ETEFEH da mesma ordem que os desvios do  
programa CITATION. A figura 2 abaixo apresenta uma  
comparação dos resultados analíticos e os obtidos com o  
programa ETEFEH, sendo os que os mesmos podem ser  
considerados muito bons.  

-  
cosh[  - Solução Analitica  

* ETEFEH  

 

^ 

• 

cosh I 
 

sinh(  

cosh( I - Ê   

OBS:  
1. Por questões de simet ria, a solução apresentada 

representa apenas o domínio [0<x<3], com a condição de 

contorno 3701 	= 0 incorporada, ou seja, «(-x) = 0(x); 
x=0  

2. Este problema foi solucionada em três 
dimensões pelo programa ETEFEH e também pelo código 
CITATION. O problema é simétrico nas direções dos eixos x e 
v (condição de contorno de reflexão nas faces paralelas aos 
planos Oxz e Oyz), sendo que a variação unidimensional do 
problema proposto é representada unicamente pela variação no 
eixo z do problema t ridimensional (reflexão no pl ano Oxy e 
superfície livre para o pl ano paralelo a Oxy que passa pelo 
ponto (0,0,3)).  

TABELA 1- RESULTADOS PARA 0 PROBLEMA 1  

Posição 
An 

So
al

lu
í ti 
ção 

 a c  
CITATION ETEFEH 

0.000 167.358 167.61  
0.125 166.974 167.1 166.88'  
0.250 165.816 166.07  
0.375 163.854 164.0 163.71•  
0.500 161.044 161.29  
0.625 157.318 157.6 157.07'  
0.750 152.591 152.83  
0.875 146.750 147.1 146.34'  
1.000 139.659 139.87  
1.125 131.150 131.8 130.51'  
1.250 121.025 121.19  
1.375 109.045 110.0 108.06'  
1.500 94.930 95.00  
1.625 80.695 79.7 81.63'  
1.750 68.355 68.34  
1.875 57.620 57.0 58.23'  
2.000 48.239 48.18  
2.125 39.990 39.6 40.38'  
2.250 32.680 32.62  
2.375 26.138 25.9 26.38'  
2.500 20.210 20.16  
2.625 14.756 14.6 14.89'  
2.750 9.649 9.62  
2.875 4.769 4.7 4.81•  
3.000 0.000 0.00  

• corresponde a valores interpolados no programa ETEFEH, já  
que o mesmo calcula a variável fluxo nos nós da discretização do  
domínio.  

A discretização deste problema com o código CITATION  
apresentou 13x13x13 "mesh points", enqu anto que com o  
programa ETEFEH foram uti lizados 6x6x12 elementos  
hexaédricos (total de 2592 elementos tetraédricos).  

N
o
rm

a
li

za
d
o
  

0 
	

1 	2  

Eixo Z (cm)  
FIGURA 2 - FLUXO PARA O PROBLEMA NÚMERO 1.  

PROBLEMA DOIS  
Solução da equação de transporte para reator cilindrico  

em duas regiões. Este problema consiste em solucionar a 
equação de transporte em geometria tridimensional para um 
reator cilindrico em duas regiões. As dimensões do cilindro são: 
altura 6 cm e raio 5 cm. As const antes físicas nas duas regiões 
são idênticas, sendo que na região interna do cilindro 
(correspondendo a urn cilindro menor com raio de 2,5 cm) há 
uma fonte emitindo 1 nêutron/cm 3/s. As faces externas do 
cilindro apresentam condição de contorno de superfície livre, 
com valor adotado de a=0,5. O fluxo total obtido por meio do 
programa ETEFEH (384 hexaedros) será comparado com a 
solução obtida pelo código DOT (12x12 "mesh points"), 
adotada como padrão. Na figura 3 é representada a modelagem 
do problema para o programa ETEFEH, ressalt ando que os 
elementos hexaédricos destacados na figura são subdivididos em 
elementos tetraédricos pelo pré-processador. 

As figuras 4 e 5 representam o fluxo neutrônico total 
 

por meio de cortes no domínio do reator, sendo que no primeiro  caso é apresentado um corte em z=3 cm e por um ângulo de 45•  
para a solução do programa ETEFEH, enquanto que para o  
código DOT o corte se dá para z=2.75 cm, sem referência a  
ângulo (vale ressaltar que o código DOT soluciona a equação de  
transporte bidimensional, sendo neste exemplo utilizada opção  
de geometria r-z). No segundo caso, o corte adotado para o  
programa ETEFEH passa por x=y=0 cm e para o código DOT 

 é utilizado Raio=0.25 cm.  
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FIGURA 3 - DOMÍNIO DO PROBLEMA DOIS  

1.00 

0.50 	' 	„ 1 5„ 	S, I 	I  l I  I f t t t t 

0.00 	 2.00 	4.00 	6.00 

raio (cm)  

FIGURA 5 - FLUXO PARA O PROBLEMA DOIS  

As condições de contorno aplicadas ao programa  
ETETEH foram as mesmas propostas por Fletcher, sendo que  é 
de interesse que se realize um estudo mais. -  aprofundado das  
mesmas. Outros desenvolvimentos que podem ser suge ridos são:  

- desenvolvimento e implantação de algoritmo para  
solução da equação de transporte multigrupo;  

- utilização de propriedades (constantes físicas)  
variáveis no interior do elemento;  

- desenvolvimento de um pós-processador para análise  
dos resultados do programa ETEFEH de modo simples na tela  
do microcomputador, por exemplo.  

[3]  

[5] 

0.00 9  1„ I, l I i l I l„ I I I I 1, ,,, I  

0.00 	 2.00 	 4.00 

raio (cm)  

FIGURA 4 - FLUXO PARA O PROBLEMA DOIS  

Os resultados obtidos neste exemplo para o fluxo total  
podem ser considerados aceitáveis. Uma nova modelagem com o  

programa ETEFEH para este problema, com um maior número  
de elementos, te ria possibilitado a análise de sensibilidade do  
resultado.  

CONCLUSÃO  

Este trabalho teve por objetivo estudar um método para 
solução da equação de transporte linear em três dimensões e em 
um grupo de energia. A dependência angular do fluxo foi 
tratada por uma expansão em harmônicos esféricos, enquanto 
que a dependência espacial foi abordada com o método dos 
elementos finitos. Verificou-se a viabilidade do método 
proposto por J.K.Fletcher, sendo que a chave do mesmo está na 
viabilização de um algoritmo rápido para solução das equações 
tipo difusão.  

O método dos elementos finitos, por sua versati lidade 
na modelagem de domínios complexos, mostrou-se adequado ao 
tratamento de problemas de transporte de neutrons. Por outro  

lado, outros tipos de elementos deverão ser introduzidos para o 
tratamento dos volumes de controle, possibilit ando o estudo de 
outras funções interpolantes e aumentando a versatilidade do 
programa computacional. 
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ABSTRACT  

This work presents a method to solve the neutron  
transport equation in thre space dimensions and one group. The  

angular flux is aproximated by spherical harmonics (up to the  

third order) and the finite element method is applied to the  

space component. There are results to an analytical problem  

(first order) and a comparison with the DOT code (third order).  
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