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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar o estudo de um método para solugio da equacio de
transporte linear em 1 grupo de energia em meios materiais tridimensionais. A dependéncia angular
serd aproximada por uma expansdo em harménicos esféricos (até terceira ordem) enquanto que a
dependéncia espacial sera tratada pelo método de elementos finitos. Sio apresentados resultados

comparativos com problemas com solugo analftica (primeira ordem na expansio do fluxo) e também
com o cédigo DOT (terceira ordem na expansao do fluxo). '

INTRODUCAO

O método dos elementos finitos tem sido empregado
extensivamente em diversos campos de engenharia, sendo que
sua utilizagdo possibilita a analise de dom{nios complexos que,
de outra forma, seriam inviaveis computacionalmente. Neste
contexto, o método tem sido empregado em diversas areas de
engenharia nuclear e, em particular, na solugio da equagio de
transporte de néutrons.

Este trabalho tem por objetivo apresentar o estudo de
um método para solugio da equagdo de transporte linear em 1
grupo de energia em meios materiais tridimensionais. A
dependéncia angular ser4 aproximada por uma expansio em
harmonicos esfericos (até terceira ordem) enquanto que a
dependéncia espacial sera tratada pelo método de elementos
fimtos. Este trabalho representa um passo inicial na busca de
um programa para solugio da equagio de transporte dependente
da energia em geometria tridimensional.

DESENVOLVIMENTO ANAL{TICO

A técnica de solugdo da equagio de transporte através da
expansao do componente angular em harménicos esféricos para
a derivagao de um conjunto acoplado de equacdes diferenciais de
primeira ordem é bastante antiga [1]. Mais recentemente,
Fletcher {2, 3, 4] propés um tratamento original as equagdes
resultantes da aplicagio do método em duas e trés dimensges. A
idéia desenvolvida por Fletcher ¢ reduzir as equagdes acopladas
de primeira ordem para os momentos da expansio do fluxo a
um conjunto acoplado de equagdes de segunda ordem. Este
conjunto apresenta equagdes similares 4 equagio de difusdo, com
o acoplamento dos momentos embutido no termo fonte. A
solugio devera ser obtida de forma iterativa a partir de uma
estimativa iniclal para os momentos.

Para este desenvolvimento, considere a equagdo de
transporte de néutrons em geometria  tridimensional
independente da energia:

Q-V(z.2) + o(r.Q)-r.Q) =
[ 502282042 + Q) M

Aproximando—se o fluxo angular, a fonte total e a segao
de choque de espalhamento por expansdes em funcses associadas
de Legendre, isto é,

X 1

¥r.Q) = ] (A+1)) PI(W)-[¥1a(c)-cosme + Tia(s) -sinme]
1=0 m=Q

2

o
S(£.Q) = ) (2+1)) P1(s)-[Sia(r)-cosmp + S}y (c)-sinme] ,
1=0 m=0
(3)
L
7222 = g (A+)-0l(D)- | Pi(w)-P(W) +
120
: j=—m)! ;™ m - :

2 LR PI Pl comm(o)] (@)
pode-se obter a seguinte igualdade, apés conveniente
manipulagio algébrica:

Amcosm(p + Blmsinm(p = 0, (5)

" onde
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Ain = {2(1—m)-H(f—l)~%¢|-m + 2’(1+m+1)‘%¢|01|m +
ad i}
H(F1)6n1 gz¥i-10 + H(F1)-H(m=1) - m=fi-tn-1 =

H(F?)-H(m—?)'-gyrl-hm-l = [1-H(FN)}-én,y %ﬁ’m-o

~ [B(F)-B(FN)]-B(m=1)-Tpirm +
(B(-)-H(-N)]- E(m=2)- T vomet +
(Hm+1)(Hm+2)[1-H(FN)] - [1-H(m~N)]-
[Ftmn + Gliin] -
(bm)(bm=1)- B (1-E(m=N)] {Getma + STitmn]

T 2M1) sl e — 2241)S1n | ®



Bl = {2(I—m)-H(l—l)-%rl-1,m + At 1)Ll +

H(k1)- 81 %1/}1-1,0 + H(l—?)‘H(m—Q)--gm—m.l,m.l +
a : a_,
H(I‘D'Wlﬁi-l,m-n - [1-H{(FN)] - 6n.t Fhieno
~ H(m2) [B(-)-B(-N)]-L L1t =

H(m=1)-[B(-1)-B(-N)]- Zth ot

+ (Hm+1)(H+m+2) - [1-H(~N)]- [1-H(m-N)]

['g;rlol,mol - %¢|olymo[] -
(Fm)(m—-1)-H(~1)[1-H(m-N)) [%rl-l,mq - %’/’I-l;mol} +
2A2+1)- ol Ty — 2(21+1)Q|,,,} ,

com ¥, e I'\; os momentos da expansio do fluxo;
Sime S|; os momentos da fonte externa;

L aordem da expansio da se¢do de choque;
b, 620
He = |

ol =

0 ,¢<0

Oy — 05 .

A equagBo acima é valida para
1=0,1,2,...N
m=0,1,...,L.

Desde que cosmg e sinmg sio linearmente

independentes, tem—se necessariamente que An = 0 e, exceto
para o caso m=0, Bj, = 0 (pois neste Gltimo caso tem—se
sinme=0). Como as equagdes (6) e (7) sio vailidas para
=01,..N e m=01,.,, tem-se um conjunto acoplado de
(N+1)? equagdes de primeira ordem, sendo N a ordem da
expansdo do fluxo.

EQUAGAQ TIPO DIFUSAQ

Considerando as equagdes (6) e (7) obtidas anteriormente
para os diversos valores possiveis de [ e m, tém-se um
conjunto acoplado de equagdes de primeira ordem para os
momentos ¥ e ' resultantes da aproximagao do fluxo em uma
expansdo finita em harménicos esféricos. Para solucionar estas
equacdes e, consequentemente, obter—se uma solugdo
aproximada da equagdo de transporte, o método proposto é a
reducdo deste conjunto acoplado de equagdes diferenciais de
primeira ordem a um conjunto acoplado de equagdes diferenciais
de segunda ordem, o que reduz o nimero de equagdes a serem
solucionadas iterativamente.

Para a aproximacdo P3, 16 ‘momentos surgem da

expansao do fluxo: ¢oo, %10, Y11, T11, Yoo, ¥ar, Ta1, o2, 22, ¥30,
%31, Tst, ¢33, T'a2, Y33, ['33, e também 16 equagdes:
=0, m=0:

%%o + %—'ﬁu + %Fn + o0 w0 = Soo (8.2)

=1, m=0:

-ggtboo + 2'%—’/120 + 3'%—1/}21 + 3‘%;1‘” +3-a1-¢10 = 3-Sp ,
(8.b)
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=1, m=1:
3'%¢2x + %—iﬁoo -%—tllzo + 6‘%—4922 + 6'%1‘22 + 3‘71-1/111 =

= 3'511 ) (SC)

3'%r2x + %'/’oo—%%o + 6-%1‘22—6‘%%2 + 30Ty =

= 3-Qu ,

e assim sucessivamente para os demais 12 momentos da
expansio [5, 6].

Isolando—se vy na equagio (8.b), ¥y em (8.c), Iy em
(8.d) e substituindo em (8.a), obtemn—se:

(8.d)

- é-V‘[[-};l]V%o] + ay-vno = Sgq - (9)

De modo semelhante, as demais equagdes "tipo difuszo"
podem ser obtidas:

FE (55 - 2F 5w - 35 (5 )

(L&A -4y (b -t (5 )

+ 5.09-9p = S;o ' (10)

8 (b -5 18w - & [15w) -
35 (bl Sy (b -

5-02-9y = Sn (11)

4 (han] 42 (50 32100
- (55 - 35 L5 +

5-00:Tyy = Qy (12)

—l-c,)-%- [éa-gg%z} - %— [%‘&— wn] - g%— {%3%— st'/zzJ
§labn - 45 (5w

10-0-992 = Say , (13)

8354 -5 (350 - 95 (181
5 (35m) - 54 (540 -

16-03-T32 = Qpq (14)

Nestas equagdes, todos os momentos que diferem do
especificado a esquerda do sinal de igualdade, foram
incorporados no termo fonte. Assim sendo, o termo fonte pode
ser explicitado por:



At

ok 255
(15)

e assim sucessivamente para os demais termos fonte.

solugdo deste conjunto acoplado de equagdes de
segunda ordemn pode ser obtida de forma iterativa, partindo de
uma estimativa inicial para os momentos. O passo seguinte sera
calcular os termos fonte, a que leva a uma nova estimativa para
os momentos. O processo prossegue até que ocorra a
convergéncia de todos os momentos.

Genericamente, as equagdes dos momentos podem ser
tratadas por:

—'g;[al-g;¢] -%[02%4’] -%[&3%4’] +
s¢ =S (16)

APLICACAQ DO METODO_DOS ELEMENTOS FINITOS
AS EQUACOES TIPO DIFUSAO

Para solucionar a equagio acima pelo método dos
elementos finitos, o dominio deve ser subdividido em NE
elementos e o momento genérico 4 deve ser expandido em
fungoes base definidas localmente nestes elementos:

X
d(x,y,2) ¥ (xyz) = zavNa(x,y,Z) :

i=]

(17)

Em cada um destes elementos, os parimetros fisicos
(segdes de choque) podem variar, desde que o grau de variagio
seja igual ou inferior ao grau do polinémio interpolador em que
fol expandido o momento ¢. Este trabalho considera que os
parametros fisicos permanecem constantes em cada elemento.
Substituindo a aproximagao (17) na equagio (16), surge um
residuo decorrente da aproximagio do momento, ou seja,

&[5 -F(FF) =53]+
o -S = R . (18)
Quanto melhor for a aproximagio (17), tanto menor
devera ser o residuo R dado pela equagdo acima. A técnica de
Residuos Ponderados propée multiplicar a equagdo (18) por
uma fungdo ponderagdo e integrar no dominio do problema,
fazendo com que o resuitado obtido seja igual a zero. Logp,
multiplicando a equag@o (18) por uma fun¢io ponderagio Wj e
integrando no dominio, obtem=—se:

—ia‘J v ["lgiNi ' GZ%Ni,aa%Ni]w,- a +
v

) §
Ea;j o N Wid = j SW,;dg .
v v

ial

ial

(19)

Admitindo a forma tetraédrica para os elementos, tem—se
para cada né:

N{=(ef+0ix+ 1y + &2) (20)
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Considerando as condigdes de contorno do problema
dadas por {2,3,4,5]:

1) fluxo contfnuo nas interfaces (garantido pela escolha
das fungdes base locais); ’
11) vécuo ou superficie livre:
n-V¥yp= —3-X-0n-¥yy , A arbitrarioe
Yin=0, |[#0 ou m#0 ,
1ii) reflexdo,
o sistena matricial resultante sera entio:

K¢=S5 . (21)
e, para um elemento isolado:
ai{ (a1 BiBj + azvivj + azbib;) &
6
(1+6:;) 0.4 +,\[do](1+6ij) ®}=
120 N 24
[2(21+1)/(1+6n,0)] S1i A&
24
f‘:: A Stw BQJ - a%w d::'s. A ﬂej 3<‘ +
6 6
flw ng ® Sia(T) , Aiw diu n, ®
6 6
(22)
com:

A = duas vezes o volume do elemento tetraédrico,
® = duas vezes a area do elemento que pertence ao
contorno que esta sendo considerado , .
(- = 1 para os elementos cuja condi¢do de contorno
seja do tipo reflexdo e a ordem .
do momento seja par ;
= 0 nos demais casos ;

(v = 1 para os elementos cuja condigdo de contorno seja
do tipo reflexdo e o
momento seja (0,0) ;
= 0 nos demais casos .

PROGRAMA ETEFEH

Para solucio destas equagdes, foi desenvolvido o
programa ETEFEH (Equagio de Transporte, Elementos
Finitos, Esféricos Harmonicos) em linguagem FORTRAN. Para
simplificar a entrada de dados, um pré—processador
(PREPROC) {5, 6] foi elaborado em linguagem PASCAL e é
disponivel para micro—computador compatfvel com IBM-PC.

PROBLEMA NUMERO UM

Solugdo da equagdo de difusdo para um reator composto
de duas regides, simulando situagio unidimensional para efeito
de comparagio de resultados com solugio analftica. Este
problema pode ser representado em uma dimensao pela figura 1
abaixo. As duas regides apresentam constantes fisicas idénticas,
sendo que na regido 1 tem—se uma fonte uniformemente
distribufda e que emite 100 néutrons/cm3/s, enquanto que a
regido 2 nio apresenta fonte.

£.=0.5 cm™; Si=1 cm™; D=0.3333 cm; d=0 cm; £3 cm.

) regido 2 ' regido 1 regido 2
, £
-7 /2

4,

— I —

FIGURA 1 - DOMINIO DO PROBLEMA 1

Condigées de contorno: ¢( &) = ¢( -£) = 0.
A solugio analftica é dada por:



T
o(x) = -
" S:-ﬁ smh{ (3-x)-| Za ] L Py sx
onde: )
cosh[ 7'2? %-— ]
" cosh[ < 2 ] |
smh[ %{F:‘— ]
g= -
cosh[ 4 2 ]

OBS:

1. Por questdes de simetria, a solugéo apre_septada
representa apenas o dominio [0<x<3], com a condigio de

contorno azﬁ O= 0 incorporada, ou seja, ¢(—x) = #(x);
x=

2. Este problema foi solucionada em trés
dimensées pelo programa ETEFEH e também pelo cédigo
CITATION. O problema é simétrico nas dire¢des dos eixos X e
y ({condigio de contorno de reflexdo nas faces paralelas aos
planos Oxz e Oyz), sendo que a variagio unidimensional do
problema proposto é representada unicamente pela variagio no
eixo z do problema tndimensional (reflexdo no plano Oxy e
superficie livre para o plano paralelo a Oxy que passa pelo
ponto (0,0,3)).

TABELA 1 - RESULTADOS PARA O PROBLEMA 1

- Solugao
Posigao Analitica CITATION | ETEFEH
0.000 167.358 167.61
0.125 166.974 167.1 166.88*
0.250 165.816 166.07
0.375 163.854 164.0 163.71*
0.500 161.044 161.29
0.625 157.318 157.6 157.07
0.750 152.591 152.83
0.875 146.750 147.1 146.34~
1.000 139.659 139.87
1.125 131.150 131.8 130.51=
1.250 121.025 121.19
1.375 109.045 110.0 108.06*
1.500 94.930 95.00
1.625 80.695 79.7 81.63*
1.750 68.355 68.34
1.875 57.620 57.0 58.23*
2.000 48.239 48.18
2.125 39.990 39.6 40.38*
2.250 32.680 32.62
2.375 26.138 25.9 26.38*
2.500 20.210 20.16
2.625 14.756 14.6 14.89*
2.750 9.649 9.62
2.875 4.769 4.7 4381
3.000 0.000 0.00

* corresponde a valores interpolados no programa ETEFEH, ja
que o mesmo calcula a variavel fluxo nos nés da discretizagio do
dominio.

A discretizagio deste problema com o cédigo CITATION
apresentou 13x13x13 "mesh points", enquanto que com o
programa ETEFEH foram utilizados 6x6x12 elementos
hexaédricos (total de 2592 elementos tetraédricos).
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A tabela 1 anterior apresenta uma comparagdo entre os
resultados obtidos pelo programa ETEFEH e pelo cédigo
CITATION com a solugdo analitica. Como pode ser verificado,
h& uma boa concordincia entre estes resultades, com os desvios
do programa ETEFEH da mesma ordem que os desvics do
programa CITATION. A figura 2 abaixo apresenta uma
comparagio dos resultados analfticos e os obtidos com o
programa ETEFER, sendo os que os mesmos podem ser
considerados muito bons.

— Solucdo Anglitica

* ETEFEH

1.00

0.75

0.50

Fluxo Normalizado

0.25

0.00

LI N S B B S e |

0 1 2 3

T TTT7

Eixo Z (cm)
FIGURA 2 — FLUXO PARA O PROBLEMA NUMERO 1.

PROBLEMA DOIS

Solugdo da equacdo de transporte para reator cilindrico
em duas regides. Este problema consiste em solucionar a
equagdo de transporte em geometria tridimensional para um
reator cilindrico em duas regides. As dimensdes do cilindro sao:
altura 6 cm e raio 5 cm. As constantes fisicas nas duas regides
sdo idénticas, sendo que na regido interna do cilindro
{correspondendo a um cilindro menor com raio de 2,5 cm) ha
uma fonte emitindo 1 néutron/cm3/s. As faces externas do
cilindro apresentam condigdo de contorno de superficie livre.
com valor adotado de A=0,5. O fluxo total obtido por meio do
programa ETEFEH (384 hexaedros) serd comparado com a
solugdo obtida pelo cédigo DOT (12x12 "mesh points"),
adotada como padrdo. Na figura 3 é representada a modelagem
do problema para o programa ETEFEH, ressaltando que os
elementos hexaédricos destacados na figura sio subdivididos em
elementos tetraédricos pelo pré—processador.

As figuras 4 e 5 representam o fluxo neutrénico total
por meio de cortes no dominio do reator, sendo que no primeiro
caso ¢ apresentado um corte em z=3 cm e por um angulo de 45°
para a solugio do programa ETEFEH, enquanto que para o
cédigo DOT o corte se da para z=2.75 cm, sem referéncia a
angulo (vale ressaltar que o cédigo DOT soluciona a equagio de
transporte bidimensional, sendo neste exemplo utilizada opcdo
de geometria r—z). No segundo caso, o corte adotado para o
programa ETEFEH passa por x=y=0 c¢m e para o cédigo DOT
¢ utilizado Raio=0.25 cm.
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FIGURA 3 - DOMINIO DO PROBLEMA DOIS
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FIGURA 4 — FLUXO PARA O PROBLEMA DOIS

Os resultados obtidos neste exemplo para o fluxo total
podem ser considerados aceitiveis. Uma nova modelagem com o
programa ETEFEH para este problema, com um maior mimero
de elementos, teria possibilitado a analise de senmsibilidade do
resultado.

CONCLUSAQ

Este trabalho teve por objetivo estudar um método para
solugdo da equagdo de transporte linear em trés dimensdes e em
um grupo de energia. A dependéncia angular do fluxo foi
tratada por uma expansio em harménicos esféricos, enquanto
que a dependéncia espacial foi abordada com o método dos
elementos finitos. Verificou—se a viabilidade do método
proposto por J.K.Fletcher, sendo que a chave do mesmo esta na
viabilizacado de um algoritmo rapido para solugdo das equagdes
tipo difusdo.

O método dos elementos finitos, por sua versatilidade
na modelagem de domfniocs complexos, mostrou—se adequado a0
tratamento de problemas de transporte de neutrons. Por outro
lado, outros tipos de elementos deverdo ser mtroduzxdos para o
tratamento dos volumes de controle, possibilitando o estudo de
outras fungdes interpolantes e aumentando a versatilidade do
programa computacional.
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FIGURA 5 — FLUXO PARA O PROBLEMA DOIS

As condigdes de contorno aplicadas ao programa
ETETEH foram as mesmas propostas por Fletcher, sendo que é
de interesse que se realize um estudo mais” aprofundado das
mesmas. Qutros desenvolvimentos que podem ser sugeridos sio:

— desenvolvimento e implantagdo de algorftmo para
solugdo da equagdo de transporte multigrupo;

— utilizagdo de propriedades (constantes fisicas)
variaveis no interior do elemento;

— desenvolvimento de um pés—processador para analise
dos resultados do programa ETEFEH de modo simples na tela
do microcomputador, por exemplo.
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ABSTRACT

This work presents a method to soive the neutron
transport equation n thre space dimensions and one group. The
angular flux is aproximated by spherical harmonics (up to the
third order) and the finite element method is applied to the
space component. There are results to an analytical problem N
(first order) and a comparison with the DOT code (third order).
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