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O METODO DE MONTE CARLO PARA
TRANSPORTE DE NEUTRONS

Helio Yoriyaz

Introducédo

O Método de Monte Carlo pode ser usado para simular um processo estatistico, tal
como a interacdo da radiacdo com a matéria, sendo particularmente til em proble-
mas complexos que ndo podem ser realizados por métodos deterministicos. Neste
método, os eventos probabilisticos individuais que compreendem um processo $ao
simulados sequiencialmente. As distribui¢des de probabilidade que governam estes
eventos sdo amostradas estatisticamente para descrever o fendémeno, que esta sendo
simulado, de forma global. Este processo de amostragem estatistica € baseado na
selecdo de ntmeros aleatdrios.

No transporte de particulas, a téenica de Monte Carlo consiste em seguir cada
particula desde a fonte, onde ocorre o seu nascimento, ao longo de sua vida
até a sua morte (escape, absorgdo, etc.). Neste procedimento, as distribuicoes de
probabilidade sdo aleatoriamente amostradas usando-se dados de transporte. A
Figura 1 mostra um exemplo de um histérico de eventos na vida de uma particula.
Trata-se de um néutron incidente numa placa de material fissil. Ntimeros que
variam entre 0 e 1 sdo aleatoriamente selecionados para determinar o tipo de
interacdo e o local, baseado em regras fisicas e probabilidades (dados nucleares e
atomicos de transporte) que governam o processo ¢ o material envolvido. Neste
exemplo, em particular, o néutron sofre uma colisdo no evento 1 ¢ espalhado na
direcdo como mostrado na Figura 1, que também ¢é selecionado aleatoriamente
de uma funcao distribuicdo, que caracteriza o espalhamento. Um féton também
¢ produzido neste evento e armazenado temporariamente para andlise posterior.
No evento 2 ocorre a fissdo, resultando no término do néutron incidente e gerando
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dois novos néutrons e um féton que é armazenado para andlise posterior. Um dos
néutrons de fissdo é capturado no evento 3, terminando sua histéria enquanto que
o outro néutron, por uma selegdo aleatéria ou randomica, escapa do material no
evento 4. O féton produzido na fissdo sofre uma colisdo no evento 5 e escapa do
sistema no evento 6. O féton gerado no evento 1 e que havia sido armazenado ¢é
seguido sofrendo uma captura no evento 7. Com isto a histéria do néutron inicial
incidente termina e um segundo néutron incidente é amostrado e assim por diante.

R0

Neéutron
incidente

Figura 1 Histdrico de eventos de wuma particula na simulagdo por Monte Carlo. (Figura
adaptada da referéncia 1)

Em qualquer problema, em geral, uma particula fica complemente caracterizada
por um conjunto de pardmetros que sdo suficientes para determinar seu compor-
tamento em todas as situacdes que podem ocorrer durante a sua histdria de vida.
Dentre estes parametros incluem-se as coordenadas de posicio, dire¢do e em muitos
casos a energia da particula.

A simulacdo pelo método de Monte Carlo sempre envolve um conjunto de
subrotinas bem definidas que estdo descritas de forma esquemadtica na figura 2
a seguir.

A completa atribuicdo de todos os pardmetros de uma particula envolve a
distribuicdo espacial e angular da fonte, bem como a distribuicdo energética em
casos em que a fonte ndo seja monoenergética.

Existe uma rotina geral designada para decidir se a particula, partindo de um
ponto qualquer, sofrerd colisdo na regido em que se encontra ou entdo alcangard
uma interface com outra regiao sem interacgdo. O conceito fisico essencial envolvido
nesta decisdo é o livre caminho médio. Os pardmetros da particula no ponto de
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INicIO
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Figura 2 Diagrama esquemdtico das etapas de simulagio em Monte Carlo. (Figura adaptada
da referéncia 2)

colisdo ou fuga sao determinados antes de prosseguir. A rotina de colisao depende
do meio e o objetivo é determinar a natureza da colisdo e o destino da particula.
Em caso de captura, termina-se a histéria da particula, e em caso de espalhamento,
prossegue-se a simulacdo com a determinacdo dos dngulos de espalhamento e nova
energia da particula.

Equacdo de Boltzman

O desenvolvimento matemético a seguir estd baseado na referéncia 3, onde o leitor
podera obter maiores detalhes.

A distribuicdo de particulas dentro de um sistema com fontes radioativas e absor-
vedores pode ser completamente descrita especificando-se a fluéncia de particulas
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& (r,Q,E) em cada coordenada espacial r, direcdo Q e energia E dada por:

dN

(‘I)(T,QJE] = d—A (1)

onde dN é o namero de particulas que atravessam a drea dA com normal Q,
localizado em r com Q € [Q,Q + dQ] e E € [E,E + dE], de forma que ¢ tem
unidade de particulas por cm? por unidade de dngulo sélido e energia. Para o cdlculo

de ¢(r, Q, E) é necessario 3 tipos de dados elementares, veja figura 3:

1)

2)

3)

a probabilidade de cada processo de interacdo como funcgio da energia E da
particula incidente e das propriedades do meio. Estes dados sdo tabulados
em termos de se¢des de choque o(E,Z) cuja unidade é barns (1072* cm?) e

onde Z é o ntimero atomico do meio. Equivalentemente, pode ser utilizado o
1

b

coeficiente de atenuacio linear 1t em unidades de cm™

Para cada processo de interacdo necessita-se, também, da funcao densidade de
probabilidade (PDF) que fornece a probabilidade de cada possivel resultado
da interacdo especificado em termos de angulo de espalhamento Q' e energia
da particula emergente E’ Esta quantidade € conhecida como secio de choque
diferencial, cuja expressao é dada por do(Q’, E’|E)dE'dQ’;

Conhecimento da PDF que governa o transporte de uma particula primdria
ou espalhada de um ponto de colisdo ao préximo.

dA 9

\'<:"

X

Figura 3 Elemento de volume para derivagio da equagio de Boltzman
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A forma integro-diferencial da equacdo de Boltzman

A densidade de fluxo de particulas para qualquer combinacao de fontes e condi¢oes
de contorno ¢é determinada completamente pela equagio de transporte de Boltzman.
Para isso, considere um cilindro com drea de base dA e comprimento dl com eixo
paralelo a Q). O namero liquido de particulas com direcdo Q e energia E criado no
cilindro por unidade de tempo é:

dA[P(r+dlQ, Q) — d(r, Q,E)] = dAALQV (T, Q, E) (2)
A diferenca no lado esquerdo desta equacio é devido a contribuicdo de 3 termos:
1) Termo de atenuacido: —o(r, E)p(r, Q,E) dLdA.

2) Fonte de particulas: S(r, Q, E) dLdA; onde S(r, Q, E) possui unidade de parti-
culas por unidade de volume, dngulo sélido e energia.

3) Espalhamento de particulas do estado (Q’, E’) para o estado (Q, E) governado
pela secao de choque diferencial o(Q, E[Q', E’).

Fazendo o = (Q, E) a equagio (2) torna-se:
QAVP(r, o) = —o(r, E)Pp(r, o) + J G(r, o’ yo(oa’)da + S(r, ) (3)

A Equagcéo (3) é o ponto de partida para o tratamento de problemas de transporte de
radiacdo, e ¢ conhecida como a forma integro-diferencial da equacio de Boltzman.

A forma integral da equacdo de Boltzman

A transformacdo da equacdo (3) na forma integral revela mais claramente a natu-
reza estocdstica do fendémeno de transporte de radiagao. Expandindo a solucdo da
equacao (3) em ordem de espalhamento tem-se:

b= ¢" (4)

onde ¢™ representa a densidade de fluxo de particulas do n-ésimo espalhamento.
Desta forma, para cada ordem de espalhamento n a equacdo (3) torna-se:

QAVO™(r, &) = —o(r, E)p™ (v, )
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onde & é a funcdo de Kronecker.

Considere agora o problema de cédlculo da fluéncia de particulas que surge do
n-ésimo espalhamento ao longo da linha v’ = r — QR, onde r ¢ O sdo fixos e R é
uma varidvel positiva real, tal que:

O™ (', ) = " (r — QR, O, E) (6)
& : n !
detir, o) (i; ) =-—QV"(r', ) (7)

Sabemos que:

dlp™(r', x)e °R] _ dp™(r’, «)
dR - dR
=—[QVe™(r', &) + o(r, E)d™ (', a)]e R (8)

Aplicando a equacio (8) na equacio (5) obtém-se:

QVO™ (', ) + o(r’, E)dp™ (17, «)]e "R

= { [‘1>n_1 (', o Vo(r’, odaYd o' [1 — no] + S(+, oc)éno} e R

Como &,,, = 0 para n#0, paran > 0 tem-se:

d n / —oR . Py .
_die (r({};x)e ] — e"""“"J G, o (!, ol ) de! (9)

Integrando ambos os lados ao longo da linha r’ =1-QR com R de 0 a oo, tem-se:

ﬁJ' { d[d)“(r’,oc)e ““““ O'R]
dR

} dR = Je“"R J G oo (v, e’ ) de' dR

—[q‘)“(-00, “)e—»cw B (bn(r’ oc)e-w—cr()] — Je—v—-cRJ¢:1.“‘~1(r/’ O(/)O“(T‘/, OC)O(/)d(X/dR

G (r, &) = Je oR J S o Vo, o) da'dR  (n > 0) (10)
Para n =0, tem-se:

Qvel(r’, o) = —o(v', E)p (v, o) + S(+, )
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ou

AV, &) + o(r’, E)p° (1, ) = S(r”, ox) (1)
Analogamente a equacdo (7) e (8) tem-se:

d¢’(r’, &) /dR = —QV P2 (+/, )

)
d[dp°(+', ®)e™°R]/dR = [d$p°(+, «)/dRle™ "R — o(r’ E)e~ "R, x)
dlp°(r’, @)™ R]/dR = —[QVPO(+”, «) + o', E)d°(r/, oc)Je— R
dlp°(r’, «)e™R]/dR = —S(r’, «)e~ R

Integrando em R de 0 a co, tem-se:

J{d[cbo(r’, «)e”°R]/dR}dR = — J S(+', a)e R dR
$%(—o0, ) — ¢O(r, o) = —JS(r’, a)e R dR

PO, ) = JS(T‘ — OR,)e""RdR (n =0) (12)

As equacdes 10 e 12 demonstram que a tdnica fonte de particulas do n-ésimo
espalhamento com energia E, diregio Q e posi¢io r provém das particulas do
(n-1)-ésimo espalhamento na posigdo v’ que no seu n-ésimo espalhamento vio para
o estado (Q, E) para a posi¢do r. O termo exponencial leva em conta as particulas
que foram atenuadas pelo meio antes de alcancar r.

Reformulando a equagdo de transporte em termos de densidade de colisio tem-
se que:

C(R) = o(r,E)(r,Q, E) (13)

Esta equacdo representa o nimero de particulas no estado B = (r,Q, E) sofrendo
colisdo por unidade de volume, angulo sélido e energia. Da mesma forma, define-se
C™(B) como a densidade de particulas no estado B3 sofrendo a n-ésima colisdo:

C™(r, &) = o(r, E)™ (v, )

:J'e*GRJ o(r, E)p" 1, o Yo (r )[ (( ,‘X}’;))}da'd]z

R
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Definindo-se 3 = (1, &) e substituindo-se as duas integrais por uma integral que
engloba todo o espaco de fase tem-se:

ch(p) = JC””l(r’,oc’)P(BIB’)dB’ (n > 0) (14)
onde: ) g
PBIB") = e~**a(r, ) | 2] (19)

é chamada de probabilidade de transigio do estado 3’ para o estado {3 e,
CHB) =o(r,E)p°(r, x) = Jc(r, E)S(r— QR,a)e °RdR (n=0) (16)
Somando-se sobre todas as ordens de espalhamento n tem-se:

CiB) = Y | C™(BIP(BIB")ap’ +C'(p) (17)
n
Em muitos casos praticos de transporte ndo é necessdria a especifica¢do completa
da radiacio em termos de C e ¢. Uma tipica quantidade de interesse é a quantidade
de energia depositada num detetor com uma especifica composicdo e geometria ou
entdo o numero de particulas que atravessam uma dada superficie de blindagem
radioldgica. Estas quantidades podem ser descritas por meio de uma funcio T(f)
que representa a contribuicdo relativa das particulas que colidem em 3 para a
quantidade de interesse. _
O valor médio (T) por particula emitida é dada pela média da funcao T(f3) sobre
todos os estados possiveis.

M =3 | TP (piap (1)
nigy— S (B)
P(B) = s | (19)
o =) |(T)—T(B)IPP™(B)dp (20)

Por exemplo, considere um detetor esférico de raio r; centrado em rg. Entdo T que
fornece a energia depositada no detetor é dada por:

T(r,Q,E)=E selr—1o) <1y

<
0 sefr—1ol =11
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Considere agora uma fonte isotrépica num meio absorvedor finito. Cada trajeto-

ria da particula é gerada de acordo com a seguinte seqiiéncia:

1) Amostra-se a direcdo da particula de fonte a partir de uma PDF que caracte-
riza a emissdo isotrépica de fonte;

2) Amostra-se a posi¢do da préxima colisdo (distincia) através da lei de atenua-
¢do exponencial;

3) Obtém-se a direcdo e a energia (Q, E') da particula espalhada a partir da secdo
de choque diferencial, o(«!|«®)/c(EO);

4) Em cada etapa do procedimento, pode-se verificar se a particula interage com
o detetor.

Este processo é repetido até a particula ser completamente absorvida pelo meio.

Descricdo da simulagdo do transporte de fétons pelo método de Monte Carlo

Em muitos casos a simulagido do transporte de néutrons envolve o transporte de
fétons, uma vez que a maioria das fontes de néutrons também emitem £étons e além
disso, as interagdes do néutron com o meio também geram fétons secunddrios.

A histéria de um féton pode ser representada por um conjunto S}‘, tal que j =
1,2,3,...,Nxek=1,2,3,...,M, onde Sjk denota o estado do féton antes de sua
j-ésima colisdo:

SF =2, Q5 EF, wh] (21)
onde vj, Q; e E; indicam a posicdo, direcdo e energia do k-ésimo féton (féton da
histéria k num total de M histérias) imediatamente antes da i j-ésima colisdo e wk é
o peso do féton e que corresponde a probabilidade com que o k-ésimo féton escape
de ser absorvido nas primeiras (j — 1) colises.

Cada estado S; de uma seqiiéncia {S;} pode ser amostrado através de uma PDF
condicional P(S;|S;_1) que considera o conjunto de todas as trajetérias possiveis
pela equagao de Boltzman. Desta forma, a escolha do estado S¥, dado SE_| envolve
o seguinte procedimento:

1. Atribuindo a energia e direcdo resultante da (j-1)-ésima colisdo:

a) Sej=1 — colisdo de fétons primadrios: atribui-se randomicamente uma
trajetéria inicial Qy, posicio rq e energia B, a partir da amostragem da
funcéo fonte S(r,Q,E).
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b) Sej > 2 — fétons previamente espalhados:

i) Escolhe-se randomicamente o processo de interagdo na (j — 1)-
ésima colisdo baseado mas magnitudes relativas das secoes de
choque no processo competitivo entre efeito fotoelétrico, oy, es-
palhamento coerente e incoerente, 0o, Oine € €tC.

il) Amostragem da PDF definida pela se¢do de choque diferencial do
processo escolhido em i, para a escolha da direcdo de emergéncia
ap6s a (j — 1)-ésima colisdo, isto é, a quantidade Q;*.

iii) Calcula-se a energia E; apés a (j — 1)-ésima colisdo da relagdo
energia-angulo de espalhamento.

Atribui-se o peso wlj‘ ap6s a (j — 1)-ésima colisdo.
Determina-se a posicdo da j-ésima colisdo 13, tal que:
T = Tj-1 + ;S (22)
a partir da amostragem da PDF P(S) tal que:
P(S) = o(E;j)exp(—o(E;)S) (23)
onde S é a distancia entre a posic¢do da (j — 1)-€sima e a j-ésima colisdo.
Determina-se a contribuicdo desta colisdo para a quantidade de interesse.

Retornar ao passo 1.

Normalmente em simulacoes que envolvem meios com niimero atdmico Z baixo,

o processo fotoelétrico acaba terminando a histéria do féton uma vez que o féton

acaba sendo totalmente absorvido. Para se aumentar a eficiéncia da simulacdo

pode-se eliminar o processo fotoelétrico com possivel mecanismo de interacdo

compensando com a diminuicdo do peso w}‘ apés a (j — 1)-ésima colisdo, multi-

plicando-se pela probabilidade de sobrevivéncia a absorcdo fotoelétrica de tal forma

que 0 1ovo peso fica EXPTresso como:

j il

wk = wk {1 - —G”“’(E“)} (24)
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Desta forma, a quantidade de interesse pode ser obtida estimando-se a média
sobre todas as histdrias simuladas:

Ta o QVA_ E—imm 25)
L k=1j=1 Y
1 M Ny B

od=or) > - T(BF)Pwy (26)

Amostragem randémica

Como j4 vimos a simulagido por Monte Carlo envolve uma seqiiéncia de escolhas
rand6micas, tais como, distiAncia para a préxima colisdo, tipo de colisdo, direcdo
e energia. Cada uma destas etapas envolve a selecdo de uma varidvel randémica
x* de uma distribui¢io apropriada f(x). Este procedimento é altamente repetitivo,
requerendo geralmente um nimero razoavelmente grande de histérias a fim de se
obter resultados confidveis com precisdo requerida, sendo de vital importancia, a
maximizacdo da eficiéncia de cdlculo para minimizar o tempo e memoria computa-
cional.

A forma mais comum para a otimizacdo é usar o fato de que a selecdo de
uma seqiiéncia de varidveis randdmicas {x;, xg, ...} é equivalente a geragio de uma
seqiiéncia uniformemente distribuida {ry,vs,...} € (0, 1).

A representacdo do processo de amostragem através da geragio de varidveis
randdmicas uniformemente distribuidas é descrita pelo teorema fundamental da
inversio:

Teorema: Seja X uma varidvel randémica com PDF f(x) e fun¢do cumulativa CDF
F(x) e seja v um numero randdémico uniformemente distribuido amostrado do
intervalo (0, 1). Entdo a probabilidade de escolher x* é f(x*) sendo que x* é definido
tal que:

™ =F(x*) = J f(x) dx (27)

O equivalente para o caso de varidveis discretas de um conjunto de N possibili-
dades {x{ )]\, governado pelas probabilidades {Pi}]\., tal que "I P; = 1 e discreto
tal que dado um nimero randoémico 1* a varidvel randémica x* é obtida por:

j—1 j
x*=x; se 1" <P; sendo x*=x; onde E Py 0¥ & E P;
i=1 i=1
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Exemplo: Obtencado da distancia entre 2 colisdes — Seja um meio absorvedor e seja
t a distancia ao longo da trajetdria do féton entre seu ponto de origem até o limite
do meio absorvedor. A probabilidade de o féton colidir ao longo da distancia t é
1— e " onde p é o coeficiente de atenuagdo linear. A probabilidade que o féton
interaja a uma distancia x de sua origem é pue "*. A probabilidade condicional
P(x
do absorvedor é:

x < t) que o féton colida apds viajar a distancia x dado que ela interage dentro

e X
P(x|x <t) = e i (28)
1 —enut
Aplicando o teorema fundamental da inversio, equagio (27) tem-se:
ST S X
4 e
].* e J _“:.q.___t_ dX
il A
: 1 .
S = —1In[l —r*(1—e "] (29)

Amostragem por inversdao numérica

Existem casos em que solucdes como o exemplo acima nem sempre sdo possiveis ou
entdo muito dificeis de obter de forma eficiente. Uma alternativa para estes casos
¢ aproximar a PDF por uma funcio “step” no intervalo [a,b], que assume valores
discretos fi,1=0,1,2,... N, de forma que, em cada sub-intervalo [x;_1, x;], tem-se:

i 1 1
fx)dx==(G=1,2,...,N) ¢ fi=—-—n—o 30
in N U TN —x%1) (2g)

onde xp = aexn =b.

Para amostrar o valor x* de f, gera-se 2 niimeros rand6micos 75 ¢ 3 tal que:
K* = Int[Nrﬂ +1 x* = Ck*1 -+ 1'§(Ckv - Ck* 1) (31)

Amostragem por rejeicao

Este método é pratico quando o cdlculo de f(x) é direto. Dado a PDF f(x) definido
em [a,b] onde M = sup, (4. F(x):

1) Gere 2 ntimeros randdmicos 15 e 5 C [0, 1]
2) Calcule x* = a+ (b—a)y

3) Aceite x* se 15 < f(x*)/M, sendo volte para a etapa 1.
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A eficiéncia deste método € a fracdo de pares (r7,75) que néo sio rejeitadas e ¢é
numericamente igual a drea sob a curva f(x) dividida pela drea do retAngulo M(b-a).
Se os valores de f(x) variarem muito esta técnica pode ndo ser muito pratica.

Esta técnica pode ser generalizada incluindo PDE’s que podem ser fatoradas

como segue:

fx) = —"r—— (32)

onde g(x) é a PDF, h(x) > 0 e M = sup, [h(x)].
As etapas do procedimento neste caso sdo:

1) Escolha uma amostra x* de g(x)
2) Gere um ntmero randdmico v* € (0, 1)
3) Aceite x* se v < h(x*)/M, sendo volte para a etapa 1.
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