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' S U M A R I O 

Este trabalho trata da interação entre um corpo so­

lido aquecido e um fluido* que^ passa por este corpo eni regime de es 

coamsnto laminar, m o confinado. 

são apresentados métodos, analítico e numérico, de 

solução das equações que regem as leis básicas de conservação de 

qtfântidade de movimento, energia e massa, para o caso de escoamen­

to bidimensional sem dissipação viscosa de um fluido Newtoniano de 
i-

propriedades físicas constantes, sobre um corpo solido de paredes 

finas com fontes térmicas distribuidas ao longo do corpo, 



II 

I N T R O D U Ç Ã O . 
• * . 

Nos ültioTDs anos tem havido um interesse crescente nos 

problonas de escoamento de fluidos sobre corpos solidos cem transfe­

rência de calor, con condiç^s térmicas sobre a superfície do solido, 

não "uniformes. 

Ate então era comum especificar-se "a priori" a condi­

ção térmica do corpo pela predeterminaçao õa. tecrperatura superficial -

ou do flvixo térmico, .considerados constantes de modo geral. Nestes 

casos a solução do problena toma-se independente das propriedades fí__ 

sicas do corpo em questão. 

' Sparrcw e Lin (1) apresentaram uma analise interessan­

te para problemas de cama:das limites -ccm fluxo de calor prêestabeleci_ 

do e ^licaram suas analises a escoairentos cem transferencia, simultS 

nea, de calor por convecção e radiação, para^p caso de escoamento la­

minar e turbulento sobre placa:plana. 

' 

"Paul I>ibby (2). fez uma ccsiplementaçao dos trabalhos de 

Sparrcw e Lin, achando u m solução exata para o problema quando .os nu 

meros de Prandtl e Lewis são unitarios e quando as propriedades de 

* transferencia sao simplificadas. liibb/ tambõn considerou a viscosida 

de (u) independente^ de y (coordenada cartesiana np sentido perperdicu 

lar ã superfície do corpo) de modo que o campo de velocidade podia ser 



4 . 

descrito pela equação de Blasius (isto é-, fator de fonta A = 0). 

Mas na maioria dos casos que surgem na pratica as dis­

tribuições de teirçfâratvira e f luxó de calor cbtidas no contomo são de^ 

pendentes das propriedades f í s i c a s da própr ia , parede e de modo g e r a i 

são coniíecidas de antemão. Portanto, os tratamentos dados para unía 

superficie isotérmica ou con fluxo constante de calor (ou grad T = 0) 

fogem ã realidade e "se aproximam de una condição de idealidade. 

Zeev Roten (3) considerou o caso de ura escoamento lairâ 

nar bidimensional de um fluido Nev/toniano, inccmpressível e de propri_ 

edades físicas constantes, sobre una parede muito fina, na direção nor 

mal ao escoamento (de modo que as variações de teitperatura nesta dire_ 

ção possam ser desprezadas). Considerou também que esta parede possu 

ia em um certo trecho, fontes térmicas distribuidas, de intensidade 

constante, perdendo calor para o fluido não confinado. No entanto, a 

taxa de transferencia de calor foi considerada coto conhecida através 

da solução das equações da canada limite dada por Lighthill (4). A so; 

• lução" dada por Zeev Roten possui portanto o. inconveniente de, por ter 

sido usada a solução de Lighthill, não ser boa para o fator de forma 

igual a zero. Alan disso, .a analise e incor^leta, pois não gera a ta 

.xa de transferencia e o canpo da temperatura e dado em função da, taxa 

de cisalharcento na parede', que ê desconhecida. Deste modo, a -intera­

ção entre o corpo aquecido e o fluido continua ignorada. 

No presente trabalho consideraremos as referidas intera 

ções pela solução simultanea da" equai^õ-da qoantidadeirde movimento, 

das equações da energia para fluido e corpo, acopladas na superfície 



.palas condições limite, Estas especificam a continuidade nos cartas 

úe temperatura e fluxo térmico. 

A teirpsratura do corpo pode ser considerada coito sendo 

função sánente de x se fazemos as nfâsn̂ as considerações, que Zeev Roten, 

isto é, que a espessura da parede ê suficientemente pequena, de tal KO~ 

do "que as variações de tearperatura do corpo na direção normal ao escca 

mento possam ser desprezadas, 

' ' , ̂  Consideraremos o. corpo isolado em suas extremidades x=0 

e x=^. Seguiremos p desenvolvinento dado pelo ̂ 5eksyn (5) e introçiuzi-

remos as variáveis adiiTvsnsionais análogas aquelas por ele usadas. 



III-

T E O R I A 

III-l) Analise 

ConsidemBOS um corpo solido de paredes finas, de tal 

modo que possam ser desprezadas as variações de tesrperatura 'no senti­

do transversal ã superfície, con geração interna de calor. Sobre es­

te corpo taïos o escoamento .an regiiïfâ laminar ,de um fluido Nei^niáno, 

incorpressível e de propriedades físicas constantes. 

T(x,y) ' 

Fig. .1 - Camada limite sobre corpo solido 

Sendo: 

"o 

b 

- velocidade do fluido, a ser determinada, 'tonada CÒDD parã-

metco, ' . . . " ' ^ ' 

- espessura' da pcurede do corpo solido ' , 

- f lioxo térmico na^ parede -

- coordenada cartesiana, ao longo da'superfície do corpo 
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y - coordenada cartesiana perpendicular à superfície do corpo 

u • , - ccnçíonente da velocidade dentro da camada limite no senti_ 

do de X 

V . - corónente da velocidade -dentro da carnada limite no senti_ 

- do de y 

• u^ - velocidade no limite da carnada limite no sentido de x 

TCx,y) - canpo de tenperatura do fluido dentro da camda limite 

t(x) - can^ de teríçieratura no corpo solido 

- tençeratura de entrada'do fliaido 

O'problata de escoamento bidimensional con transferen­

cia de calor e quantidade de movimento e regido pelas leis básicas de 

conservação de quantidade de movimento, energia e massa. Gonsideran-

do-se escoamento em camada limite, cem propriedades físicas constan­

tes e sem dissipação de calor, estas leis são expressas pelas equa­

ções 

Cairço de velocidade; , . ' 

u 3u , v 8u u, ̂ ^1 , V a^u ' /T ^\ 

3x 3y dx 

3x 3y 

Campo de teíiperatura no fliúdo: 
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onde: 

p - densidade do fluido 

'C - calor específico do fluido 
P 

condutividade .térmica do fluido 

Caitpo de tenperatura no corpo: 

k b d̂ t ^ k b dA/dx dt V 3T ' ̂  / , , 
s — r + s —;;— "7- « - T -r— A - bíí ( 3 ) 

^^2 A dx 3y y»0 

onde: - ' 

• • ̂"̂s " 'Condutividade térmica do corpo: 

•' A - ãrèa da seção transversal 

, - geração interna de calor '-

No presente trabalho, entretanto,^ consideraremos a a 

rea da seção transversal coro sendo constante e, neàte caso, a equa 

•ção (3) se reduz"aí 

p problema físico ê univocamâite especificado por meio-

das condições de contorno " . ' \ 
\ ' ' ' -

u(x,0) = 0 , 

' v{x,0) '= O • • ' ' . 

T(x,0) =• t(x) ' 
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9T 
ay y-0 = q(x) 

Q 

at 
ax x=0 

=: O 

at 
ax = o 

III-2) Variáveis adôjnensxonais 

Introduziremos agora .as variáveis adirnensionais seme­

lhantes aquelas .usadas por Meksyn ^ 

, L 

X u. 

U 
o o. 

dx 

onde 

( 5.) 

/k , e uma dimensão característica ( 6 ) 

. .(2 V .u^L q 
1/2 

(O y ( 7 ) 

O fator de form sera definido por:. 

2ç d_ (m u.) 

dç ^ 
( 8 ) 
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Sendo que nos casos em que-X e constante pode-se demonstrar que exis_ 

te lïta função f = f (n) apenas, que determina univocamente o canpo de 

velocidade. Ccmo'X ê constante, para escoamentos en tomo de uma cu­

nha de (-xn)-, este sera o caso que aqui considerarenos, 

A função fluxo sera dada „por; 

^ " (2 v' U^L O^^^ f(n) . ( 9 ) 

e os coíçsonentes da velocidade, dentro da carrada limite, u e v, são 

expressos por derivadas desta função,. 

V •« 

U - av. 
3y 

. "l 

/ \ 
V 

1/2 ' 

3x 2 U L Ç 
. o 

t 

f - (1 + x)n f' 

( 10) 

(11) 

Os can^s de toiiperatura do corpo e fluido, respectivamente,-serão da 

dos por " . . 

t - T 

TA 

T - T 
o V 

( 12) 

( 13) 

onde T*' sera defim.do posteriormente. 

III-3) Transfonração de variáveis 

31ÏI-3.1 Equação da energia para o corpo solido 
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s 
3T 
3y y=0 

- biî ( 4 ) 

Efetuando a transformação de variáveis para.t e T resulta 

k ^ d2&. 
s 

3^ 
3y 

r Í2 ( 14) 

No nosso caso consideraremos X constante e portanto podónos in­

tegrar (8) diretamente, o que resulta em ' . 

-X/2 
( 15) 

onde podemos escolher un estado de referencia para û ^ cono sen­

do . 

. (Ç « 1) » ( 16) 

lua- vez que ê um parâmetro que deixamos livre para ser d e t ^ 

minado no mcnehto oportuno. Neste caso, a equação (15) passa a 
í • • 

, ser descrita sob a forma ' = ' . 

u, « U Ç , •= C«x 
^ - ° ^ 2 

X 

(17) 

onde entao 

X+2 

Efetuando as mudanças de var.iáveis do tipo (5) e (7), obtem-se: 

á^Q-

dx^ 

\ 
d_ 
dÇ dÇ dx 

di 
dx 

(18) 
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li 
3y 3n n«0 

Ia 
3y 

Í19) 

Substituindo estes resultados em (14) e tendo em vista, a equa-

çao (17) obtem-se o 'seguinte resultado, apos algumas'siitrolifx-

cações: 

1/2 X -1 

d,' 

X diSL 
2Ç 

bU 
< 

2̂  
- 2 36 

3n 
• ^ " (20) 

n=0 k 
s 

Por sijiplicidade passaremos a dencmicar o coeficiente do primei 

ro termo do segundo membro de H, portanto 

\ 1/2 

• - (21) H . 
bU 

2̂  
\ i 

•X 
Por outro lado, podemos tamben fazer o coeficiente de ç igual 

ã unidade, sem perda de generalidade, e deste modo surge a de­

finição de T* _ ' 

(22) 

Logo, podemos escrever a equaçãp (20) sob a forma; 

.X/2 
dÇ 

OU ainda./' 

-X/2 da 
dÇ 

X-1 
2 30 

3n 
- Ç 

d_ 
dÇ 

-X/2 da. 
^ dÇ 

\ 

- H Ç 
-1/2 

/ 
3n' n-0 ̂  - ç 

A/2 (23) 
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111-3,2 - Campo de terrperatvira do fluido 

Cosco ja foi visto a equação da energia e 

P c 
3x 3y 

Passando para a variável 6 e sabendo-se que o numero de Prandtl 

e dado por Pr = (C^ \>) /k^ vem que 

•2 
" ü j. V 30_ _ v _ 3 e ,,.v 

3x + . 3y . = Pr 3^2 ^̂ -̂ ^ 

Fazendo a transformçao para as variáveis adimensionais e usan 

do as expressões u, e v, (10) e (11), obteremos 

« 2Pr Ç If Pr f 1^ ' (25) 

III-3.3 - Equação do cairpo de velocidade 

Ccmò vimos este ê dado por 

Efetuando as transformações de variáveis do mesmo tipo das já 

vistas' anteriormente,, como por exemplo: 
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^^1 '̂̂ l̂ dÇ "1 ^^1 
dx dÇ dx U^L dÇ ' 

a equação (l.a) se transformara en: / 

U _-3X/2-l 
- ° r- f • { X f ' + (1+X) n £" }' 

U ^-3X/2 
o f V 

(2 V L Ç) 
(f - (i+x) n f f " « 

u ^ --ZX/l-l U --3X/2 

2 V U L Ç ^ 

o ^ 

(26) 

A qual apos devidamente sinç>lifiçada, resultara na conhecida e 

quação de Faulkner Skan. 

• + f f " ^ X 1 - (f <27) 

Resumindo, as tres equações, que,regem o processo, nas provas va_ 

riãveis adimension^s, passam a ter a segiiinte forma: 

equação do movimento . f " * + f f * «' X 1 - (f^)^ :;(27) 

equação da energia „2 
para o fluido 

3-8 _ 36 _ p^'^ 36 

3TI 
2 - 2 ? ^ . ^ ^ .3^ 3n' 

(25) 

equação da energia ' 
para-o corpo 

-X/2 
. - H r^^'' 

30 
3n 

,X/2 

(23) 
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^^1 '̂̂ l̂ dÇ "1 ^^1 
dx dÇ dx U^L dÇ ' 

a equação (l.a) se transformara en: / 

U _-3X/2-l 
- ° r- f • { X f ' + (1+X) n £" }' 

U ^-3X/2 
o f V 

(2 V L Ç) 
(f - (i+x) n f f " « 

u ^ --ZX/l-l U --3X/2 

2 V U L Ç ^ 

o ^ 

(26) 

A qual apos devidamente sinç>lifiçada, resultara na conhecida e 

quação de Faulkner Skan. 

• + f f " ^ X 1 - (f <27) 

Resumindo, as tres equações, que,regem o processo, nas provas va_ 

riãveis adimension^s, passam a ter a segiiinte forma: 

equação do movimento . f " * + f f * «' X 1 - (f^)^ :;(27) 

equação da energia „2 
para o fluido 

3-8 _ 36 _ p^'^ 36 

3TI 
2 - 2 ? ^ . ^ ^ .3^ 3n' 

(25) 

equação da energia ' 
para-o corpo 

-X/2 
. - H r̂ '̂' 30 

3n 
,X/2 

(23) 
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Equação <3o movimanto 

f• (~) = 1 

f(0) « f'(0) « O 

Equação da energia para o fluido 

3ç n«0 
ç«l 

« O 

36. 
3n o 

Equação da energia* para o corpo-

3Ç Ç=0 
« O 

3Ç ç«i-
= O 

1?1"4) Solução analítica das equações V 

1X1-4^1 - Equação do movimento 

ConsideraroTOs ccmo conhecida a^solução da equação no cair^ de 

velocidade na camdá limite através da solução encont2à.da nd '• 

Meksyn-, ou .mais precisamente, pela solução-de Hartree, 

Portanto, a solução será do tipo 
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n 

f 

.serie que satisfaz as condições de contorno; 

f'(o) = f'(o) = o e f ' H = 1 , . 

III-4.2 -! Equações da energia para flvâdo e corpo 

Resolverotüs a equação da energia para fluido e corpo tendo 

vista que 

"T(X,0) = tCx) 

isto ê, que a tarçeratura do fluido se iguala ã do corpo na su 

perfície deste. 

Usando o método de separação de variáveis, para ..resolvermos a 

equação da energia para o fluido, e fazendo 

; e »• XC£) Y(n) (29) 

ao aplicarmos o netodo ã equação (25) terenos o seguinte resul­

tado 

•2 Pr V Y " " 

onde Y_j são os valores característicos da solução ("eigen­

values") . ' '! ,. . 

• Teremos, assim, duas equações: 

X* - X - O (31) 



17. 

Y" + .Pr f Y» - 2 Pr Y^ f» y = O (32) 

A solução da equação (31) sera dada por:' 

Y , 
(33) 

e a solução da equação (32) sera u m solução serie do tipo 

ftobenius dada por: ' • ' , 

Y^«A.'^ (n)-i-B'jH^ (n) (34) 

onde as .soluções .base da-equação (34) ,'̂ Nj (n) -é Mj (n), serão 

definidas 'por '• 

Z ni 
n=0 

n 

(35) 

L ni 

n 

(36) 

n=0 

sendo que as seguintes condições podan ser definidas, sen F^-

da de generalidade ^ . ,, • 

(0) « 1 

N*^ (0) « O 

(37) 

: • • M, (0) « a...» 

V 

i I 

(38) 
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Cono a equação (25),' ê uma equação elxtica linear, 'podemos a-

plicar o princípio de superposição, de soluções e, neste caso, 

fazendo B'G=B e A'CrA, teremos 

(39) 

Para solucionarmos a equação (39) precisamos determinar as 

"condições de contorno, para acharmos os coeficientes e A^. 

TI ->• " 6 = 0 

n -*• O a solução deve satisfazer ã.equação .(23) 

Para satisfazer a condição (40), temos que "ter 

(40)̂  

j"l 

-* AjNj (~) + B^Mj (») 
J 

logo 

(41) 

^ A M (n) 
. ] - • « - -*! « llm f . . . 

j B, N. (n) 
(42) 

Assim sendo, precisamos do valor assii^tico da "relação entre 

as duas soluções base. 

Pelas propriedades gerais das soluções em serie (>torse e F e ^ 

bach (6)) e, considerando-se que estas duas soluções base são 

independentes, neste caso p Wronskian ê diferente de zero, po 

demos determinar esta relação como sendo: 
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-P r • fdn 

« w o 

- 5 dn . . (43) 

Esta integral pode, então, ser resolvida pelo método do 

"steepest descend", fazendo-se a seguinte trcinsformação de va 

riãveis, tendo coro base a solução dada por Meksyn para a e-

quação do movimento. 

Definindo uma nova variável, teremos: 

- o 

T « Pr j fÇn) dn " * ^^^^ 

' logo . 

1 dn . .,-2/3 y . .m/3 
N 2 dT . n ^ 

(46) 

Assim sendo, temos que 6^ e 1/3 do coeficiente de ñ"^ .na ex­

pressão do desenvolvimanto de *_(Í/Nj^) 'x'^^^^^'^ em potencias 

ascendente s" de. ji; • • * ' - . - , " 



2 
m«0 

m. 
m 

E a solução sera dada por: 

20. 

Í47) 

m=»0-

d r* 
m 

(48) 

onde r 
/m+l \ 

são as funções Gaima. 

Para resolução da equação precisamos de outxa relação entre i 

Aj. e Bj e esta relação pode ser determinada, sub.stitudLndo-se 

diretamente (39) em (23). 

CcfTo as tenperaturas se igualam na superfície, antes de fazer 

esta subs.tituição, precisamos determinar '30/3n 
n=0 

ü 
3n - y 

n«0 ™•, 
j«i 

(49) 

_3i 
Y>1 

. J « l 

(50) 

Assim,' a equação (23) se tranéforma em: . " 

dÇ' 

• V -i/2-1^ 

, 1 W j ^ . ^ 
^j-1 j«l 

laMWWO M GUBI«U AléUtCA 



Derivando o primeiro itiembro, em relagio a obtanos; 

21. 

Yj-(X+l)/2 + 1. 
j=l 

(52) 

Fazendo " ^ resulta 

j=2 

" Z '^j -̂ ^ + H 5 -̂ .̂ '̂  + 1 . (53) 
j«2 , • • • . • 

Podemos, entao, determinar os valores característicos 

(X + 5)/2 

X 4- 2 + f X + 5 

l 2 J 

j para j par 

para • j ÍKpar. 

(54) 

(55) 
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E os B. vio satisfazer ã equação '(53)- quando: 
• J ( 

' • • H B^_2 

" " ^^^^^ ""j ' • ^̂ ^̂  

Neste ponto resta apenas a determinação do coeficiente B̂ ,̂ o 

que será feito no c^ítulo seguinte, satisfazendo-se a condi­

ção de contorno em ç ="1, (x - ¿). • ,̂  ' 

O probleíia analítico ficaria assim encerrado cem a determina­

ção de xma solução única e estável, Acontece, porãu, que a 

serie obtida para as relações r^, ' , 

- a. Pr) - J d ^ r 

m=«0 

/m + 1 

é divergente para todos os valores cartuns do número de Prandtl. 

Este fato obrigou-nos a cptár por vma solução nurrerica das e-

quaçoes que geram as funções características-M. (n) e N. (n). 

III-5) Solução numérica . ' ' 

Vamos, então, resolver as equações ̂que definem, o canpo 

. da velocidade e tesiperatura do fluido, simultaneamente, pelo método 

dé Punge Kutta, utilizando ós valores característicos determinados an 

teriormente, atravesada equação do caiipo de temperatura no corpo. 
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Na realidade vamos resolver simultáneamente as duas e 

quaçoes: 

1 - (f 

Y" + Pr f Y' - 2 Pr f *Y « O , 

(58) 

(59)-

determinando assim os valores de (n) e N^ (n), soluções base da e-

quação (59) 

Conhecidos estes valores podemos detèrmònar o canco 

de toiperatura do fluido, con auxilio da equação (39) reescrita sob 

a forma," • ' ' • ' 

6 - Ç 

j«i 

(60) 

Por outro lado, pela expressão obtida para os B^, 

H B 
B l-2_ 

podemos verificar que sòifânte os coeficientes correspondentes aos 3n 

dices íirpares" dependem de Bj|̂ , isto ê, pódanos determiiur a segvdnte 

relação: 

. B 
H 2 Bi 

J-3 .̂ ĵ " **" ^^^^^ 
para j=3,5,7.. . (61) 

Logo, todas .as parcelas de O relativas aos índices ím 

pares serao multiplicadas por B^, 
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Devido a este fato, calculamos então a função 0, divi 

. dindó-a em duas partes 

6 « e + B. 0, . . (62) 
.par 1 impar 

ToimiDS, inicialmente, B-ĵ  = 1 e calculamos e Q^j^^^ separadamen 

te e depois corçutamos 6 segundo a equação (62). E, pela condição 

de contorno 

li 
3Ç 

ç=i 

podemos determinar o valor real de B̂ ,̂ o qual sera dado por: 

B par 
1 /3Ç 

impar 
5=1 

Teremos, assim, determinado todos os coeficientes ne-

• cessarios para o csálculo dos valores de 6, restando apenas efetuar o 

sanatorio segundo "a equação (60). 

Na resolução do problema foram, utilizados os ccrtçuta-

dores eletrônicos do Departanento de Calculo-^Científ ico da COPPE-UFRJ 

e do Centro de.Cãlculo Nuirerico da EE-ÜFMG,_.ambos do tipo IBM-1130. 

Foi usada tantón'a subrotina RK3-1, da IBM, para calculo pelo'método 

Punge Kutta de um sistema de seis equações diferenciais ordinarias 

• lineares 'dê 1? ordem. 

Quanto aos valores característicos C^^), tomamos so­

mente os 10 primeiros valores consecutivos, pois verificamos, que es-



25. 

I - tes seriam suficientes, uira vez que todos os B-^^ calculados eram ra-r 

zoavelmente pequenos (da ordem de 10 ^) e que a diferença ̂ q~^3_0^10 

\ eram menores que a unidade; assim sendo, os,termos subsequentes da 
I • 

í _ serie que'define o canç)0 de teirperatura do fluido poderiam ser des-' 

j prezados face aos primeiros termos. 

, - ' Variamos C desde zero ate 1 ., ccm um incrernento de 

¡ _ 0 .2 , e n desde zero ate um valor para o qual 0 = 0 , ccm o incresren-

to de 0 . 1 , iii;ç>rimindo apenas de 0,2 em 0 ,2 , 

; Os resultados obtxdos. encontram-se no apéndice, sob a .' 

fonra de-tabelas obtidas diretamente do corçiutador, sendo que alguns 

destes sao apresentados - em gráficos, no capitulo seguinte. 
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IV 

ANALISE DOS RESULTADOS 

C&tivemos oito conjuntos de resultados para os perfis 

de teittperatura e{ç ,n ) , fazendo variar o nurrero de Prandtl assim 

cerno o fator de forma. 

Cerno o fator de forma (Meksyn) pode variar de (0.1) 

ate (0.199), isto e, desde o valor correspondente ao ponto de estag­

nação ate aquele do ponto de separação, escolhstios 3 valores para X 

dentro desta faixa, a saber: - .5, .0, .1. 

' Atribuimos ao numero de Prandtl os seguintes valores: 

.76, 2,0, 5,0 e 7,0. 

¿presentamos,-então, alguns resultados representati­

vos, dentre todos aqueles ccrtputados, sob a forma de gráficos. 

As figuras 2, 3 e 4. apresentam os perfis de tar̂ jerataa 

ta, nas variáveis adimansionais, no ponto ç = 0. ' 

• Cerno podemos ver, quanto maior o numero de Prandtl, 

menor ê a tenperatura em y = O e. mais rapidamente o perfil na .variã-

' vel adimënsional tende a zero, isto ê, mais rapidamente T tende a, T^. 

Na figura .5, temos dois perfis de tesïperatvira corres­

pondentes a 2 pontos (i-O e ç=.8) do corpo solido, para os mesmos va 

lores do numero de Prandtl e do fator de ff irmã, .JgfSftf? r^*"^, rnír^anaa* 
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que quanto mais nos aproximmos do fim da placa, mais aZta e a tenpe 

ratura do flirido próximo à parede (apesar de an certo ponto ela pas­

sar por um mínimo), mas que ràpidan^te, ao nos afastarmos da parede 

do-corpo solido,^esta temperatura tede a ura masmo"valor para os n 

correspondentes an qualquer ponto da placa. 

Alem disso, apresentamos, tambãn, duas tabelas, sendo 

uma para, os valores dos e outra para os r^. Por meio destas. tabe 

Ias podemos notar que, para qualquer par de valores do número de 

Prandtl e do fator de forma, foram, suficientes tcsnarmos apenas os 10 

primeiros termos da ?erie que define o canpo de toiçeratura do fluido." 
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. «1« i 

i:: i* 

Fig\ira 3 

perfil de Teirperatüra 

X = ,1 = .0 

A. Pr = ,76 

ß. Pr = 5, 

:tr:i:i:t 
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?n!ili1ÍH;liini if!! 
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!rrrí:::::l::::;:^•;li:^;:.:lrî;Ir::h,•::I;t::^::nr:::irn^^ 

i::ít,:!! . .-• -i i • ,...{.^.- íilj mmmm 
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.:;\T:.;t::::tri!: 
:;::\-:::í-"!í;l:: !:::l:íf: 

:::.ti;:!: 

O, 1. 2. 





OïffiEEA I - Valores dé 

- ^ T X ^ -.5 

•Pr = 0.76 2.0 5.0 7.0 0.76 5.0 0.76 5.0 , 

^2 
.4252 \5SB9 .8002- .8954 .3566 .6607 J8219 " .1592x1o-'' 

^4 
.2950x1o"-'- .5650x10"-'' .1042 .1305 ,7085x10"-'- .2431 „'904'2xl0"̂  .3361 

^6 
.8844x10"*̂ ' .2340x10"'^ .5864x10"'^ .8213x10"^ .1833x10"^ .1167x1o'*-'' .'4151x10"'̂  .2950x10"*'" 

^8 
.1522x10"^ .5568x10"'^ .1893x10"^ .2967x10"^ .2727x10"^ .3223x10"^ .1079x10'"'* .1463x10"^ 

^10 
.1730x10"^ .8743x10"^ .4036x10"^ ,7075x10"^ .2679x10"^ ,5878x10"^ .1840x10"^ ,4749x10"^ 

.2425 ,3358 

/ 
,4562 ,5104' ,2176 .4032 »3108 ,5994 

,1370x101-'' .2623x1o"-'' .4839x1o"-'- .6057x10"-'' .1083x10"-'' .3722x1o"-'- ,,2420xl0"-'- .8944x10"-'' 

.3620x10"^ .9573x10"^ .2397x10"'^ .3357x10"'^ . 2507x10""^ .1597x10""^ ^ .«991x10""^ ,6344x10"'^ 

.5686x10"^ J 2077x10"'^ ,7063x10"^ .iioexio""* .3439x10"^ .4068x10"^ -2006x10"'^ ,2698x10 

. . . . 

-1.544 -1,560' -1.581 -1.590 -1.643 -1.821 -2.156 

1 

-2,294 

file:///5SB9


TABEIA II - Valores de r^ 

X = 0 
\ 

X=-.5 

Pr = 0.76 * 2,0 5.0 7.0 ' 0,76 5.0 0.7-6 5.0 

. ̂ 1 
2.3460 1,6740 1.2260 1.0940 2.5130 • i;3450 2,0600 1.0300 

\-
1.1750 ,0.8489 0.6247 0,5583 1.2710. 0.6863 I.OSIO 0.5582 

^3 
1.0990 0.7941 0.5845 0.5224 1,2000 -0,6482 0.9533 0,5943 

^4 • 
0.9151 0.6617 0.4873 0.4355 1.1870 0.6408 0.8OB0 0.421o 

^5 0.8849 • 0.6400 0.4713 0,4213 0.9723 0.5244 0.7608 0,3971 

^6 
"0.7942/ 0,5747 0.4232 0.3783 0.8726 0.4704 0,69?14 0.3617 

' ^7 
0,7767 0.5620 0.4139 0.3700 0.8560 0.4614 0.6647 0.3480 

^8-
0.7193 0.5206 0.3834 . 0.4327 0.7925 0,4269 0,6214 0.3258 

' ̂ 9. 
0,7073 0.5119 0,3771 0,3371' Ó.7812 '0.4208 0.6034 0.3166 

^lò 
0.6664 0.4824 0.3553 0.3176 0.7357 0,3962 0.5729 0.3008 
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V 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

A maior dificuldade encontrada, ao tentarmos a solu­

ção- analítica para o problema on questão, foi a da resolução da inte 

gral 

n 
-Pr 

-o 
e 

( fin). 

dn , 

Para tal, usamos a técnica da transfomação desta, 

por meio do método de "steepest descend", em una série"infinita, 

contramos, então, para os coeficientes da série valores tais que a 

mesma seria divergente. 

Assim sendo, sugerimos que se tente resolver esta in­

tegral cdn auxílio de uma transformação de Euler, que venha a tomar 

esta série convergente ou semiconvergente. 

Quanto ã solução numérica, os. resultados encontrados 

estão dentro do limite de espíectativa, pois, cotio vimos no capítulo_ 

anterior, os perfis de teirperatura são análogos- para mesmos fatores 

de foma, quando variamos o fluido, diminuindo apenas a espessura da 

camada limite, quanto mais aumentamos o numero de Prandtl. (Fig, 2), 

isto ê/' quanto mais viscoso é o líquido. 

Infelizmente., não possuímos dados experimentais para 
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confrontarmos os resultados.teóricos obtidos. 

Assim sendo, não fizemos variação quanto ã geração de 

calor, pennanecendo esta., inplícita no perfil adinensional de tempera 

tv^â/ ufiâ vea que a g a r s ç ã o es ta insluída na v õ i f i i v õ l e qus e s t a 

s5 aparece nás variáveis O-e 9, .devido ãs sinçlificações introduzi­

das na resolução das equações. 

A temperatura da superfície do corpo passa por um mí­

nimo entre x = O e x = ¿, para qualquer par de valores escolhido do 

número de Prandtl e fator de forma, aumentando sensivelmente,'a par­

tir de um X equivalente a S=.6. 

Isto provavelmente ocorre devido ao fator das extrèrd 

dades do corpo serem isoladas e, portanto, a perda de calor do corpo 

para o meio ambiente é maior em algum ponto entre os "extremos consi­

derados. Cano a variação da tenç)eratura, na extremidade inicial, e 

pequena, podemos quase concluir que a consideração,geralmente feita, 

de que a terrperatura da parede e constante, e valida para esta parte 

do corpo, mas que se afasta muito da realidade no outro extraro. 

'Sugerimos, tamben, para estudos futuros, que o proble 

ma seja resolvido, considerando-se o corpo solido como ilimitado. 

Neste caso, não mais sera -valida a condição de contorno 

l i „ « O 

5=1 

e ter-se-ã ÜHH pequena dificuldade na determinação do coeficiente B̂ ," 

urra vez que não podemos, dizer que 6 (5=0) '= O, pois o problema se tor 
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naria suparespecifiçado, ocasionando una instabilidade na solução de 

vez que esta seria divergente. 

V 
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N0>5ENCrATlIRA 

A ãrea da seção transversal do '.X)rpo solido 

Aj • constante de integração da equação da energia para o fluido 

â ^ coeficientes que definem a serie da equação (28) 

b espessura da parede do corpo solido 

b^ coeficientes que definem aserie da equação (35) 

Bj constante de integração da equação da energia para o fluido 

c^ coeficientes que definem a serie da equação (36) 

C calor específico do fluido 
P 

f ^ variável adin^nsional relacionada ã função fluxo 

. . condutividade térmica do 'fluido 

kg condutividade térmica do corpo solido 

t conprimento do corpo considerado 

L- • dimensão característica 

Mj( n ) solução base da equação (32) 

Nj( n ) solução base da equação (32) 

Pr nunfâro-adimensional de Prandtl 

q̂ Ĉ X ) fluxo térmico *na parede do corpo solido 

r.. relação entre os coeficientes A. e B. quando n -í" " 
3 . . 3 . 3 

t( X ) temperatura da superfície do corpo 

T( x,y ) teiTperatiura do fluido dentro da camada limite 

"temperatura db fluido fora da influência da camada limite 

T* temperatura de referência definida pela equação '(22) 
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u- cctnponente da velocidade dentro da camada'limite na direção 

•" ' _ de X 

u, velocidade do fluido no limite da carnada limite 

U ' • velocidade do fluido no extraño da carnada limite no ponto 

. " X = ¿ 

v componente da velocidade dentro da camada limite na direção 

• . de y 

X ' coordenada cartesiana ao longo da superficie do corpo 

y ' coordenada cartesiana perpendicular ã superfîciedo corpo 

valores característicos da solução da equação (25) 

n • r variável adim.ensional relacionada a y e Ç 

e campo de tenperatura do fluido 

&, tenperatura adimënsional na superficie do corpo ' 

X fator de forma do corpo s o l i d o 

V • l viscosidade cinemática 

^ ' função flvixo • . . 

Ç variável adimënsional relacionada a x 

p * " densidade do fluido " .. ̂  ^ 

Í2 geração interna de calor 
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APENDICS 

A. Transfonracio de Variáveis 

A.l 7 Equaçio da energia para o corpo solido 

TeiTDS que a equação da energia para o corpo sólido é: 

k b d^t 

dK 

- k. ( A.l ) 

y=0 

OU, passando para as variáveis 0 e " , respectivamente, vem que 

k b d^Q-

dx 

- k. - b 

y=0 

( A.2 ) 

Efetuando as transformações relativas as variáveis x e y'pa­

ra ^ e 0^, teremos, para cada parcela:. 

u. 

dx -d^ dx 
CA. 3 y 

logo. 

'dx. 

d" / ̂ 1 d§.̂  dëj 
d^ \U^L dí̂ j dx 

/ „ V2 -
u 

"o^ 

d^& 
U T du 1 dÔ. ; C A.4 ) 

dS|̂  ^CU^L)^ d^ d^ 

e teremos tarrbem que 

7)Q cie û  

y=0 ^ y=0 ^ ̂  ( 2 Õ U L ^ ) ^ 

9e 
íl=0 

C A.5 ) 

Substituindo (A,4) e (A,5) em (A.2) resulta que-
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U L 
O 

^ k b 
+ s 

du 
1 dG-

(2S)Ü^L^) 
1/2 

Be 
^0=0 
'1 

b__. ( A.6 ) 

Considerarerros X constante, e' neste "caso a equação 

X ( A.7 ) 

•2? 

pode ser integrada diretamente,' Caro foi definido anteriormente, Uj_=Uq 

para =1, logo, apôs integração e substituição da condição de contor­

no teremos . • " . 

u. (.A,8 ) 

Tendo,em yista (A.-7) e (A.S), a-equação (A.6) passa a ter , a 

seguinte forma, depois de parcialmente simplificada: 

I 
d̂  

" F E 
3ô 

2^A 

s 

d^^ 

Multiplicando-se a equação por (L^^^*^), vem que 

c)e 

{ A.9 ) 

2^ d^ • ITb „a/2 
1 'V' {2^;ü¿L^) 

k T* I • 
s 

=0 

(A.IO .) 
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ou, siJirolifiçando o coeficiente do prinéiro termo do segundo membro; . 

1 
o 

2 T 
\ i 

^/^^ (\-l)/2 

-(A.ll) 

.ñ.2 - Campó de temperatura do'fluido , 

Partindo da equação 

(A.12) 

tanos que fazer, as seouintes transformações: 

"ôx í)^ ãx o'-rj c)^ ,dx 

1 
- x/2 

L ' 
s e X + 1 

->/2 
3 « 

ü e 
o 1 

- A/2 

^ y , ^'T |(2^;^y,^)^/2 ao^j 3 y v 

Por'outro lado sabemos que 

(A.13) 

(̂ .14) 

(A.15) 

ü- = u-, df ' U ^ " . ^ / ^ f (A.16) 
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e que 

A/2 
1 ^ ^ 1/2 L 

f - Cl +X)i^f {A. 17) 

Substituindo estas expressões em. CA.12) resulta em: 

- ri 
rx + i \ ' ò e 

> -

" o i 
A/2 

1 ^ ^ 

• 

" o ^ 

f - (1 +X ) 'V^f' 

(2 U L ) . - ^ à'̂ -

CA.18) 

'ò\ 2 P r P f 

,Pr^(.2^ÜJ.^ ) .̂̂ 2 

Multiplicando-se a equação por (2prL^) e dividindo por 

'r^f 3e 
> -

Pr* f - (1 +>s ) ^ f (A. 19) 

oü, finalmente. 

9 \ 
2 ' ' 

2 Pr^ f' ' _ Pr f 3 B CA.20) 

. : .V... 
A. 3 Equação do campo de velocidade 

Cano yimos a equação que define o canpo de velocidade e: 

2 
ü Ô^u v Du'. u, ̂ "l ^ . X c)"u 

cJx ST 
V 

(A. 21) 
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Varros então efetuar as seguintes mudanças de variáveis: 

'•̂  u'd^ • Bu-'£>^ d^ ^ 
^ dx cJ^ dx 

. o ̂  
-(A +1) 

2 L 
X f + (1 + A)/y| f" 

'iR'J^ "̂̂  = ^ o ^ f" 

(A. 22) 

(A.23) 

Ò u f"-
1/2 

3 . - 3 V 2 
o^ f"' 

<>y 2>)Ü^L^ 
(A. 24) 

du, . ,du 
1 dei 

d^ Sx" 
^1 "̂ î 

2L 

"l 
/• 
1 

U L 
O 

dû "̂" 

- (X+1) CA.25) 

Substituindo (A.22), (A.23), (A.24) e (A.25) em (A.21), to­

reras: 

„ 2 - " V 2 c - ( X + 1 ) r 
% V 1 f« 

2 L 
Xf' + (1 ^ X)ví^f" 

• y2 -3X/2 -1 
" o i • 

f r (1 + X ) ^ f ' f" = 

^ ,,3 ¿-3 X/2 

\ 2} 2^U 

(A, 26) 

Multiplicando esta equação por {2L ̂ ) e dividindo por 

(ü^2^-3^/2j ^g3uxta: . 
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- f« X f + (1 + X )^f" f - (1 + A )'V\f' 

pu, apos siiTplificações, 

f'" + f f" = X 1 - (f»)^ 

(A.27) 

'(A.28) 

B: 'Solução 'analítica 

sendo 

Para a equação do npviinento 

f"' + f f" = X 1 - ( f ) ^ 

n=2 

n 

(B.l ) 

(B.2 ) 

onde 

a ^= f"(0) = a(X) / í̂ -̂  ̂  

teros a solução do Meksyn, obtida izando substituimos (B.2) (B.l) 

e determinamos os coeficientes â ^ esn funçaò.de a2 = a = f"(0). ^ 

Estes coeficientes- são: • • ,. 

a2 = a - ^3 ̂  ^ 

a^ = - (1 + 2X)a' 

a^ = - 2(2 -í- 3 A ) X / . 

a- = - 2(2 + 3X)X a 
o 

ao = (1 + 2X) (U + 10X)a' 
o 

\ (B.4 ) 
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^ w / V * 3 1—2 ^ ^ .n- o. , ^ n-lx 

• - 2Pr v V ^ ' n ' ^ f ' l ^ n T b . (B.8') 

Anulando agora os coeficientes dos termos de mesma potencia 

de/Vj / pods-oos achar as expressões que definem os coeficientes b̂ .̂ 

Esta equação tamban foi resolvida numericamente por Hartree en um a-

nalisador diferencial, ser^ que alguns des'tes resultados são os se­

guintes: 

X -1.0 -0.5 0. 0.1 0.18 0.199 

a 1.232 0,927 0.4696 0,319 0.128 0. 

Coto vimos as soluções base da equação da energia, Nj('ĵ ) e 

Mj.('V|), podan ser^ expressas pelas series: 

•oa - n 

N.('n) = y " V ] _ , sendo b =1' e b =0 (B.5 ) 
n=o . 

e ' -

. to •' n 

M.C^Vi) = Y ^̂ n"̂  • , sendo c =0 e c,=l • (B,6 ) 

que possuen raios finitos de convergencia. 

; - Levando as expressões de Nj(o^) juntamente cesa a defíl^) na 

equação abaixo, • ' . ' 

• , - Y» +' Pr f Y' - 2PrÇf'Y = O , , (B.7 ) 

terenos ' ' ' ' 
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b = 
o 

^2 = 

b̂ - ^ 
3 

b4 = 

1̂ 5 = 

.̂ 8 •= 

»̂ 9 = 

O 

o " . / . . ' 

2 P r ^ a . 

2 P r ^ A / 

O • . 

2Pr^jj-a^ [8^ - 6 - a + 2X)/Pr 

2 Pr^^X a [30;^ - 20 - 2(2\-̂  3\)/Pr 

2Pr^ ¡ j X 2(30j - 20 - 2(2 + 3A)/Pr 

2^Pr^Y , 7Pr(2 - 3) [ 8^ - 6 - a+-2X)/í>r] + 

7C3 - 10 X) (1 + '2 X) + (1 + 2X) (11+lOA) ' 
Pr 

Procedendo de modo análogo para o caso da solução base M_. (ij) 

podsnss facilmente determinar os seguintes coeficientes: 

c = 

c„ = 

c^ = 

c, = 

Cr- -

o 

1 • ' 

'o f' ^ ' 

O 

a Pr (4^ - 1) 

PrX (6 ç - 1) 
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= O 

10 - 1) (4 - 1) - (10 ̂  - 1) (1 + 2A)/Pr 

c = a ,Pr̂  A < (12 if - 15) (6̂ ^ - 1) + (30 ̂  - 20) (4^ - 1) -

(24^' - 2) (2 + 3A)/Pr 

2, 2 
Cg = Pr.X" ^ (6^ - 5) (42^ - 7) - (14^ - 1) (4 + 6X)/Pr 

Aqora, cem todos os coeficientes a , b e c determinados 
^ ' , n' n n 

estamos em condições de calcular o valor da integral 

/too 

^ ( ^ ) 

(B,9 ) 

A avaliação desta integral ê feita desenvolvendo-se em se­

ries de potências as seguintes funções: -

T = Pr f(.7j)à/>^ = 'n^ ^ E^i^" , Ê ?Í0 (B.IO) 

n=0 

1 • 
Vir o 

Resulta então que (ver Meksyn) 

m 1. 
m + 1' 

cín;0 

(B.ll) 

(B.12) 

onde J_ (k) e a função Gama, e os_ coeficientes-d^ são 

dados por: '' " . ' ", 

o .-^ o o 
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1 E -2/3 1 

=••! E 

G, - 2 - \ G 1 o 3 E 

,-1 
b 

E 
o J 

i 
1 G. 

= ' 1 -E -4/3 
o G3 + M 

140 
\ 

^̂ 4 1 E-5/3 . 
3 - o - < 

81 
E-

o 

2 

\ 3 N 

3 E 

E 
. O 

4 - 5_ ̂ 1 G, 
3 E 3 • - 220 

3 E 81 V o 
G 1 + 

d^ = 1 E -2 

5 -̂ 4 • ' 40 %^3 770-
3 E 9 „2 E 243 

^1- G 
o 

o < 5̂ - 2 f l G , ^ 3 /E, 
v2 

E. 
G, 3 + 

2^4 ^ 6 ̂ 1^3 ^ 
E ~ J " 

r ^^E^ . ^ E,E^ 2 5 ; 6 1 4 
• F-.-** " 1 2 -

5 \ 1 
E 

0 • J 

1 + 

E 

E^F 
12 r 3 

E' 

5 N 
1 G . 

E 0 
\ ° 

d. = 1 ;-7/3 G. • 7 "-1 G. - 35 
o • 

/E, \ 
E 

3 E .81 V o E 

'4 -

'3..- + 

70 -̂ 1̂ 4 •• 455 ^^3 
'^—ir 27 

J 

/f ^ 5 N 
6916 

E" 

7 ^ 5 

'1 +̂  
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1 h ^ • '70 ̂ 1^5 4. 35 
2 

455 
+ - 9 

O O 

•7280 '̂ l̂ S ^ 76076 
2> 

G 
4 "SOT E • O 

E \ o • 

Neste ponto precisamos determirîàr a relação entre os coefi­

cientes E e a e entre os coeficientes G^ e b . 
n n . . n n 

a. Relação entre E e a 
n n 

Cora 

.Oí» a n 

teremos, de acordo ccm a expressão ja vista para E^ que ' 

Pr f{rn)â^n = P r Y - ^ Ti 
n+l 

op ^ • CP 
.= > E.^^'**3.= P r Y ^i+2 r] 

^ 3 ^ TTZTT* ' 

j+3 

^ j=0- j=0 
W+ 3)! 

(B.13) 

logo, 

3 
. ( j t .3) i 

b. Relação entre G e b ' 
^ n n 

(B.14) 

Pára a serie desejada 

(B.15) 



os cœficientes podem ser determinados do seguinte modo: 

51. 

G = lim "1 "d 
n 

n 

ir^ d^" 

(B.16) 

Achando os limites' das derivadas encontramos: 

G, = O 

G^' =• O 

S = I I . Prca • 

^4 = -

= O 

a -
6! 

52 ̂ - 6 - (1 +.2X)/Pr 

Substituindo então as expressões de G^ e -E^ mas. expressœs 

que definan os cœficientes d , resulta em: 
^ . - ' m 

• d 
o. 3-

(a Pr \ 
-1/3 

d^ -^1 fa Pr 
-2/3. 

18 l 31. / 

=•• 1 a "Pr 
48 \ "31"y 

-1 

\ a/ 

.d- 1 a Pr 
-4/3 ad' +"2X) - 12 Pr y a - 35 

3" • ^ n ay 
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d. = /•a -Pr ̂  
-5/3 

[ 31 j 
6 P r y \ ^ 3(2-í-3A)X 

(0.5 •í-X)X . 385 
• 576 (^ ^ 

4^ 

240 
% " " ^ l ^ /'a Pr I _-3£Prj^xY_X.] + Í2 + 3X)/X\A-- 6' 

3' / Y 3 , \ a/ i - ^ 21 

• • X (1-+ 2X) •/ X \ 
^ 2 _ V a j 

15 
32 

^ x ^ ^ 

d^ = - I -7/3 
Pr 3 Pr a' 

5 
/•a Pr \ • 

32ÍV 3t 1 

(1 +'2X)/Pr \ + 35 X /_X ' ̂  

52^^ - 6 -

18 
?a (1 + 2X) 

• 1 (1 + 2A) (3 + 4A) a' 
40 . 

•_5 
24 

(2 + 3A ) A í 9 1 ( 1 + 2X ) a / j ^ \ ^ 
V a / " 216 \ aJ 

19019 
62208 

I'M 

Assim, taras todos os cosficientes d ..necessários para 

calcular o valor da integral que nos fornece a relação r^. Quanto 

aos .outros coeficientes que ccsnpletam a serie que. define o campo 

de terç^atura,'os Bj, serão calculados mesmo modo jã visto an­

teriormente. 



/ / POR - . • 
•¡¿LIST SOURCE PROGRAM 
-^ONE WORD INTEGERS 
* I0CSÍCARJ»niS<»1132PRI f \ 'TER) 

CONVECCAO PORCADA EM ESCOAMENTOS SOBRE C O R P O SOLIDO 

C ODETTE Vi E-IRA 
&XTERMAL FNl »FN2»FN3 írN4»FN5 »F.N6 
DIMENSIOM Y Í 6 ) »FM ' ( 35 ,10 ) , F M 1 (35*10) ,FK ( 3 5 » 1 0 ) >Fi\NC35»10) 

1 ' ' » R Í 1 0 ) í V A L t ó í S o ) »ETAÍ 3p) 
DEFINE F ILE I M 4 2 0 » 2 * U í L l ) 
COMMÜN GAMAí10) ,J»PR»VL»R»EtA»FM»FNiVH»NP 

X RFAD (2>100) PR,A»VLíVH 
IF (PR) 5000»5005».5005 

5000 CALL EXIT 

'5005 RFAD (2 *1001 "( GAMA ( J-) i J = 1»10 } 
ICO F0RMATÍ5F10.01 ' • 

MP=30 . . . ' • 

p=:o. . ^ • . r 
Q = l . ^ - ' . • . 
DO 8- J==l »ÑP " ^ ' ' . 

8 E T A í J ) = . 2 * J & « 0 0 0 1 
•J=l 
H = a , ' " • . " 

5 JJ = 1 
Y(11 = 0 . ' - , . 

. YÍ2,) = 0 . ' 
YÍ31=A 
Y (6 1 = O . 
IF í 'JJ-1) ' l "0 ,10>20 

10 Y ( 4 ) = 0 . • , . . 
Y Í5 Í = 1-. • ' , * 
GO TO 30 

20 Y Í 4 ) = 1 . • • ' . ^ 
Y ( 5 ) = 0 . - -

3̂ ^ CALL RK3-tFNlíF.\2>FN3»FN4-»Fi\5»FN6»H»0.»Yí2»NP»VAL) 
I F í J J - 1 ) -40»4Cj50 

40 DO ÍOOO r=l»NP 
F^M I»J)=VAL:( 4» I ) . " . 

1000 FM1Í I»J )=VAL(5 .» I ) • " ' , 
JJ=2 
GO.TO 20 
DO 2000 I - l í N P . ' , - " • • ' ' 
FN Í i »J )=VAL ' í 4» I ) ' • ' ' " 
PMNÍI»J)=VALÍ5»I) 
J=J&1 ' ' - X . 

If í J-10).5»5»55 
DO •60J=1 l i o 
R ! J Í = F M ( N P » J ) / F N ( N P > J ) . ' ' 
L i = l 
WRITE ( l ' L l ) FN íFV iR * , , ' 
CALL LIKK (PPP2) 

50 

2Ü00 

55 
60 

/ / DUP 
í^STORc WS UA . A A A l 



»LIST SOURCE Pr^OGRAM 

-^ONE WORD INTEGERS 
b l u e s t CARDÍDISK »U32PRI\TERÏ 

DriFNSlOM RtlOl *5Í10J .TETAP( 5 ) 3 5 1 >TE-TA! ( 3 * 3 5 1 . - - ^ ; ^ J , 
' 1 3 5 1 . E T A { 3 5 1 , T O P ( 1 0 1 » TO I ( 1 0 1 » C S Î ( 6 ) ,FM I 3 5 , 1 0 1 »FN(35ilOl 

CO-̂ f̂ ON GAMA Í10 ) » J, PR , VL .R » ET A > FM > r N » Vri, MP 
DEFINE FILE 1(1420 » 2»U»L11 
L l = l 
REA^D (I'Lll FM,FMíR 

C CALCULO DÛS COEFICIEfOES ñ ' . ' 
Bí 11 = 1« 
B(2) = l./ÍGAMAt2 )í;-ÍGAMA[21"IVLÍ72. )/2. )-itRt 21 ) 
DO 7 0 J = 3 » 1 0 ^ , 
? ( J 1=VH^B.(J - 2 1 /(GAMAíJl-síGAMAÍ Jl-tVL&2. 1 / 2 . l^í-RUl 1 

7 0 CONTINUE 
WRITE(3 » 6 5 1(J,RÍJ) . J = l»10í 

6 5 FORMAT í I H li 5 [ 2 X.'R(>» I2• ' 1='»E 1 0.4 » 1 / ) 
WRITE ( 3 » 6 6 1 ( J . B Í J l í J = l í l O l 

6 6 F.ORMAT ( 5 ( 2X » ' B t • , I 2 » ' 1 = ' » E l O .4 . 1 / 1 
C CALCULO DE THETA CORRESPOMDENTE-AOS B PARES E IMPAR-S 

DO 7 5 J=1»NP 
T P ( J l f 0 . 

7 5 T K J1 ( 11 * í FM [ J > 1 1 -R ( 11 *FN ( J > 11 1 
C S I Í l ) = . 2 0 0 0 0 0 6 
00 9 0 L = l » 5 
DO as J=1.NP 
T O P fL)=0. 
T O I ( L 1 = 0 . 
TETAPtL»J)=0. 
T E T A M L » J ) = 0 . 
DO ao K = 2 s l 0 » 2 
TOPÍ'Ll=TOPÍLl-CSr(Lí*-^GAMAtKl^Ríi<l Df.M*r^M 

^0 T E T A P Í L . J 1 = T £ T A P C L » J 1 &CS I í L ) ̂ "^GAMA ( K ) *B l K1 f ( FM ( J. 1-R ̂  

DO fil K =1 » 9 >2 
"• • TOI Í L ) = T O , n L)-CSÍ ÍLl*í;-GAMAí:<)«RítCl 

P l TETAIíL.Jl=TETAnL.Jl&CSI(Ll->^GAMA£ÍC)^RtK)->íFMÍJ.<)-Rt^^' 

ñ 5 CCNT-INUE 
CSI Í L & 1 ) = C S I ( L 1 & . 2 £• 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 

9 0 CONTINUE 
C TÁRELA DOS VALORES DE THETA 

0=0. ' • . 
RN=-Rtll ' • .. 

' 0 T ^ T I = 0 . 
DTFTP=0. 
DO 333 :<,= í , . 9,2 . X 

33-^ DTETI=DT£Tl&BíK.l*r iAMAÍ<l*R£<l . 
DO ' 3 3 4 K = 2 » 1 0 » 2 

' 3 3 4 DTETP=OTETP&B í K ) *-GAMAÍ K 1 í̂ R í < ) 
R í l ) = - DTETP/DTET! 
WRITE t 3 , 3 5 5 ) DTETP»DTETI íBÍ 11- - • • .^xAiynrcl-

3 3 5 FORMAT ( 1 X , / / . l O X , ' D T E T A P / D C S I= « . £10.4,5 X»'OT c TAI / i 

Ell.4) 
TEMP = -Bíilíí-R'íl 1 
DO JOOO L = l s 5 
TOD(L)=TOPi L l-r-Bi 1 )-î TOT ( L ) 
'DO 3000 J=1»ND 
TETAPíLíJl-TETAf^íL» J)-T-TETAItL»J)-^-5t 1 1 

3000 CONTINUE 
WRITE (3)2701 PR,VL 



2V0 FCP'-'AT í l H l / / / » 17Xí45ri VALORES DE THETA CORRESPONDENTES A CSI 
1A». / / /»1BX»'PRA>IDTL= ' .FB . 4 » 5X » • FATOR DE FORMA= ' . F 3 . A / / / 1 

WRITE ( 3 . 2 3 1 ) D s ( C S I Í L I » L = 1 » 5 ) 
231 FOR^^AT (1¿^X i 6F13 • 6 * / ) 

WRITE Í3»2B0) D*TEKP» íTOP(L )»L=1»5 ) ' 
DO ¿rOOO* J=1»NP 
T I Í J ) = P í l ) ^ T I ( J ) ' 
' IF (TETAP(5»J)1 4 0 0 V , 4 0 0 3 i 4 0 0 3 

¿i003 I R I T h í3» - 2 a O Í ETA í J ) t TI í J ) > í TcTAP (L » J ) »L=l * 5 ) 

2P0 FORMAT í 9 X > F 5 « 2 9 6 r l 3 . ñ ) ' • 
40C0 CONTINUE 
4004 CALL LIN< (AAA l l 

END 
/ / DUP • 
*STORc' WS UA PPP2 
/ / XEO AAAl 1 ' - ' 
* F I L E S ( 1 » A R Q ) 

D, Tabelas de resultaĉ os 
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CM vfi rH --n iTï (Ĵ  '̂ 1 CM -̂1 ' ' C'.. 
^ o vt: <i- CO o o CJ c- ~> O 
t-i o o c, o c o C ( c. f 

f ' c 
c- c 
c ( 

r i Cíl CM CM CM CM f-( i-i r-H i-i o o O O Cî O C) CJ Ci O O O O Cî 

r-í o c r- m ai ro CM 1-4 o» fï en < c« CO O li-i a* r.í 
Ò. cn \i> --» • í ' 0 ' o-> C»J fM 

ai. Ol m CM C p: c~ 
í*i 

cr> <r r~ r- <í 
T-i tr> CM c " » G^ i n CM CM iTi CÎ .-1 

o. 0 . r- C*t lA CT (*> 
CM »-< Cfl Ç-I O rH O '̂í Uj CM tn C^ '3 c ; 
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c^ rH r - vo en <í rH O: CM -o ui <T r - o; OÍ rH o C; o , ^^ c, t~í 
o OÍ CM fM OÍ 'A ar. <r ím <: o a* rH o \n rn o o n o o o o o 
o <r .>j OÍ o O', <r OÍ rH rH o o o o o o o ó o o c:- o 

01 ^J rH rH rH O O O o o o o o o o o o 

o CM CM rH Ci O rH 33 <i- tn ^• 3'. CM o Ĉl 
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:3 ÍM Ĉ l O m en rH r-l C* O. O .y O •"^ "j 

' o r« CM rH rH rH rH O O c:> o O O o cy Ci o o . Tî o 

- O" tn ^ CM c^ Crj fM i> CO CM cr. CO m; oi en ^- Ln TV ro m C7» •S\ 
o rH rH M3 C) r - o on c:i rH r - aî nj (<i r j 1> yC 

rH O CD ro r j f— CM CM <Î-O O 0̂  t*; tn tn CM —> Cï 
Cl r - O Ci m ON r - ro Ol o m in r - 01 (-1 _j 

o ' o ifl tCl o <; .> r-4 < O'i V . f> Ĉ  
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cz t-l Cl nG cm p-i CO rH <í M5 o o 1-4 rH OÍ •s. O i n 
tn --i C.i C". C: 

o :n CM o *û o i Ov O •4- O CJ rH C\ o rH ^ r3 O Ci C-Ï t ( V 
o o r- -d- rH m en o •X) OO (-4 I-i o O C-3 o o o o o --3 J 

tn vn en £M co CO I-i íH •H tH o a O *3 o o o o o .3 o -1 

o . - rH o o i n o i n rH O 0̂ en rH' OÍ 01 Cv tn ;n o O rH Qv Cv -o o tNj 
o en cH rH f^ rH CO OÍ rH r- CÜ n C3 13 O r- ¿3 Ov OÍ :> Ov r-\ o vC G3 00 
G M3 h- o c^ C3 O cn Cv rH cri co O o tn <r d vO tn «13 Q o CM ̂ - co Oí rH 
O co •H m 

co rH Cv CV ro aCi rH C\J Ov rH >Í3 rH en ce i f l Oí rH o O 
03 oí <-< Ov Cü r~ ov en O xi o -a- o o rH .rt ^> •.vO CM <—i rH -.3 O Cl 

03 . en o .-H rH a3 r- IX\ <r OÍ I'M rH rH o o o O O o :> 

O 01 01 en co CO CM tH rH rH rH O CJ O O o O O o o o o O o C*» 

1:1 

l-J 

O M3 <r Ov rH Ov tn CO rH Ov rH tn r- rH 01 0̂  Ov m \0 vO rH CM rH rH O» 
* vO 03 rH (t̂i ro >í rH <r o <r O 03 OÍ CVJ Ov -í" aj rH 1̂  rH c¡ tn Cv Cv rH tn OD CO 

o r- cv vO rH o tn ^ <3-VÛ CQ rH Ov ••TWO vO <f <í-aj o o CM r- ce en rH 
o rH rH (M to CM en vT 01 -3- O en fM Cv <-4 vD rH OÍ CO -k. r - D ; n Ol 'H 13 

o '•A i n irv 
en r-l c^ en r- 33 O o í̂  o <' O O rH m o 03 <r CM rH CJ D O •̂í 

o <í rH r-. <r rH nO en rH a ; r-
ir\ <• 01 ro rH 1-4 c; C; o c- O C' O 

rH ' o <f 01 01 en fM rvi CM rH rH rH rH o o o C3 O O C) o o o o o o o C3 O G O > 

te 

ÜJ 

u; 
P 
O 

t.'í 

c 
c: 
Ü 
u 

I-

Ul 

O' 

a 

e 

O 
O 
vC 

1— 

O, 

O vO On c^ r- ^ p- CO co rH, tn sX3 tn rH 1-4 ^ CN 01 <!• tn r- CO o -5- 0» r- 'y. 
o rH o en CM \0 tn c^ CM r- CO rH CO <f tM <r rH M ^ rH o tn CN c;v o 0« CM 
o ro oí ITI 01 rH 03 (i3 c c- rH CJ CO M3 O Ov OD aï i n r- Ov CJ o n.' vC en Ol rH 
c . vC tn rH o j a> OÍ un Ov Ov o CJ ̂  en o rH vC rH t<i cri 

r- '•> •n 
01 rH o i' 

-O i:- r̂ ' tn CM o Ov Cï! O <j- o Cv fZ> -i- rH o rH u l o o rH. .rH o O o o C) 
< o r- rH a.: r-1 cr. sC oí rH 03 r- IC\ s* Ol CO r-4 rH o o o o 

r. c Cl c 

-í" tn en 01 ro ro CJ t-i r-l rH rH o o C3* o o O O O C3 CJ o C3 C3 -Î o Q 

c 
o 
c ; 
o 
C' 
cv 

M3 CM in til fM en 03 tn a; O* CO m rH CO C CO vC en en rH vO en o en P- cr 
V- <J- \fi M3 < ^ vO rH vO CM a: rH rH o rH vO r- ^. CM rH Ov Ov CJ cv. 
Cl' fM 01 t̂l víí 03 e*l rH tn <í- e«-. <í'0^ rH 01 rH o* a: m r- < c; Cj r- Cv *o cr;. en rH 
Õ <1 <J C-rH Oj rH CM -í-CM 03 en -q- -4-o CO vC r-4 tn ai sí c- O un 'o> rH > > 
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