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RESUMO

O trabalho desenvolvido nesta tese propde a aplicacdo do método da expansdo em
fungdes hierarquicas elaborado por Zienkiewics e Morgan (1983), para a solucdo das
equacOes de conservacdo da massa (continuidade), conservagdo da quantidade de
movimento (Navier-Stokes) e conservacao da energia, para fluidos compressiveis em duas
dimensGes e em alta velocidade. Esse método consiste no emprego do método de elementos
finitos utilizando a formulacdo Petrov-Galerkin, conhecido como SUPG (“Streamline
Upwind Petrov-Galerkin”), desenvolvido por Brooks e Hughes (1982), aplicado em
conjunto com uma expansdo das variaveis em funcdes hierarquicas. A fim de testar e
validar o método numérico proposto, assim como o programa computacional elaborado,
foram simulados alguns casos conhecidos da literatura. Os casos estudados foram os
seguintes: teste de Continuidade; teste de convergéncia e estabilidade; problema do degrau
de temperatura e problema do choque obliquo, onde o objetivo desse ultimo caso era,
basicamente, verificar a captura da onda de choque pelo método numérico desenvolvido.
Atraves dos casos estudados e em fungdo dos resultados obtidos nas simulagdes realizadas,
conclui-se que o objetivo desse trabalho foi alcancado de maneira satisfatoria, pois os
resultados obtidos com o meétodo desenvolvido nesse trabalho foram qualitativamente e

guantitativamente bons, quando comparados com os resultados teoricos.



ABSTRACT

The Thesis develops a new application for the Hierarchical Function Expansion
Method, proposed by Zienkiewics and Morgan (1983), for the solution of the Navier-
Stokes equations for compressible fluids in two dimensions and in high velocity. This
method is based on the finite elements method using the Petrov-Galerkin formulation,
know as, SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) developed by Brooks and Hughes
(1982), and applied in conjunction with the expansion of the variables into hierarchical
functions. To test and validate the numerical method proposed as well as the computational
program developed some cases whose theoretical solution are known simulated. These
cases are the following: continuity test; stability and convergence test; temperature step
problem; and several oblique shocks. The objective of the last cases is basically to verify
the capture of the shock wave by the method developed. The results obtained in the
simulations of the cases performed with the proposed method were good both qualitatively
and quantitatively when compared with the teorethical solutions. This allows us to

conclude that the objective of this Thesis was satisfactorily reached.



INTRODUCAO

A solucdo de problemas complexos das areas de mecanica dos fluidos e
transferéncia de calor através do uso de técnicas numéricas, conhecida como
“Computational Fluid Dynamics (CFD)”, €, hoje, uma realidade, gracas ao
desenvolvimento de computadores de alta velocidade de processamento e de grande
capacidade de armazenamento de dados. Em funcdo desse avango computacional, o
desenvolvimento de algoritmos para a solucdo de problemas, referentes as mais diversas
areas, tem-se tornado um fato e recebido muita atencdo pelos analistas numéricos, Maliska
(1995). Como exemplo, pode ser citado a solugdo de um escoamento turbulento sobre um
aerofolio, que usando computadores de grande porte na década de 60 consumiria anos de
processamento a um custo de milhdes de dolares. A solugdo do mesmo problema, nos dias
de hoje, utilizando computadores atuais, consumiria apenas alguns minutos de CPU a um

custo de centenas de ddlares.

O trabalho, aqui desenvolvido, propbe a aplicacdo do método da expansdo em
funcBes hierarquicas, elaborado por Zienkiewics e Morgan (1983), para a solucdo das
equacdes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis em duas dimensdes em alta
velocidade. Esse método consiste no emprego do método de elementos finitos utilizando a
formulacdo Petrov-Galerkin em conjunto com uma expansdo das variaveis em funcdes
hierarquicas. A utilizacdo de funcbes de expansao hierarquicas permite alterar o grau do
polinbmio de ajuste das varidveis, como ocorre no método de elementos finitos
convencional. Além disso, 0 método numérico proposto tem a grande vantagem de poder
adaptar o grau do polindbmio até o valor necessario ou desejado, ao inves de usar malhas

extremamente refinadas.

De um modo geral o método cléssico dos residuos ponderados (Galerkin) € utilizado
para obter as equacOes e os coeficientes das funcdes de expansdo. No entanto, observa-se
que em problemas de transporte convectivo-difusivo, com convec¢do predominante, o

método de Galerkin € falho. Assim, normalmente, € utilizada a formulagdo



Petrov-Galerkin, onde as fungdes peso sdo diferentes das funcgdes de expanséo, o que difere

da adotada na formulacdo Galerkin.

A formulacdo Petrov-Galerkin consiste no método conhecido como SUPG
(“Streamline Upwind Petrov-Galerkin’), desenvolvido por Brooks e Hughes (1982).
Nesse método as funcbes peso sdo construidas adicionando-se as funcbes peso da
formulagdo de Galerkin uma perturbacdo que atua somente na direcdo do escoamento.
Segundo Zienkiewicz et al. (1976), este método apresenta estabilidade e precisdo nos

resultados.

O método da expansdo em funcgdes hierdrquicas foi elaborado por Zienkiewiscz e
Morgan (1983), sendo que a sua grande vantagem esta em poder alterar o grau da expansao
sem a necessidade de reiniciar o problema. As funcdes de expansdo sdo formadas por
polinbmios de Legendre, os quais sdo ajustados nos elementos retangulares, de forma a
definir funcdes de canto, de lado e de &rea. A razdo principal de serem utilizados, neste
trabalho, os polindmios de Legendre como base das fungdes de expansdo, ao invés de
funcbes ortogonais do tipo seno, cosseno ou exponencial, € porque um numero menor de
funcbes é exigido quando se usa polinémios. Isso ocorre, pois um polinbmio é mais
complexo do que as outras funcOes e, comparativamente, tem uma maior capacidade de
ajuste. Observa-se que, quanto menor for o nimero de funcgdes utilizadas (necessarias),

mais simples se torna 0 método numérico.

Objetivo do Trabalho

O objetivo deste trabalho € desenvolver um método numérico, baseado no método
dos elementos finitos, que utiliza a formulacdo Petrov-Galerkin (“Streamline Upwind
Petrov-Galerkin” - SUPG ) para a solucdo das equacdes de Navier-Stokes em duas
dimensoes, para fluidos compressiveis em alta velocidade. Nesse método, como proposto
por Zienkiewics e Morgan (1983), a expansdo das variaveis é realizada por funcdes

hierdrquicas.



DESENVOLVIMENTO TEORICO

O método numérico proposto, neste trabalho, consiste em uma aplicacdo do metodo
da expansao em funcdes hierarquicas, para a solucdo de problemas de escoamento em duas
dimensGes, de fluidos compressiveis em alta velocidade. No desenvolvimento deste
trabalho sdo utilizadas as equagOes da continuidade, de conservacdo da quantidade de
movimento, da velocidade maéssica, de estado, de conservacao da energia e da temperatura,
todas em duas dimensoes, direcdes x e z e cujas equacOes sdo mostradas resumidamente a

sequir.

Equacéo da continuidade:

a_p+aﬂ+aﬂ =0 . (1)
ot ox 0z

Equacdes de conservagdo da quantidade de movimento:
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Equacdes das velocidades massicas:
G,=pu,e (4)
G,=pw. ®)
Equacdo de estado:
p-pRT=0. (6)

Equacdo de conservacdo da energia:
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Equacéo da temperatura:

E=pc,T. (8)

Para facilitar a solucdo das equacOes de conservacao e, posteriormente, permitir o
uso de geometrias irregulares, sem grandes modificaces nas equacles, € utilizado um
outro sistema de coordenadas. Nesse novo sistema, as coordenadas séo as variaveis &e n,
cuja correspondéncia com as coordenadas do sistema cartesiano x e z, de cada elemento, é

dada por:

;€ 9)

Az (10)

Observa-se que tanto £ como 7 variam de —1 a 1 em cada elemento i,j. Nota-se que
as coordenadas & e 7 sdo coordenadas locais de cada elemento e que as suas derivadas, em
funcdo das coordenadas cartesianas x e z, sdo obtidas, respectivamente, pela derivacdo das

equacoes (9) e (10), obtendo-se o seguinte:

% _ 2 (11)
ox Ax,,;

on 2

S __ < 12
0z Az; (12)

As variaveis p, u, w, Gy, G, E p e T sdo descritas por uma série de funcbes dentro

de cada um dos elementos i,/ do dominio de discretizagdo, como se segue:



M M

p=> PN, u=>u N, ; w—iw N, =§:

m=1 m=1 m=1 (13)
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onde M é o numero total de fungdes utilizadas na expansdo em série das variaveis, N,, € a

m-ésima funcio de expansdo para o elemento ije p-/ ut/ wt/ G* G EMJ phleTh

xXm>>=zm’
sdo, respectivamente, os coeficientes das variaveis p, u, w, G,, G,, E, p e T,

correspondentes a m-ésima fungdo de expansdo para o elemento i,j da malha. Ressalta-se
que, dependendo do grau da expansdo ou do numero de funcdes de expansdo utilizadas nas
séries, pode-se ajustar a precisdo desejada para a solucao.

A funcdo peso P, segue a formulacdo de Petrov-Galerkin sendo dada, segundo
Hughes e Brooks (1982), por:

At ON At ON
gy Ty 14
m 2 M oox 2 Mooz (14)

P =N
Inicialmente, integra-se e pesa-se 0 conjunto de equacbes de conservacdo e de
estado, equacdes (1) a (8), em cada elemento do dominio computacional. A funcdo peso
utilizada em todos os termos do conjunto de equagbes acima mencionado segue a
formulacdo Petrov-Galerkin, conhecida como formulagdo Petrov-Galerkin consistente. A
partir, dessa manipulagdo matematica, da aproximacao da derivada temporal do conjunto de
equacOes por uma diferenca para tras e ainda da aplicagdo do teorema de Green nas
equacOes de conservacdo da quantidade de movimento, obtém-se, entdo, um conjunto de
equac0es, onde cada equacdo pode ser colocada na forma matricial cuja solucéo apresenta o
campo de velocidades, pressdo e temperatura do fluido, dado pelas equacdes (15) a (22)

descritas abaixo:



Equacdo da continuidade
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para m=1,..., M, (15)

Equacdo de conservacao da quantidade de movimento na direcao x
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Equacdo de conservacdo da quantidade de movimento na direcédo z
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Equacdo da velocidade massica na direcéo x

11 11
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1-1 n=1
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Equacdo de estado

M 11 M M 11
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Equacdo de conservacao da energia
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Equacéo da temperatura

M M 11 M 11
cvanzka‘ PmNnde‘de:zEnJ‘ PmNndé:dn’

n=l k=1 11 n=l 11

param=1,...M. (22)

As funcdes de expansdo hierarquicas utilizadas neste trabalho, para a solugdo das
equacOes de Navier-Stokes, sdo baseadas em polindmios de Legendre, ajustados nos
elementos retangulares de forma conveniente. A associacdo das func¢des de expansdo aos
elementos é feita de forma a definir funcGes de canto, de lado e de &rea. A ordem das
funcOes associadas aos lados e as areas dos elementos é definida de forma a ter o grau
necessario ou desejado. Neste trabalho as funcbes de expansdo estdo preparadas para
utilizar grau 1 até 6. O método de quadratura de Gauss, é utilizado para o calculo das
integrais envolvidas na solugdo das equacdes de conservacdo. Ressalta-se que, embora o
grau das funcbes de expansdo adotadas neste trabalho esteja limitado até 6, nada impede
gue sejam acrescidos graus maiores, para a solucdo de problemas que exijam um maior

detalhamento.

A Figura 1 apresenta um elemento tipico e os parametros hierarquicos associados

com o seus cantos (1,2,3 e 4), lados (L, e L) e areas (4,,).

Elemento (i,j)

Figura 1 - Elemento retangular de duas dimensdes e seus parametros associados.



RESULTADOS

Com o objetivo de aplicar e, consequentemente, analisar 0 método numerico
proposto neste trabalho, foram simulados alguns casos conhecidos da literatura. Esses casos
s80 0s seguintes: teste de consisténcia e estabilidade, problema do degrau de temperatura e
problema do choque obliquo.

A partir da aplicacdo do metodo numérico proposto para a solugédo das equacdes de
conservacao, elaborou-se um programa computacional para simular e poder analisar os
testes e problemas de mecénica dos fluidos, acima citados, denominado PMEFH2D e,

consequentemente, poder validar o método numérico desenvolvido neste trabalho.

O fluido de trabalho utilizado para testar o método numérico desenvolvido foi o ar,

considerando a sua viscosidade x = 2.10”° kg/ms e a sua condutividade térmica k = 2.1072

J/msK, constantes. Quanto a discretizacdo espacial, 0 método numérico desenvolvido neste

trabalho empregou malhas estruturadas constituidas de elementos retangulares.

O primeiro caso realizado consiste na verificagdo da consisténcia e estabilidade do
método numeérico, através da simulacdo de uma onda de choque normal de um escoamento
supersonico. E importante ressaltar que, nesse teste, ndo ha captura da onda de choque, isto
é, a onda de choque reproduzida neste caso € apenas uma reproducdo das condicGes de

contorno do problema.

A figura 2 ilustra 0 dominio computacional, onde a face inferior esquerda contém as
condicdes de contorno que caracterizam a regido 1, anterior ao choque, e a face inferior
direita contém as condic¢Ges de contorno que caracterizam a regido 2, posterior ao choque.
A linha pontilhada representa a linha de choque normal que separa as duas regides.

As condicBes de contorno da regido 1 (anterior ao choque) fornecidas na face

inferior esquerda sdo: temperatura 77 = 300 k; pressao p; = 1 bar; velocidade na diregéo x,



up = 694 m/s (velocidade normal a linha de choque) e velocidade na diregdo z, wy = 0

(velocidade tangencial a linha de choque).

Nz —> Linha de Choque
|
Regido 1 | Regido 2
I
|
I
|
I
|
I
I
I
—> | —> X
U D | [7§] D ' D
uw o wr pr 4 u w2 pr 12

Figura 2 — Dominio computacional (1,2 m x 1,2 m) do teste de convergéncia e estabilidade.

As condicbes de contorno da regido 2 (posterior ao choque) fornecidas na face
inferior direita sdo: temperatura 7, = 506,4 k; presséo p, = 4,2 bar; velocidade na direcéo x,
uy = 260,2 m/s (velocidade normal a linha de chogue) e velocidade na direcédo z, w, = 0

(velocidade tangencial a linha de choque).

Os valores das condigbes de contorno de velocidade, pressdo e temperatura da
regido 2 (regido posterior ao choque) sdo obtidas pelas equac6es de salto, descritas abaixo,
segundo Simdes-Moreira (2002), para efeito de comparacdo com os resultados obtidos

pelo método numérico desenvolvido neste trabalho.

A seguir é mostrado na figura 3, o comportamento da velocidade normal nas regides
1, 2 e interface do escoamento supersénico com choque normal, imposto pelas condi¢des

de contorno.
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Figura 3 — Comportamento da velocidade » (normal ao choque) — malha computacional

com 1600 células.

O segundo caso analisa o problema da difusdo numérica, ou falsa difusdo, que pode
ser criada artificialmente pelo método numérico, através da simulacdo de uma interface de
descontinuidade de temperatura, de um escoamento supersonico, isto €, simula um degrau
de temperatura formado através das condi¢bes de contorno impostas pelo problema. Esse
fato é verificado principalmente em problemas com conveccdo predominante. A figura 4

mostra 0 dominio computacional do problema.

As condicdes de contorno adotadas para o problema, em questdo, estdo descritas a
seguir. As condicBes de contorno da regido 1, dadas pela face esquerda do dominio
computacional, sdo: Temperatura #; = 310 k; presséo p; = 1 bar; velocidade na direcdo do
eixo x, u; = 500 m/s e velocidade na direcdo do eixo z, w; = 500 m/s. As condicdes de
contorno da regido 2, dadas pela face inferior do dominio computacional, sdo: temperatura
T, = 290 k; pressdo p, = 1 bar; velocidade na direcdo do eixo x, u; = 500 m/s e velocidade
na direcdo do eixo z, w, = 500 m/s. Com a finalidade de gerar o degrau de temperatura, a



condicdo de contorno de temperatura da face esquerda é diferente 20° K da condigédo de

contorno de temperatura da face inferior.

Az
o

u, Regiiio 1 //

W //

P //

/
TN /
W //
> 4 Regido 2
u’ // & X
T; D

T? s Wa p:
W‘?TZ:

Figura 4 — Dominio computacional (2,0 m x 2,0 m) do problema do degrau de temperatura.

Para este problema, assume-se as seguintes propriedades para o fluido: fluido
inviscito, isto é, x = 0, e condutividade térmica igual a zero, isto é, k = 0. Com isto, 0s
termos difusivos da equacdo da energia sdo eliminados de forma a ndo existir nenhum tipo

de difuséo.

Nessas condi¢bes de contorno, as componentes do vetor velocidade do fluido de
entrada podem assumir valores distintos. A variacdo das componentes da velocidade tem
por finalidade alterar o angulo com que o vetor velocidade faz com o eixo x (angulo 9) e,
portanto, a diregéo relativa entre a malha e a velocidade do fluido. O caso analisado nesta

secdo tem 4 = 45°.

A seguir é mostrado na figura 5, 0 comportamento da temperatura nas regides 1, 2 e

interface do escoamento supersonico, imposto pelas condi¢des de contorno.
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Figura 5 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 100 células e grau

4 na expansao das variaveis.

O terceiro e Ultimo caso a ser analisado € um escoamento supersénico que incide
obliguamente sobre um corpo (superficie), com formacdo de uma onda de choque obliqua.
Esse caso visa a captura da onda de choque obliqua, reta e colada ao corpo, com solucédo
ndo natural ou forcada (solucdo de choque intenso). O método também foi empregado para
verificar a captura da onda de choque obliqua, reta e colada ao corpo, com solucao natural
(solucdo de choque fraco) e para verificar também a captura da onda de choque obliqua,
curva e deslocada do corpo. Apenas a solugdo de choque intenso € mostrada neste

documento.

Este caso, captura da onda de choque obliqua, reta e colada ao corpo, com solu¢do
ndo natural ou forcada (solucdo de choque intenso), consiste de um escoamento
supersdnico, com namero de Mach da regido 1, (M; = 2,9), incidente sobre um corpo
(superficie) que ocupa 1/3 do contorno inferior. A direcdo do escoamento em relacao a este

corpo forma um angulo ¢ =11,3° figura 6.



Devido a imposicdo da pressdo a jusante do escoamento, regido 2, o angulo de
inclinacdo da onda de chogue formada é maior que no caso da solucdo natural. Portanto,
para M; = 2,9 e 9= 11,3°, segundo Thompson (1972), (tabela de choque obliquo, apéndice
D), tem-se que p, = 9,6 bar e = 85°.
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Figura 6 — Dominio Computacional (1,0 m x 1,0 m) do problema do choque obliquo reto -

solucédo forcada.

A malha computacional empregada é a mesma que a do caso anterior, isto &,

9 células com Ax=Az=0,33m, Ar=10"se grau 2 na expansio das variaveis.

As condi¢cbes de contorno adotadas para esse caso sdo condicOes tipicas de um
escoamento supersonico. Para a obtencdo da solucdo forcada (solugdo de choque intenso),
isto &, além das condicdes de contorno a montante do escoamento (condi¢Bes de contorno
que caracterizam a solucdo natural) também é fornecida a pressdo p, (face esquerda do

dominio computacional) da regido 2, posterior a linha de choque.

O objetivo deste teste € verificar que, mantendo-se as condi¢des de contorno da
regido 1 e adicionando a condi¢do de contorno de pressdo p, da regido 2 (p, = 9,6 bar),

obtém-se um angulo de inclinacdo S da onda de chogque formada nesse escoamento igual a



85°, segundo Thompson (1972). Essas condigGes formam a solugdo forcada (solucéo de

choque intenso) para o problema do choque obliquo.

A seguir é mostrado na figura 7, a captura da onda de choque obliqua, reta e colada
ao corpo, com solucdo ndo natural ou forgada (solucdo de choque intenso).
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Figura 7 — Comportamento da onda de choque — choque obliquo reto (solugdo forgada),

utilizando grau 2 na expansao das variaveis.

CONCLUSAO

Simulagdes de escoamentos supersonicos, incidentes obliquamente sobre um corpo,
foram realizadas para verificar a capacidade do método numérico desenvolvido em simular,
adequadamente, escoamentos de fluidos compressiveis em alta velocidade e de capturar

ondas de choque.

Através da analise feita, em funcdo dos resultados obtidos nas simulacdes
realizadas, pode-se concluir que o objetivo deste trabalho foi alcancado de maneira

satisfatoria, pois os resultados obtidos com o método desenvolvido neste trabalho foram



qualitativamente e quantitativamente bons, quando comparados com os resultados teoricos

encontrados na literatura.
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