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Este trabalho de tese foi realiaado com. o objetivo 

de preencher parte dos requisitos exigidos pelo Dep.de Fisica 

da Faculdade de Filosofia Ciências e Letras da Universidade de 

São Paulo, para a obtenção do grau de "Mestre em Ciências". 

Pode parecer estranho portanto que não se trate de Fisica prg 

priamente.dita e muito menos da Física de fronteira sujeita â 

competição internacional, como são a maior parte das teses a-

apresentadas a este Departamento. Entretanto, acreditamos que 

possa ser considerado Fisica Aplicada e assim satisfatório pa 

ra os fins aos quais se destina. 

Para que se tornasse uma leitura mais agradável o 

trabalho foi dividido em três partes. A primeira paute trata 

dos aspectos matemáticos que serão usados nas duas restantes 

e exemplos de sua aplicação • » • •P«?nó>onos „3'sicos. Ha segunda 

parte*ê apresentada, a explicação de um fenômeno ecológico que 

ocorre em populações de Planorbideos os auais serão apresen

tados no momento oportuno e suas relações com. o Homem serão 

salientadas. Finalmente a terceira parte trata do mecanismo 

de controle que permite as populações de Planorbidios alcançar 

o' etmílibrio estacionário. 

A terceira parte ê um caso particular do aspecto 

mais interessante que os fenômenos biológicos podem, ter para 

Físicos. Realmente, qualquer ser vivo pu agrupamento de seres, 

pode ser considerado, sob algum ponto de vista como uma mãgui 

na que recebe do exterior certas mensagens e ajusta seu compor 

tamento de acorde com estas. 

http://Dep.de


A natureza das mensagens e o mecanismo da resposta dependem muitas 

vezes de fenômenos físicos simples. O estudo destes, alem de ser 

ütil para o entendimento dos fenômenos da vida, pode conter resul

tados interessantes do ponto de vista prático. 
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I - Parte 

1"! - Introdução -

Seja üf w d'-j£ dl uma função real de duas variáveis 

reais t e x o < t < °° c < x < » e que satisfaz outras condições 

que serão enunciadas oportunamente. 

Para fixar idéias, suponhamos por exemplo, que no re 

tângulo de vértices x, x + dl , t e t + estejam ocorrendo,cer -

tos eventos em regime estacionário. Então podemos dizer, que o-nume

ro médio de eventos por unidade de tempo, que ocorrem no retâ&gulo 

de vértices x, x + dl, t e t + seja ST *» <|Jt x dl d %. 

'Mos estamos interessados, para- aplicação posterior , 

no caso em rue IJJ, satisfaz' a uma equação íntegro-diferencial de 

primeira ordem do tipo. 

ax t,i J0 t,x 

onde ̂  e ç são dois números reais maiores que zero e H(x,£) = 

k(i-x) 

Psta equação, ocorre na Fisica, apesar de não muito 

frequentemente, 

Tomemos como primeiro exemplo da ocorrência desta 

equação, um exemplo de Fisica Experimental, Considere um feixe de 

raios X, atravessando certo material tomemo™ ermo eixo dos x, a dire 

cão do ''feixe. . 

Ceja então * dXdx o número de fetor's çae podem 

ser encontrados entre XeX + dx„ 

Portanto o número de raios x. encontráveis entre 
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O numero de raios x c*n- *> entre x + dx e x+dx+d ê por

tanto 

<U d a 
ti.', X -f GX 

A diferencei entre estas «»< 

% x + d x d;:- â x-«, cUdx 

• , X 

è igual ao número de araios i • • *m ^ 1 v i, 

dí. dx dX 

ondeia1- e o coeficiente de absoy-oilo do material n mais o número de; 

raios x, que tinham comprimento de onda menor e. que por espalhamento 

passaram a ter um comprimento de onda maior. 

Fe t( X,X ) dx é a probB.Mlidõde por u?̂  idade de comprimento, 

de. um foton tendo comprimento de onda A ser espalhado de modo a 

ter um comprimento de onda entre x e x + dx , este acréscimo ê 

O "' O , X 

Igualando e passando ao limite, nos teremos 

O Prob;» .TM. o i » •« . 1 n*. do físico teõ 

rice c põe 11 <• - , - ^ í - . a ! s e não resolver 

este nrob 1 ema em esnec ia. 1 „ 

Tomemos como s 1. , ¡1 o--lema de Fisica aplicada, 

abusivamente simplificado» uV$£& 

Suponhamos que no fruído tftagfa rio, T-OS tenhamos posto entre os 

tempos t~ o e t*= d" » e entro o--; pontos d.c .ibelssa £< e + d A 

f í>d di dx 

pedregulhoe, todos contendo «ma. mesma quantidade m, de substancia ra 

• i - l 
dioativa, com constante de desintegração id ,| El = T 
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Seja agora \\> cl̂  di a quantidade de substância radioati 
"Cf x ~° 

va que se pode encontrar entre x e x + d£ entre os tempos t e t + 

dr 

Então num intervalo de. tempo 3t,^ t x d£ dx diminue por 

dois motivos. 

Primeiro, uma quantidade KXiK di dx3t de substância radio 

ativa se desintegrou. 

Segundo, uma quantidade aé d £dx 3t de substância radio 

ativa foi arrastada. 

Como os dois acontecimentos, ser arrastado e se desinte-

grar são independentes, o decréscimo total é 

- K ( X+a - Xa.)iK d£ dx3t. 

Entretanto iK d£ dx também aumenta, em virtude de terem 

chegado â região £e i + dst , substância radioativa vinda de regiões 

â iuaanfee de £ 

Seja então k.(£) d£ , a probabilidade de um arrasto começa 

em X terminar entre X +£ e X +£ +d£ 

Supondo desprezível o tempo gasto em qualquer arrasto, nós 

temos que o acréscimo em questão e: 

K(a- Xa 

'o 
* ( * t,x 

k(x) d£. dx dx 3 t 

£-X 

e portanto 

Í£ „ 

*t",x V U ~ X > ^ 

Esta ecuacão deve ser resolvida, sujeita ã condição é 0 -
 m (*0 

1-2- Nós queremos mostrar que o problema de achar a função t que 

satisfaça a equação 

!!t f£ = „ M + ç J k ( *-x> ^ t . x d x ^ > o 

e que para t=o se reduza a uma função dada. 
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é bem posto.Isto significa que o problema admite apenas uma solu

ção. 

Precisamos de algumas definições. ' 

Definição I - Seja f(x) uma função real de variável real 

o :x < 0 0 e suponha f(x) seccionalmente continua. Diz-se que f(x) 

e de ordem exponencial se existe um número real ̂  -p§s> tal que exis

ta a integral imprópria. 

f = l ê * a o x f (x) dx. 

a

c ê chamada de alcissa de convergência. 

Definição 2- Seja S uma variável complexa. Se f(x) é de ordem expo

nencial então. 

r 
f (s) = A e s x f(x)dx. 

Jo 

define uma função f (s) , analítica no semiplano T{S= cr + in|a>çp . 

f (s) é chamada Transformada de Laplace de f(x) ê escrita 

L {f(x)}= f (s) 
( D ' (2) 

'•trl e "'ti

ções da equação e que satisfaça ã condição de contorno 

Suponhamos agora que 0

 e „ sejam duas solu-

í .e 

ikl = (2) = y ? U ) . 

. v O , £ • O-jil 

•Neste caso. consideremos a função A. „ 
t, £ 

A - I ( 1 ) ~ . ( 2 ) 

V * ~ * t,£ +t,l 

Obviamente , 
A_ „ =o 

e 
9 A „ 

- + ç 
9t ' t,£ 

k(£-x) A dx 
t, x 

o 

Suponhamos agora que ^ t,£ e ^ t,£ continuas para tg 

do £ pertencente a o £ £ < °° ê de ordem exponencial. 

Portanto £ ® continua para todo£pertencente a o< £ < °° 



Loao a, „ admite transformada de Laplace. 

L { A t , * , } = hfr <f 5 S t A t , « d t 

Ê fácil ver mie, como A é continua por hipótese para todo 

i pertencente a o$l$<*< 

T 3 A t o " 
J-J { rJLi.) = q A - A =SA „ 

1 3t ' - s,£ O f í

 fls,£ 

e oortanto L { A. .} obedece â ec.integral. 
• t , l 

( a + > ) Â s ^ _ ç J* K (£-x) Ã ^ x d x = O 

Esta ê uma equação integral de Volterra 

Cuja única solução ê ' ,= O, se o "Kernel" for bounded" 
s, * -

(Morse-1953) 

F portanto, pelo teorema d.e Learch -.à i rima função nula i.é, 

é diferente de zero apenas' em um número finito de pontos para to

do in. ter vai f inito [t-, ,t 7] 

(1) (2) 
Logo i> = i> a menos de uma função^ nula. 

Notemos que em todos os exemplos apresentados o *Fernel" é 

bounded, nela sua proôria interpretação. 
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2.1-Introdução 

Fsta parte trata de ura aspecto da ecologia, dos hospe

deiros intermediarios da doença Schistosomose tlansônica» certos 'ta 

ramujos" da família dos Pianorbidae. 

Como esta doença é muito difundida no Brasil (cerca de C.000.000 de 

pessoas infectadas- Pelegrino 1.968) julgamos que tenha importância. 

A maioria, dos autores brasileiros (P.Pessoa 1963) admi 

te ene existe no Brasil apenas um gênero entre os planorbideos hospe 

doires da fchi -^e^mose üansônica, o gênero Diomphalaria. 

0 cruadro abaixo, mostra as diversas espécies deste gê

nero, oue são distinguidas principalmente pelo tamanho das "conchas" 

que os animais podem atingir [B.Pessoa 1963 ) 

p O p p p T p DI&ÍETRO LIÃXIMO (Mili: 

B. Glabatus 
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A.B.Coutinho e colaboradores mostraram (A.B.Coutinho et a1-1957) oue; 

pelo menos entre os Planorbideos de diversas lagoas de Pernambuco , 

cujas populações estavam em eouilibrio estacionari<~', nao havia dife 

roncas morfológicas ou genéticas oue justif1 cassem a classificarão 

dos mesmos em espécies separadas. A única diferença, observa-' a entre 

os Planorbideos dos diversos "habitats", sera apenas que., eles 

alcançavam nos diversos lugares, tamanhos máximos diferentes. 

Posteriormente {A. B.Cor.tinho et al~19Cl e 1960) mos-

•íTprsn caio s var1 pcao nos tamanhos máximos media ser expiica.da mela 



variação da taxa de infecção por miracideos do Schistosomose Manso-

nico nas populações, tratando-se portanto de um efeito puramente 

ecológico. 

A finalidade desta parte do. trabalho é mostrar gue o para 

metro Diâmetro Máximo da Concha, cue ê atingido pelos Planorbideos 

e fortemente influenciado por outras condições ecológicas, não po

dendo portanto ser usado como base de uma classificação nem como in 

dicio ou prova da existência, de diversas espécies de Planorbideos 

do género Eiomphalaria. 

2.2- Aspectos Experimentais. 

Suponha uma população de Planorbideos e admitamos que es

ta população esteja cm equilíbrio estacionário, i.ê, uma população 

onde o número de individues entre duas idades arbitrárias não varie 

com o tempo. Pode-se então definir uma grandeza, Diâmetro Máximo Me 

dio (Dmax) como sendo a média aritmética dos maiores diâmetros em 

contrados em várias amostras da população. 

A observação de que nas populações de Planorbideos que vi 

vem em. riachos de descarga apreciavelmente rápidas o Dmaxi cresce 

ã medida que se caminha da fonte para a fõz, constituo o efeito que 

vamos estudar. 

Este fenômeno, foi descoberto por G.Dobovolny em 1952 em 

riachos do estado de Pernambuco. 

2.3- Interpretação 

Os planorbideos do gênero Eiomphalaria têm uma caracteris 

tica não muito incomum no reino animal, a saber crescem enquanto es 

tão vivos. 



-1B/?D£ EM BifíS 

A figura acima mostra uma curva média de crescimento de 

uma amostra de 33 exemplares, provenientes de uma única postura de 

um plánorbideo. (F.S.Barbosa-1961) 

Como se pode observar, o diâmetro da "concha" ê uma função simples 

da idade do animal. 

0 diâmetro máximo médio, de uma população é f portanto uma medida da 

idade máxima que pode ser atingida a população. 

Ê razoável, portanto, atribuir a existência do efeito a uma deforma

ção da pirâmide etária, de tal'modo que a probabilidade de atingir 

idades grandes aumente ã medida que se caminha da fonte para a foz. 

do Riacho. A primeira hipótese que se pode fazer, de que a taxa de 

infecção aumente, quando se passa da fonte para a foz, não resiste 

à verificação experimental (A.B.Coutinho etal-1963). 

Como veremos abaixo, o arrasto ocasional de animais peia correnteza 

ê suficiente para fazer aparecer uma tal deformação da Pirâmide etã 

ria. 

Os planorbideos vivem nas margens dos riachos, agarrados 

no fundo e vêm periodicamente ã superficie para respirar. Nestas 

vindas â superficie ê que o caramujo pode ser ocasionalmente arras

tado, apesar da ãgua próxima is margens ser praticamente parada. 



2,4 - Formulação Analít.xca, 

Consideremos a figura abaixo, onde f c 'uma abcissa curvi 

línea tragada ao longo do caaal ou ri acha-. 

Sejam. II, /> Ura os sobrevxverrcos < -o t, dos organismos 
c > À. 

nascidos entre. t=o e t= At entr< • >s de abcissa, J -o ej 

e que habitam o mesm.o trecho do can - 1 . 

Consideremos '\. • * « - f . Então, M. - d t são 

os sobreviventes em um tempo t dos organismos nascidos entre t=o 

e t=di entie os pontos Jl. -o e*Jt e que ainda 'vivem, no mesmo trecho-

de canal. 

Consideremos a d t , * '* . o j . Então 

C, f d^c* ' c o número de or .j> > .1 t • > «>« •» \ o- no tempo t en~ 

tre as Tinrt^s e ,í+ d/ dos ano nasceram entre t e t+d ' entre os 

pontos j| =0 e J?. 

Fm um intervalo de tempo olementar ?, t , 0 h | ãjã-u di-

minue 1 *• 

Lidade x (tjf) de 

adquiri 1 r 1ac • ' , .s • ' m rirostas 

de .mor» * < ' - • t • "d. de 

cresce de., 

' ; - • .do oi o. - . ' a ft , •" . < •> ani

mai ser arrastado. : s > • .-.o. 



Como ser arrastado e adcmirir doença são dois eventos in

dependentes , a probabilidade de acontecer ambas as coisas ê a (t,./) 

A{t/J) . Portanto o decréscimo total e 

-k|a (t,/}.+a(t,jf) * À ( t J ) ^{tflf)|ct Jd|di3t 

Por outro lado, existem animais que chegam â região entre 

J? e yf + dyf , provenientes de regiões â jusante de yf do canal. 

Para levar em conta isto, precisamos de mais algumas definições. 

Seja P(t,X,jP ) a probabilidade de um animal tendo sido 

arrastado em um tempo t de um ponto X do canal, vir a encalhar 

em. um ponto entre X e X+ 

Logo 

9P (t,x,Jf) cij? é a probabilidade do arrasto termi

nar entre x+ J e x+ J1 + âj( . 

Supondo desprezivel o tempo gasto durante o arrasto (ve

locidade muito grande) em relação â vida do animal, o número de ani

mais que se adcionam em um intervalo de tempo 3t a C. dydr proveta , 

.nlentes de regiões a jusante dejf e 

Kí( nff.y] - X(t.x) a f f . v ^ 1 3l*(t,X,£) { djdt drd't \ _ v*';Ka(t,x) - *(t,x) a(t,x)J 
!_ f X 

"'O 

Suponhamos agora um canal ideal para o qual a(t,x)=a ? (t,X,Jp=.P (J) 

e suponhamoa também. X (t,x)=X 

Suposto isto, podemos escrever. 

(i { \ 
dfdxdySt 

i s to e 

3 C 
t M = - K(X+a- Xa) C t jj + E(a-Xa) | C t 

ciPJLÜ 
dt 

dx. 
3t , 

)o ç= 

que é a equação integro diferencial que passamos a resolver 
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Façamos algumas hipóteses 

•OX 
a)Suponha que C. „ seja tal fnn ) e C. - dx- • exista qualquer 

crue sê j a o >o 
00 

b) Como P(x) é tal .crue P (»)=! e P(o) = o então J ggi*} dx=l 
° dx 

- ww. e c|e o r ( 3 e n exponencial-.' 
dx -

Suponha crue a ebcissa de convergência de ' seja negativa. 

Tomemos agora a transformada de•Laplace da ecraaeão ^ 

n

 e ' H ± = - K(X+a-Xa) J 5 s £c. .d£+K(a-Xa)} e s l d ct,x d t o , o 

dP(ç) 
dx 

Ç = £-X 
dç 

Logo usando, o • Teorema da C^nvolução (Smith '1966) 

•si: c (t,s) = - K(X+a-Xa) c (t,s) + K(a-*a) c (t,s) f (s) (2.^. 

onde ï > ) - J dP(x> d x '. f gsx d p ( x ) . 
o dx o 

A eouacãf (2.4.1), admite como solução 

C (t,s)- c(e,s) exp{ -K (X+,.-Xa)t + K(a-X a) f (s) t} 

onde 

O 

A solução formal do problema ê portanto, 

~K(X+a-xa)t f Y
+ i o ° 

r - e l e S £ C exnÍK(a-Xa)f (s)t} ds» 
J . o,s -> ' t, £ 2 7 T Í _ . 

y—X 0 0 

onde Y Õ o ponto de intersecção com o eixo dos xs, do plano 

•T (x+íy) de uma reta paralela ao eixo imacrinário e que fica ã di

reita das sinqularidades de C expí K(a-Xa)f (s)t^ 
o, s 

Nos pontos onde f (s) ê singular, exp -£k (a- Xa) f (s)t) . 

tem uma singularidade essencial e portanto, a integral anterior 

não é em geral fácil de calcular. 

Podemos entretanto considerar o comportamento assintótico e isto é 

suficiente para os nossos propósitos. 



2 * -1 Comportamento Ar= sintÕtico. 

Usaremos os seguintes resultados. 

Se q(s) = L {f (t) } então 

A) liirt sg(s) corresponde a lira f (t) 
S -»-oo t~*"C 

B) lira,, s g (s) corresponde a lim f (t) , Se sg(s) for analitica 

no eixo imaginário e na metade direita do plano complexo. 

Ora, 

C, = C exp r~K(A+a-Xa)t)exp ' K(a-Xa)f(s)t) 
r., s o, s 

então 

l i m S C. = exp(-K(X+a-Xa)t)lim sC_ ^fxp (K(a-Xa)f(s)t; 
Q -5-00 t,S G - v o o °l 

e como quando S-»-00 f (s ).-*> o temos 

« exp (~K(X+a-Xa) t) lim S C~ exp ( K(a-Xa) tf (s)) = 

= e x D (-K (X+a-Xa) t) lim s C crue corresponde 
C-J-oo . 0,S 

lim Ct a- C a exp (-K( X+a-Xa) t) 

por outro lado 

lim SC. =exp (-K( X+a-Xa) t) lim S C ' explK(a-Xa) tf (s)) 

e como lim f (s) = 1 
' S->-o 

lim S C 0 4xp (K(a-Xa) f (s)t = ^xp (K (a-Xa) t) lim S C" Q^ S -

S-*o S->ô 

logo j-irn C,. u =S;.-xp(-KX)t jLim C 
•>00 

Suponhamos agora que entre t=o e t= dt tenham nascidos C Q jdi ani-

xm n =s:.;xp ̂ -í\a , x: xxm o. 

•*oo f -voo ° ' - , 

mais por unidade de comprimento do canal. 

Então C-t ̂ pdtdjP são os que sobrevivem num tempo t entre os 

pontos Jr e j +d J(do canal 

* C t Ody? dx; 
a(t,j?)- — ^ ê a probabilidade de um dos animais es-

colhidos ao acaso no intervalo de tempo entre t=o e t=di e entre 
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s.OQ: 
logo t (O) = 

c k( >.+<.-- Aa) 

Como vemos t (o) < t («>) o nortanto na foz os animais nascidos 
c o 

erttre t= o t = dx têm a oportunidade de alcançar tamanhos de con 

cha. maiores. 

2-6- Exemplo. 

Suponhamos que P(x) =1 -e ^ notemos que P (o) = o e P(°°)=l 

Derivando vem. 

_ dp_(x_)__ _ - P X . 
dx P 

Suponhamos , também mia C „ = C independente de 5- . 

Portanto 
c 

3 ) C ^ r. ' 
o, r 

/°° - s x _ . p f " - ( ' t t S Y * 

''O o 

_ L p 

p + S 

Temos então 

p 
„ = _£_. exp (- K( X+a- Xa)t) exp E( a- Xa)t 

chamando 
K(a-- Xa)t p= 7,. 

os pontos £= o e£ ser encontrado no tempo t entre l efc + djt . 

a(t,£ ) decresce com o tempo t. Seja então a c , um valor de 

a (t, i) correspondente a t (£) tão pequeno que consideramos como 

desprezivel a probabilidade de encontrar animais em. um tempo t> t 

Como vimos 

C = lim C = C exp (-K %) t logo. 

°ret <r-

t e ( -) . i ^ 

e C^ ^ = lim C. = C «xm - K (x + a- xa) t. 
t,o ^ t,£ 0,0 * -



As manipulações formais que seguem./ serão justificadas depois pele 

resultado. 

Desenvolvendo em série, temos 

- -S(X+a-Xa)t 
C. = C e 
t,s 

1 + A_ + 1 
a+s TTi iPt cOJL 

= C e K(X + a-Xa)t 

•K( A+a-Aa) t 

1 + 

L Qo 

= C e 

r\=o 

Aplicando a fórmula da Inversão 

-K. (X+a-Xa) t 

s(p+ s) 

, n 
2 
n ! 

+ 1. • * o + 
2| S TP + * S T ' 

s(p+ s) 1* 

e 

v+i°° OT 

2.iTi J _ n=o "n~í s~(P+~s) 
y-l»' 

onde Y fica ã direita das singularidades de 

n 

> n 

.n! 
n=o 

s'(p + s) •n 

Integrando termo a termo 
0 0 

-K(X+a-Xa)t 

Y + Í c 

c. C e 

n=o 
2ttÍ 

e 

y-r0» 

S V r> 

n. i s (P+s J r 

e portanto 

= C e 

-K (X+a-Xa) t 
y+i<» 

e 

co 

y-X 0 0 

s Z_ n f 2^1 I s(P+s)Tl-
n=l ' y— j_oo 

dós devemos então calcular as duas integrais da formula anterior, 

'crue são da forma 
Y +i° 

e s ^ f(s)ds. 
_̂Y ~r°° 

Estas integrais são calculadas, considerando o contorno ilustrac 

n a f i g ur a ab ai xo. 
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Ora 

2 
2V.Ï 

1 i 

y 

y y tir 

Y-ÍT 

/ Y+í« 
si 

f (s)ds = Lim 1 
T-voo 2iri 

. Y-i 0 0 

Como,, da figura T 

^Y+ i°° 

,Y+1T 

"é'~' 'f fs)d."; V'or''tTefinioao 

Y~iT 

•Y' 

2 ir i isl f (s) = lim 

'y — loo 

= lim 1 Q e S e f (s) de 

X • • 
2ttí 

Y + iT 

2ttí* ) y - iT 

1 

f(s) e s ¿ ds = 

e s £ f(s) ds 
2ni 

onde C ê o contorno completo e 'p é o arco de circulo, na figu

ra anterior. 

Ê possível mostrar, gue o Teorema que segue ê verdadeiro (Apoltol-

1960). 

Teorema;. - Se existem constantes M> o |t> e b > o tais que em P 

(onde s= K 6 i e

 } 

•• jf(s)-' 

R k 
para tod o IR > b ente então a integral 

lim ( e S £ f (s)ds = o 

Logo nós podemos escrever. 

/ y-f ±oo 

y y- i» 

e s S' f (s)ds = lim eSSi f (s) ds, 

e aplicando o Teorema de Cauchy. 



y-x 

;spf(s)ds=. 2ttí^. (Residuos de e
sf (s) nos rolos de f (s)^ 

Voltando para o nosso caso nos vemos que temos mie calcular. 

a)1 

Y + i 00 

0 
e 3 ^ ds 

y 1 0 0 

Y r'.°° s/? 
e ds 

s (p+s)n h) 

cia formula (2.6.1). 

a) A. primeira integral 
^Y+l 0 0 „ 

— - d i d s = 

2 7T T J . <-" «y_ j 0 0 

iSJ? Res j e° 
3 

Como e s/= 1 + sjj + (sjj)£" + 

em "-o 

2fe 

2 I 

e portanto 

le-ne 

i 
TWi" 

Y + I . 

tes — em s=o 

— cs = 1.... (2.6.2) 

h) A segunda integral 

. n ds = p. et 'i 
, r i \ . s(s+ p) 

y-T .00 

b-1) Para calcular Res 

4 em s=o 
s (s+p)¿-

+ tes em 
s(s+p) "n 

e em s=o 
L s(s+p)^. 

tem um polo- simples em s=o 

Logo. 

notemos oue e 
s (s+ 
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Substituindo (2.6.4) e (2.6.5) en (2.6.3) / 

I e ds = 1 

2ttí J y~í°° s(s+p) r

 p

n 

n-1 

(2.6.6) 

F, substituindo (2.6.2) e (2.6.6) em 2.6.1 

+ « n( ! II ín--1 

Potemos, eue a solução encontrada. 

c, - c i À a ) t /l + X 
t,£ _ 1 n=l n 

+ (p&) 
(n-i: 

tem os serruint.es casos limites, 

i "~ P £ /1 . P ? " J . 

(n-l)l 

ouando £=o 

C. = C e 
t,o 

p'(X+a-Aá) t 

Cuando 2 . = ° ° 

C . c g r > ( » « - » « ) t / 1 + | _ 

t ;« I n= 1 

- C feK(A+a-Aa)t | eS/p I „. 

C e. -K(A+a-Aa)t ^ K(a-X a)t 
e 

1 > 
n"t" 

= C e. 
KAt. 

de acordo com nossos resultados anteriores 

2.7.- Verificação do Exemplo. 

Consideremos a solução encontrada. 

C - c S *<*•«-*«>* d + 1 , 2 1 - 1 . 
n=l n nv ^ 

l-e (1+ -p-| T • • * ̂  
-1 

( e * ) n 

(ñ-KL)l' 

Temos oue verificar 

a) Oue C, satisfaz a eauacão 

3C 
t¿L_ = " K ( A + a ~ A a ) c. „ + R(a-dXa) 

-'O 

c dP ( C) dx 

b) Que Ç t ^ se reduz para t=o ã função C^ f . Isto ê temos oue veri 

ficar- se C satisfaz a -condição de contorno. 0+. í satisfaz real-

mente a condição de contorno pois mara t=o , como £=K(a- X a)tp 

http://serruint.es


¿ y 

C „--C. o, £ co 

A serie 1 + ¿L- ~-
n=l pn n¡ i... 

-p£ 

^ 1J (n-lT{ ; 

n-3 l 
p £ (] + (P i) +.. , + jp£). " "Jé menor eue 1 

Tl (n-l)í 

para cada % > o ë uma serie de potencias de t, visto que Z 

= J( (a- Xa)t p. Como £l- ê 

para todo £>o e todo n, a serie ë convergente para todo t > o. 

Portanto a serie de potencias em questão pode ser derivada, termo 

a termo. 

Por outro lado, para cada t > o, como 

\ 

M J d + % 
l + . . .+ (p £) 

n~l 

(n-l)t 
é* menor crue 1 nos podemos ¿«pli 

car o "Weirtrass M test" nara mostrar que 
pn 

1 

íl~ e p" íí + p£ + + ( p £ ) n 1 ë uniformemente convergente para to 
1 ir T [ (n-ZJ)l ) 

do£>o e portanto pode ser integrada termo a termo. 

3c. 
t, i termo a 

termo nôs chegamos fãciI/WWUF• ''^ seguinte identidade. 

Fufostituindo C. na ecuacao e derivando 
t,£ 

T.„n tn-l i _ opífi+ a* + ....+ íal)n"~ls\\ = 

1! (n-1) I 

n=l n i -L e 1 
n- p (£ -xO 

dx 

onde b= "À% a- Xa) 

Para mostrar míe ela ë verdadeira, basta integrar o segundo 

membro termo a termo. Nos temos entao 

.1 + 
n=l 

^ - P : 

ny 
i + (ef 

•-i \ 
C n - D ! J 

U-x) . 
dx. 

4 
, , "P £ px. 
b } p e. e 

(bt) n 

"n l 

n=l n i 
£ 

i P^ px .. 
o e 

. . .p£ pX 
p e e 

1 4- PíE + (£2L> 
(n-Í)l 

p£ , 
p e ax 

Mas 

J 

fl ' 
'~P* p x , , - P £ 

p e e dx = b e' 
o 

^ —i 

e p ? - ,1 

b ¿__ ibtl n 

=1 n 

.... o £ 
e' e 

P"fiv = p (bt)j 
n=l " h> 

P £ 

e 

o 

p"'£ 

o 



n=l ni 
d x = 

= — V) 
n=l 

(bt) n 

n|" 
e p j p £ + + ( p Q -

n ! 
» 

) 
e portanto, o segundo membro fica. 

f e p ^ l) e

b t - h Z_SPt)n 5P*[P£ +.... + i ^ j ; = 

, - p £ 
= b e 

n=l n 

co 
, bt , ~ P ¿ bt , T * „ «<n = be - be e - b ¿/_ (bt) n 

n=l n I 

= b (bt) n 

n=o ~ n 1 * 

f 

\ 1 + n=l 

IPlin 

n i 

- b ê 
p £ 

n=o 

e p ̂  lp£ +. . .. + 

n 

n S 

ni n=l " ñ~f ^ ni J 

smn - ê p tfi + A -
nji k n _ 1 

ni, J n-1 — T / p £ + . 

= b fl-õ p £ 1 lbtln > - e ~ p £ ~ê p £ í p £ + . 
^ n-1 n l ' 

• + ( P
 £4 

ni 

r, i ̂  

= b 1-e + 
n á i i ^ i n (i- f i + + + • M i n ) N 

ni ^ c o i 1! n t e J 
_n£ * ,ui.ínrl(', - D £ ¡d . oí* 

(n-1) 1 )> 

p £ ¡d . p £ 
e L 1 + + . + 

= b 
n=l (n-l)f ^ L 6 ^ 1 ~" 

. , + . . . + i£il , 
1 ! (n-Df ;J 

que ê igual ao primeiro membro, 



3.1 - Introdução. 

Na segunda parte, nós deixamos de tratar vau aspec

to importante do problema, de saber como a população atinge o equi 

librio estacionário. 

Para ver claramente a natureza dos problemas envol

vidos quando se tenta considerar os mecanismos pelos quais as popu

lações atingem o equilíbrio estacionário, consideraremos primeira

mente um problema mais simples. 

Suponha um certo "habitat" onde vive uma certa po

pulação. Suponha aue no - instante t=o, existam í! 5ndividuos e que 
o 

a população não esteja em equilíbrio estacionário. Seja portanto 

F4_ o número de indivíduos no tempo t. 

Suponha também, que as condições climáticas, a quan 

tidade de alimento produzida por unidade de tempo, o número de ini

migos naturais e qualquer outro fator externo, permaneçam constan 

tes ao longo do tempo. 

Seja g o " birth rate per head" e KA a mortalida

de por unidade de tempo e por cabeça, Portanto, em um intervalo de 
tempo entre t e t + dt, nascem a N, dt indivíduos e morrem 

•* — t 

Kxr, dt individaos. t 

fi fácil ver que se g e %\ são admitidos constantes 

a população não alcança o equilíbrio estacionário, excepto -£P>^ U ü^ t-

r*-.:-.' cç—yx,. <--»' ' r '\-, > nt , i" ~ ataria, em oraailihrio estaca 

narro no tempo , r » 

d N t = gl~dt - XAIIdt (.1 



Se g> KA N f c cresce exponencialmente. 

Se g< FA N f c decrece exponencialmente» 

Como o meio externo foi admitido constante, isto significa que 

nos nao podemos admitir que S'>. -a g sejaVsimultaneamente indepen

dentes de N. Isto ê nós temos que incluir uma não linearidade na 

equação (1). 

Posto desta forma, (1) podemos imaginar varios mecanismos de 

controle capazes de conduzir a população ao equilibrio estaciona

rio, todos teoricamente v ,"t - í -:i nrincipio. 

i) A população alcança o equilibrio estacionario porque o • "Birth 

rate per head" g , diminui guando H t alimenta, enquanto F.A permanece 

constante. Para simplificar -a linguagem nós diremos simplesmente 

que a população alcança o equilibrio por ajuste do g. 

ii) A.população alcança o equilibrio estacionario, porque a m^rta 

lidade por .unidade de tempo e por cabeça, aumenta quando 11̂  aumenta 

c r n u a r ^ permanece constante. Para simplificar, a população alean 

re ' .-< ' Liibrio estacionario por ajuste de KA. 

iii) A população alcança o equilibrio estacionario, porque guando 

H f c aumenta, tanto g diminui quanto- F.A aumenta. 

Diremos que a população alcança o equilibrio por ajuste de 

ambos KA e g. 

naturalmente, o mecanismo que acontece realmente, dificilmen

te pode ser descoberto ñor reflexão pura e deve portanto em cada 

caso ser submetido a. experimentação» (Alcains exornólos interessan

tes de experimentação em ratos pode^ser visto em. RfCS - 1967) 

0 mais antigo mecanismo de controle proposto (Verlhust 1035 e 

Volterra 1920) é supor que: 

i) A população não tem meios de controlar g. 

ii) Os individuos desta população entram em. competição entre si 

e. apenas os mais aptos, conseguem sobreviver. Desta comneticão 



resulta, que KX aumenta quando N t aumenta e isto produz a não li

nearidade desejada. 

Notemos de passagem que dizer que os individuos competem entre si 

envolve um número muito grande de mecanismos possíveis. Por exem

plo 

ii-a) Luta entre individuos 

ii-b) Corrida em busca de alimento de modo oue só os mais age 

ou fortes são capases de se alimentar, 

ii-c) Ambas as alternativas. 

Qualquer que seja o mecanismo particular, ê admitido que 

X= X (M) isto e, a mortalidade e. função do numero de individuos 

podemos então escrever. 

?lt „ q N t - KA ( U t ) N t 

d.t 

Desenvolvendo 

KX(N t) = K X 0 + E ~- m 

dX 1 N + 1 K ôfi^.S - 2 + . . . . 

=o 2 d„2 > IT=o 

e supondo oue 

EX = K A 0 + I-A1,W 

é aproximação suficiente, temos, 

dt 

Cuja solução é: 

IT 

-= ~ (g - KA )II - KX, ,. N 2 =c IT - y n 2 

I ( l - " X •) i e t + i 

Entretanto, esta solução padece de alguns defeitos, 

i) Depende de dois paramentros que devem ser determinados experi 

mentalmente e e .j r e que não tem relação clara nem com a espécie 

em consideração nem com o habitat onde a espécie vive. 



ii) Descreve a população apenas segundo o aspecto de numero total 

de individues. Isto resulta em perda de informação, pois por exem

plo, se se considerasse além do numero total de animais, sua distri 

buicão pelas idades, isto viria a elucidar o processo competitivo 

envolvido. 

iii) Experimentos modernos, mostram que, o mecanismo de controle de 

pende da espécie considerada e do habitat e portanto a solução aci

ma não ê satisfatória (BSCS- 1967) 

3.2- Relação entre o Problema da Parto T e o atual. 

O problema resolvido na Parte II foi calcular o número de sg 

breviventes C. dl d T no tempo t entre ia 9, + ât dos plahorbideos 

nascidos entre t*= o e t=dt entre os pontos o e£ do canal, 

\ C d T cU. 

) 0 0,£ 

0 problema que nos -'.queremos resolver entretanto ê o proble

ma de encontrar na população de Planorbideos do canal, em equilíbrio 

estacionário o numero de indivíduos com idade entre T e T + dT e 

entre os pontos ?- e + d& . 

Seja então <|> ( £, T)dT dJ< , o número de individues com. idade 

entre" T e T + dl que existem entre £ e *< + âi em um canal, de uma po

pulação de planorbideos em equilíbrio estacionário. 

Nos mostraremos na segunda, parte, que se nós conhecermos o nu 

mero de organismos que nascem por unidade de tempo e por unidade de 

comprimento do canal em cada ponto do canal r <t> , então nos podemos 
o , * 

calcular <f»(T, £ ) . 

Se nós supusermos oue C » é' o número de animais ruo nascem 

por unidade de tempo, por unidade de comprimento do canal quando a 

população está em equilíbrio estacionário, nós temos obviamente 

C t = = T > da (dt -dT) « í!T,í.) dT dfc . 



A igualdade anterior, implica em que, a destribuicao de idade ao 

longo do canal, obdece â eauacão. 

A, 

MliAl = _ k( A +a- A a) 4» (T,£ ) + K (a-A a) U (T,x) 
3T y o , de ! a " 

Com. a condição de contorno 

tf> (:í-'C?;í) = c „ (a ser dado). 

Nos sabemos da discussão da primeira parte, que dado um C nós 

podemos achar uma única <J> (T, ) . Nosso problema portanto ê . 

crual o C_ „ oue produz o ecruilibrio estacionario. 

Entretanto, a equação integro diferencial acima, foi deduzi

da supondokA e a.constantes e é uma eauacão linear. Isto nos tras 

problemas, como veremos a seguir. 

Realmente, um pouco de reflexão, nos mostra que o número de 

animais que nascem entre i e H d í do canal deve estar relacionado 

com o número de animais mie existem entre £ e £ + d£ e.cue chamare

mos N(£) por meio de 

4» ( o, £)d£ = gN (£) d£ onde g é* o "birth rate 

per head" definido anteriormente. 

Entretanto N ( £) = * (T, í )dT e portanto, integrando a eguacao 
Jo 

integro-diferencial, 

J°° ^-t-1- dT = -K(A+a- Aa) j 4,(T,£)dT + K(a-xa)^ i o 4><T,x)dT 

dP (i) dx 
dç ç 

ç=£-x 

e como fisicamente <$> (°° ,£) — O £ 

(o, £) = -K (A+a-Aa) N (£)+p(a- a*)J N(X) ^~Ji/j d: 

ç ~£-x 

Esta equação, nos diz apenas, que em equilibrio estacionario, o nú 

mero de individuos que nascem, por unidade de tempo entre £e £ + d£ 

( <!>(o,£)d£ ) ê igual a.o número de individuos oue morrem ou são 



arrastados (K (A + a- Xa) II (l) d* ) renos o número de animais gue 

estão entre ü e dí- mas ene provieram de regiões â •jMssêasrfce do ca-

nal ( T, ( a- X a) ] 1 IT(x) fHül dx 
d£ 

Agora, notemos nue fazer <í> ( o, í-) = rr H (*) conduz a -crK (&) = -

=- E( a - Xa) N H (x) d.PU) .-k/a-Xa) dx 

cuja única solução é II (?<) = O. Isto esta de acordo com a nossa 

discussão anterior,em rnj.e concluímos mie a população não pode che

gar a um ecuilibrio estacionário se g e a mortalidade por unidade 

de tempo e por cabeça são admitidos constantes. 

Para. ver isto, suponhamos a= O, i.ê, em vez de um rio, temos um 

lago longo onde o arrasto não ocorre. 

ITêste caso a nossa ultima eçuaoão se reduz a. 

-n P(£) = - EX H(£) 

ou seja ou g = E X (Trivial) ou II (£) = O (inadmissível) 

Vemos da discussão anterior, oue o problema do achar 

*(o,£) não pode ser resolvido sem informarão extra. Antes de atacar 

o problema com a complicação do arrasto, vamos então, cm primeiro 

lugar examinar o mesmo problema em lagoas onde não há arrasto. As 

informações experimentais extras, serão introduzidas oportunamente. 

Pm virtude da linearidade das nossas eçuacões, nosso "aproaeft" não 

será entretanto "dinâmico". 

Talvez seja conveniente notar aoui a semelhança formal 

çup existe entre este problema e o problema, do calcular o limiar de 

oscilação de um laser e a frequência por um lado e a amplitude por 

outro. Para calcular a amplitude da radiação, torna-se necessário in 

troduzir não linear idades nas eguações. (Hus senzveig.l 960) 

3.3. - O Mecanismo de Controle Populacional do Biomphalaria Glabata 

em Lagoas. 

O. estudo do mecanismo de controle populacional nas populações 

do Planorbideo, Biomphalaria Globata foi objeto de um trabalho do 



autor com. A.B.Coutinho (A.B.Coutinho et al- 1968) 

Veremos que o mecanismo de controle ali proposto nos permitem 

solucionar nosso problema, pelo menos em Principio. 

Na referência citada acima, nos admitimos a hipótese que segue, 

por razões experimentais, como ficara claro a seguir. 

ii) - A. população alcança o equilíbrio estacionário por ajuste 

de KA e não de g. 

Admitida esta hipótese, nós precisamos de algumas consi

derações sobre KA, que são gerais bastante para se aplicar a qual

quer população em ecuilibrio estacionário. 

Realmente, qualquer população em equilíbrio estacionário, 

está sujeita a três tipos de mortalidade. 

i ) - Uma taxa de mortalidade que não depende da idade.Esta ta

xa de mortalidade ê produzida por causas externas. (Por exemplo , 

Doenças infecciosas de morte rápida, ação letal de inimigos naturais 

atropelamento por veículos pesados). 

ii)- Uma taxa de mortalidade que começa a atuar em idades ele

vadas e -motivadas pelo "envelheciraento" do organismo (Por exemplo, 

Doenças degenerativas, enfraquecimento das defesas e conseguentemen 

te ação letal de doenças que normalmente não seriam mortais) 

iii)- Uma taxa de mortalidade por r- - ~<-- To oomooticão por ali

mentos escassos e que deve ser introduzida como elemento de contro

le. Notemos que a dependência desta taxa de mortalidade com a idade, 

só pode ser determinada experimentalmente. 

Foi observada experimentalmente nas opopulacões de Planor 

bideos os seguintes fatos. 

i ) - As populações tinham uma taxa de natalidade (Birth rate 

per head) excessiva em relação 'a'capacidade dos seus habitats, haven 

do uma taxa de mortalidade infantil gigantesca. 

ii)- A taxa de. mortalidade por causas externas e que não de

pendia da idade era muito elevada de modo ano as idades máximas atin 

.gidas não permitiam que atuassem causas de mor ta1idades devido a 



envelhecimento. 

Admitiu-se então çue a partir de.uma certa idade To , pequena^ 

a população sõ fosse afetada por causas de mortalidade que não de

pendiam da idade e gue o ajuste populacional era feito em idades 

menores que To por meio de eliminação do excesso de nascimentos. 

Estas duas hipóteses, permitem escrever, uma destribuição 

etária modelistica para as populações envolvidas. 

Seja !%dT o número de animais com idade entre T e T + dT seja 

K A a taxa de mortalidade por causas externas cue não dependem da 

idade. 

Então podemos escrever. 

N TdT = N i ^ A T + (N* - N c ) f (T) 

onde f (T). é uma função que decresce muito rapidamente de modo que 

para T > To nos temos f (T) - 0 

(vêr gráfico) 

T o 

O significado de N e N* é facilmente depreendido do gráfico 

acima. II* é o número total de organismos que nascem por unidade 

de tempo e N é uma extrapolação. 

Esta distribuição modelistica pôde ser testada muito facilmen 

te, por suas consecuencias. 



Realmente, uma das causas de morte, que não dependem da idade, 

nas populações de Planorbideos ê a infestação por miracidios da 

Pòhintosomos® Mansônica. fí fácil experimentalmente, verificar se um 

Planorbideo;., está ou não está infectado, i.é, se o Planorbidio es

tá ou não esta em vias de morrer, visto que a infecção é absoluta

mente letal para eles. 

Seja então p, a percentagem de caramujos infectados em ura la

go e m a percentagem, de ocorrência de outras causas de morte cue não 

dependem da. idade. Portanto nós podemos escrever. 

EA = D ( p + m -mp) 

r>ara T > T 

• o 

ou 

Kf 

" T- _ - D (d + Bi- mp) T 
N o para T > T 

1 o 

T > To . Seja então a um valor tão pequeno desta probabilidade 

que consideramos -desprezível a ocorrência, de animais com idade su

perior a T . 
• c 

- D (p + m - mo) T 
a= e ' c 

Logo 

~¿og ,„ logo< 

_SL = D(l-m) 
c :,!D" (p+m-mp) p + m 

1-m 

e portanto, a idade, máxima alcançada em ir-"1 ü~"-on r rtf rf]?d ̂  n.'r 

com a. mercentaaom. do. infecção mor m-*-/ ~< ~ ' j <• ><~ S» ' 1 ' o c v <%< pp yiyçs 

rP a Isto foi veri ficado 

estar de acordo .com a Experiência (.?,.P.Coutinho et'al -1961 e A.P. 

Coutinho et al- 1968) 



Uma vez admitida a distribuição modelistica, nós podemos prosse

guir e calcular N . Antes porém, nos precisamos de mais algumas con 

siderações. 

Ê fácil deduzir, eme ero uma população em equilibrio estacio

nario , e onde ha um excesso de natalidade r todo o alimento produzi

do no habitat por unidade de tempo, está sendo consumido. Realmente 

em caso contrário a população cresceria por causa da alta taxa de 

nascimentos. 

Nos . * *n. - agora, que esta condi' • . extra ê suficiente 

para dete.rm.inar aproximadamente o valor de N . 

Seja então m(T) a massa de um individuo medio quando sua ida. 

de ê T. 

A quantidade da de alimentos, consumida per um individuo no 

tempo dt, pode ser dividida, em. duas partes 

da= b. ,m (T)dt + • 2dm (T) 

A primeira parte representa a quantidade da de alimento ne

cessária para manter a massa m (T) e a segunda parte ê a quantida

de de alimento necessária para incrementar a massa do individuo de 

dm (T) .. 

A expressão pode ser reescrita 

da= *,m(T> ãT V);. §B.ín _ „<?T_ ã t = 

' ¿ dT dt 

- k, m(t) dT v : , dm(?) dt 

A quantidade de alimento ingerida -> . <• isto é, todos os 

animais com idade entre T e T + dT é: , 

dA= kdCLdT m. (T) dt + k,, fdT-tT*!

 v <\m -fc 

Isto significa qua a quantidade de alimentos ingerida por 

unidade de tempo por esta faixa da população ê 

http://dete.rm.inar
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— = k,N„ m (T) rlT + k„ dm (T) M 

Portanto a quantidade de alimento ingerida por toda a po 

pulação , por unidade de tempo é, 

A= j k,m(T) N„dt + I k, dm(T) N d T 

o J ^ dT T 

o 

A segunda parte de A ê despresivel em relação.: â primeira, 

como mostra a experiência. 

Logo. 

Joo 

k,m (T) N T dT. 
o 

Supondo k^ independente de T. 

r 
1 Á/Vã 

M« - 4 - = 1 A'^!(T) N dT. 

Para interpretar o parâmetro M, vamos redefinir 11 . Su

ponha que NfpdT seja o n9 de indivíduos com idade entre T e T + dT> 

por unidade de área da Lagoa. 

Portanto A representa a quantidade de alimento consumida, por uni 

dade de área e por unidade de tempo. Como k, Ji.••numericamente a quan 

tidade de alimento necessária para sustentar uma unidade de massa 

de Planorbideo, _M_ é a massa de planorbideos que pode viver por 

unidade de área dó** Habitat, caracterizado pelo parâmetro A.Md ê 

c . - . v i ; ; - r v M ; : c o m o "Biomass density". 

Substituindo a expressão 

N T = H o 5 K X T + (N* - N o ) f (T) 

em 

nos temos, 

M= J N T m (T)dT 
o 

J oo 

N 

o 

K o e E X T + (N* - N )|f (T) CIT 
o o o j o 



O segundo termo pode ser abandonado pois m (T) é muito pequeno 

entre o e Tb e porque (11* - 11) f(T)dT ê uma parte da população 
0 * 0 0 

aue ê o resultado do excesso de nascimentos mais que se extingue 

para T penuenos, justamente por falta de alimentos. 

Portanto 

M = N Í õ F A T m(T)dT = rT Q L j ^ ^ m (T)J . 
o 

Logo 

T>7 = Í2 ê K X T + (11* - 11 ) f (T) 

Em resumo, o que nós concluímos, é que nas populações em 

equilíbrio estacionário de Planorbideos, da quantidade N* que 

nasce por unidade de tempo, uma parte » (N* - N ) f(T) dT ê elimi 

nada loco nas primeiras idades, e uma parte _ — — $ x T d T 

L R x{m(T>} 

Consegue atinqir idades mais elevadas, sendo que a idade mais ele

vada é essencialmente determinada por KX . 
— K X T ~ Vamos chamar a parte ?! e da população, de par-

te principal da população. -r'~ 

0 número de animais da parte principal da população é dado po 

N= J M _ í F a T = 
o L K X{m(T)"} KÃI^|n(T)> 

E integrando por partes. 

M 

I v {m.1 (T) }+m. (o) 
a A 



onde m'(T)= _âSLÍ£L 
dT 

Vejamos agora uma outra verificação experimental dos resulta 

dos anteriores. Devido ao pequeno diâmetro das "conchas" dos animai 

quando ainda novos, qualquer amostra da população, colhida pelos 

meios usuais em Biologia, é composta apenas por animais da parte 

principal da população . 

GÓVip^O^^ d^par\e-Tgnri^ç^aí\àa /plop^la^çã-o. 

1 

Como ^ ím +(T)}diminue quando kx aumenta, nos temos o se 

guinte resultado, algo inesperado: A densidade de população aumen

ta com a mortalidade. Este resultado, tamisem foi verificado correto 

experimentalmente. (A.B.Coutinho et al-1968) -

Antes de deixar este assunto, vamos tomar um exemplo para 

referência futura. 

Suponha m(T) = n< . Portanto m* (T)=0 e L {m 1 (T) } = 0 
O A logo 

N= —2L_ e N - M 

nu ° m kx 
o 
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3.4 - Equilíbrio Estacionário em. populações sujeitas a arrasto 

(Caso de Canais e Rios). 

0 problema que nos nos propomos a resolver agora, é achar 

a parte principal da população, por unidade de canal. Nos veremos 

cue as considerações da. parte anterior, permitem resolver o pro

blema pelo menos formalmente. 

Nos precisamos achar, a solução da equação 

_ i Í J l i i i - - H. (A ta-X a) cj) (Tr Z) + F.(a-Aa) f * (T.x) ^ i Ü - d x -

—-"„, ' \ 1 Cl f > 

de forma cue 

M (£) = I m(T) 4, (T, a) dT onde 

' o 

M(z) ãz é a Biomassa da população que vive entre z e z+ âz . 

Notemos que M (z) depende apenas do canal. 

Para simplificar tomaremos M(£) = f! 

Tomando então a transformada de Laplace em relação a !> da equação 

M = ( m(T) 4»(T,it) dT 
-'o 

nos temos. 

m(T) . T (T, S) dT ....... f j) 

Tomando a Transformada de Laplace da equação integro diferencial, 

nós temos. 

I (T,s)= ?(o,s) exp {- K(A+a~A a ) T + K(a-Aa) f (s) T}(3.4.2) 

Substituindo (3.4.2) em (3.4.1) nós temos. 



Hcs) - _ . . 

í m(T) exp { ~K(X +a-Xa)T + K (a-Xa) f (s)T> dT 

Portanto, 3.4.2 nos da 

§ exn{ -K (x+a-xa)T + K (a~xa)f (s)T} 

'. • • ( T , S ) . « — ; — 

( m(T) expí - K(X+a-Xa)T + K(a-Xa)f(s)T) dT 

J o 

e portanto 

fY+i«- g e s * expí-K(X s-a-Xa)T + K( +a- a)f (s)3 

*(T, A): =' ~ 5= : -~ 
' * 1 .1 ( m.(T)expf- K(X+a~Xa)T+ K (a- xa) f (s) T }d 

Y~i«> J 0 

que é a solução formal do nosso problema. 

'A fim• de exemplificar, suponhamos m(T)= m 0 novamente, 

Então 

"O 

in j exp { ~F.(x+a~Xa) + K(a-xa) f (s) } T dT = 

~m 
o 

-K(X+a-xa)+K(a~xa)f(s) 

L e o 

$(T,s) = ^ {-F(X+a--Xa)+F(a-Xa)f (s) exp^-K (x+a-xa) +: 

o 

+ K (a~Xa) f (.s) } 

M. 3 1 i 
spr { è exp! 

m o 3T 
•K(X+a -Xa)+ E (a-Xa) f (s) ] T / 

s 

Logo 

M 3 
*(T,A) = -

*"o 

(n-1) ? J j 

(| - K ( A + a - X a ) T ^ 5 gn / 1 _ - P > ' 1 + + 

L n^I frp nl 
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Nos verifiçaremos agora os seguintes pontos. 

\i) Se** (T,*) obedece a condirão j p.(T) + (7,£)d.T = M 

que neste exemplo se reduza \ $(1',£) dT= — 
o 

Realmente, 

(T f£)dT = 

o 
e 

= + iL 
m. 

K (A +a-A a) T { ] + 

c.c.d. 

> §T. 
•.=1 p 

1. i-5 pVi+...+ 

n l v 

li) Qual o valor de 4» (o,Ä ) 

* (T,£ ) = - M 
m 

*-i<.(x+a-x a) e \ ) i+ 

' o 
n=J. p 

A Ji-i** 

, n~l, 
(p£ ) " ~) 

(n^3)r J 

ÇKU+a-*a)T f f |ir(aA)p| 

n-1 . 1 

M n r.. _i 
— n.T 

n 

+ (n£_) i 
"(n^i) J* 

21 2Í1, 

(n-l)j, 

'o \ 

•.n-1 v 

n=l X 

- K(X + a-Xa)T l ç ( a_ x a ) 

m n=l 

j T 1 

.n-1 

1 
"xvT" 

•pi 
+ 

' 1-e ]+...+ 
n nj 

1-e 
. P £ y-1 

Logo 

4>( o, a) - JL. K(X+a-Xa) 

m_ 

M K( a-Xa) 4 1-e 

E(X^a-Xa) - F (a~/la) 1 1-e 
o 

Notamos a perfeita concordância, com os resultados obtidos no 

fira de 3.3. De fato, no inicio do canal, atuam .duas causas de. 

"morte", mortalidade verdadeira X e mortalidade aparente, a, por 



ror arrasto. 

Locro. <J> (o, £) = K (X +a-Xa) 
m o 

No fim cio canal, s õ x atua, logo, 

(o,«)= JL K A . 

o 
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