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TEORIA DE TRANSPORTE DE NEUTRONS EM MEIOS ADJACENTES
NO MODELO DE DOIS GRUPOS E ESPALHAMENTO ISOTROPICO

José Rubers Maiorino

O método de expansio em asuto-funcoes singulares ¢ o principio de invariincis sio combinedos pers introduzie
wmn mitodo de solucio de problemms de transporte de ndutrons em Meics adiscentes NC Modelo de dois grupos &

O mitodo aqui usado, consste na obtencio dv um conjunto de equacses integreis scoplades, peve o
distribuicio sngulsr ne interface, 8 pertir da condiclio de continuidede do fiuxo anguler ns interfece ¢ do principio de
inverianca. Os coeficientes do miétodo de expensio em auto-funcdes singuiares podemn entio ser obtidos usendo-m os
resuitados des equecdes integrais citac'ss ¢ des propriededes de ortogonalidade des suto-fungdes.

Mostram-se resultados numiricos pers © problems de Milne e ds fonte constante, em meios de igue leve ¢ dgus
borada, a fim de mostrer a viebilidede de aplicsgio do método proposto.

1 - INTRODUCAO

1.1 — Teoria de Trausports — Resumo Histirico ¢ Métodos

Historicamente @ Teoria de Transporte teve sus origem em fins do século pessado dado o
interesse pelo estudo da difusio da uz na stmosfers. Investigagdes sobre a transferéncis de radisclio
luminoss levaram 8 estudos elementares da chamads equagio de transporte ou de Boltzmann e, em
1921, Milne'3® formulou um modelo pers o estudo de distribuicio angular de radiscio emitide por
ums estrels baseado nests teoris. Embora muitas informagdes de valor tenham sido obtides pera &
Astroffsica, nenhum ¢330 mastemitico foi feito até » soluclo exats do problema proposto por Milne,
por Wiener ¢ Hopl" ), em 1931, através da técnica da’transformads de Fourier.

Com a descoberts do néutron, ds fissf» nuclesr e conssquentements dos restores de fisslo
controlads, esta teoris foi genwralizads pers o estudo de distribuicBo neutrbnics, dado que um dos
fundamentais requisitos pers o projeto e dessnvolvimento dos restores nuclesres é o entendimento de
distribuiclo # movimento de ndutrons dantro desses restores.

A Teoris de Transports de ndutrons tem por objetivo 0 estudo de migracio desses nucleons
stravis de meios materisis. Esss mgraclio envolve 'm grande nimero de colisSes slestiriss entre
ndutrons ¢ tomos do meio, pers estudé-la devess primeiro conhecer as leis que governem es colicles
individusis e, entlo, resolver o probleme da determineclio do resultsdo liquiio de um grande nGmero
denses interacles slestériss. O problema de se estabelecer as leis que governem ss colisBes & objeto de
Fisica Nuclesr, baseads nas leis da Mechnica (Quintica ou Cléssica), sendo que » Teoria de Transporte
trata da determineclo da distribuico de ndutrons em termos snguler, sspecial e energética.

O céiculo da distribuiclo de ndutrons num sisteme fisico poderis, teoricamente, ser efetusdo
imerindo-se ne equaclo de trensporte um conjunto sproprisdo de seccles de chogue, Gue representane
as probebilidedes de interacBo e descrevesse #s colisBes individusis e condicBes de contorno que



retratassem realisticamente o comportamento tisico e geométrico do sistema. Desta forma, obter-se-ism
soltons por procedimentos matemdticos convenientes.

Porém, em vista de gue os sistemas fisicos reais, tal como um reator nuclear, apresentam
complexidades tais como: atranjo geométrico gue acarretam heterogeneidades e de dificil representacio
matematica; quantidade de isdtopos com propsiedades distintas, cujas concentragoes variam espacial e
temporaimente; energia dos néutrons variando do limite superior de alguns MeV, correspondente aos
néutrons emitidos em tisses, até a0 inferior de tragbes de eV, correspondenes a néutrons em equilibrio
térmico com o sistema; variagoes complexas das secgoes de choghe com 3 energi.

Uma descrigdo matemdtica de tal sistema e a obtenciio de solugDes ‘razodveis”, s6 & possivel
quando se considera um “modelo” idealizado e simplificado, além do gue estas complexidades dio
origem 8 duas alternativas para a sohugio o problema, a primeira é proporse uma soluclo
“matematicamente exata” de um problen.a altamente ideal .40 ¢ a segunds, uma solucao aproximata
para um modelo rmais realistiro.

Nos cdicvlos neutrdnicns aproximados, para pro-to de reatores, desenvolveu-se vmcnalmente
uma versio simplificada da Teoria de Transporte, conhecida como aproximaco, ou teoria de difusao'®’.
Nesta aproximag3o omite-se consideracOes detathadas da migracdo de néutrons, no que concerne,
principalmente as colisbes individuais que ~Meram a dire¢do da partfcula, e se passa diretamente para »
descricio da distribuicdo espacial, considerando-se os néutrons como um “‘fluido” em analogis com as
equagses de conducdo de calor e difusdo de massa. Além disso, impde-se 2308 néutrons uma direclo
preferencial através da chamada lei de Fick” Essa aproximacdo simplifica o cdiculo das variagBes
espaciais da distribuicdo de néutrons e fornece uma bos descricio para grandes distincias (quando
comparadas com o “livie caminho médio” dos néutrons) das fontes e fronteiras fisicas, sendo portanto
de utilidade no cilculo de “reatores grandes”, falhando purém no cilculo de pequenos sistemas ou perto
de fontes e fronteiras.

Hs dois métodos de tratamento para a dependéncia ensrsitica da equacio de transporte. O
primeivo, conhecido como “dependente da energia’’, simplesmente trata a energis como uma varidvel
continus, 0 que acarreta dificuladades na obtenclio de solugbes rigorosas, dado que os parimetros
nuclearss normalmente sdo tuncBes complexas da energia. Para contornar essa dificuldade, ¢ comum
expandir os termos dependentes da energis em polindmios tendo 0 mesmo imervalo de definicio ds
energis, de zero a infinito. Como exemplo, citam-se 0s polindmios de Laguene, ¢ de Tschebycheff. O
segundo ¢ 0 “‘método de multigrupos’’, no qual se divide o intervalo de energis de interesse num nimero
finito de sub-intervalos (ou grupos) sendo os paradmetros nucleares (seccdn de choque, fluxo angular, etc)
valores médios adequados em cada grupo.

A dependéncia sngulsr dos parbmetros pode ser descrita por uma expanso em tefmoi finitos ds
polindmios ortogonais do éngulo. Um tratamento desse tipo, foi desenvolvido por Meark 3:”, sendo
conhecido como “aproximacio P . Essencisimente consiste na expenslio em “‘esféricos harmdnicos”
para a dependéncis angular, ou simplesmcmc em polindmios de Legendre no caso de simetria azimutal,
sendo a série trincada na ordem (N + 1)

Uma outra aproximacio pera a dependéncia anguler, no ceso de geometria plana, fol
proposts por Yvon“”, que sugeriu expandir o fluxo angulsr em uma série do polindmios de Legendre
ssparados para valores do cosseno do Engulo zenitsl (u) posiiivos e negativos. A razlio & que na interfase
sntre dols moios, o fluxo angulsr tem uma descontinuidade fisica pers o cosseno nulo do dngulo zenital
(@ = 90°) ¢ uma simples sproximsclio Py ndo represents este fsto, dado que ums soms finits de
polindmios de Legendre & sempre ums fundo continus, enquanto que numa dupls expanslo polinomial
{ DP } a descontinuidade fisics ¢ muito bem representada.

* A ol do Fick fol wads inicisimente pers o estudo e fendmenos de difusfio em lquidos ¢ geses. Essencisimente impBe
Jue o drecho de corrente de ndutraons, seja contréria 20 gradiente da densidede (ou fluxn) de ndutrons @ que 8 intensl.
dude ssje proporcionsl 8 um pardmetro do maefo, conhecidn como coeficiente re difinn, ¢ do gradiente do fluva.



Amsudasuoximwiul’ncbl’" fornecerem bons resultados pera a dependincia anguler
existe um terceiro método conhecido como “ordenadas discretas ou S, ”. Apesar de inicialmente ter sido
proposto para solucSes de problemas astrofisions (transteréncia radiativa), foi generslizeds pers o
transporte de néutrons, por Carison'®!. Em essincia, consiste ne solucio da equaclo de transporte em
termos de um conjunto de direges discretas ou seja, as integrais angulares sfo aproximedas por somes
sobre direcdes discretas, normalmente pontos de quadratura de Gauss, e as derivadas angulares por
diferencas de ingulos discretos.

€ de interesse salientar que na solucio de equacio de transporte deve-se lever em conts
simultaneaments a dependincia angulsr ¢ energética. Dests forma, os mdétodos de multigrupo, ou
dependents da energie so usados jumtos com P, DP, .SNouunmuanobtwnlwﬁa
da distribuicio de niutrons. Além disso, mamamwmm
inmegro-diferencial, com a aplicagio destes métodos, ¢ de um tratamento matemitico adequado, reduz-2®
o problems 3 solucio de um sistema de equagie: algébricas ou de diferencas finitas, o qual pode s
faciiments resolvido por procedimentos NUMEricos ru COMPULaCIONSis.

Em 1960, Case'”’, beseado num trabsiho de Van Kampen's'®®! encontrou sokugBes rigoroses de
equaco de transporte pera nlutrons monoenergiticos, itroduzindo um novo método de soluclo que ¢
conhecido stushments como “método de expensio em auto-funges singulares ou método de Case™.
Neste método, stravis de uma seperacio de veribveis adequads i linesridade de equaciio de transports,
dessnvoiveu-se suto-fungBes singulares, as quais, quando linesrmente combinedas, represetam 8
distribuicio angulsr.

Dedo o fato de que 0 “método de Case” nio usa nenhuma aproximacio, tal como s expenso
em polindmios truncados sté determineds ordem, ele fornece wplugdes matematicaments exstss
{aneifticas). Porém, como jé discutido, s ventagem da obtenclo de solug3es rigorosas ¢ diminuids pelo
fato do método ser restrito a uma classe de problemas limitados ¢ ideslizados. Mesmo assim, dedo 08
esforgos que vim sendo reslizados desde o trabalho pioneiro de Casse, tem sido splicado com sucesso &
uma grande variedade de problemas, slém de ter sido generalizado psra multigrupos ¢ em diferentes
geometriss, ¢ também, usado em outros campos, como fisica do plasma, transferincia radistive ¢
propegacio do som. Pode-se sfirmar portanto que este Mitodo Possue &S seguintes vantagens:

1) Em certas situscdes é ums bos aproximacio de reslidade fisica.

2) Os resuitados ¢ 0 dessnvolvimento de teoris slo de intsresse matemitico, principsiments
no que diz respeito  soluglio de problemas de velores de contorno.

3) Serve como teste das aproximagles da teoris de transports, dado que fornece solugbes
rigorosas.

4) € conveniente para problemas de engenheria nucless, que necsssits de informagBes sobre
fendmenos que ocorrem ne fronteirs do restor; de determineclio precisa de “distbncie
extrapoiads’’, ¢ de estudos ds efetividade de refletores.

Por outro lado, 0 sstroffsico Amberzumien''! com o intuito de solucioner problemas sobrs o
reflexfio difuss de luz por stmosfers esteler, introduziu um método ds soluclo de problemss de
transports, conhecido como “inverient imbedding’”’. Esse método é radicaiments novo ne formulago de
problemas de transports, na medidea em que nlio faz wo da equeclio de Boltzmenn. Essencieiments,
formuls equacBes integrais para es funcBes que descrevem s refiexlio ¢ o tranemislo de radisclio, com
base em principios de invariencs, os quais foram olmuliudos ¢ formulados sistematicaments ne teorie
geral ds transferincia radistive por Chendrasekher'’?). O método, origineiments introduzido pars
solucionsr problemes de radisclio luminoss, & aplichwel e outrss radisgBes, como ndutrons e raios-7,
sendo hoje, extensivemente estudado pe's radiobiologia ¢ engenharia nuclesr na soluclo de problemes
ligados a projetos de hlindagem d= reatores.



Alim dos métodos citados nesta secgdo, existem outros de importincia secundirie, com
exunsdo do “meétodo de Monte Carle™ que é amplamente usado ns solucio de problemas de transporte
de néutrons & outras radiacies. Neste método, a “'histéria® da particula ¢ gerada seguindo-se um ndutron
individual atravis de colisdes sucessivas. A localizagio da colisiio ¢ © resultado de tal colisio, ou seje, 8
diveciio ¢ 2 ensrgia do néutron emergente, ¢ determinado a pertir das possibilidades de um conjunto
convenente de nomeros aleatdrios.

1.2 — Revisio da Literatura (Método de Case ¢ “Invasiant Imbedding”’)

Apbs a publicaciio do trabatho de Case'”’, introduzindo o método de expansio em auto-funcdes
singulares, surgiu uma avalanche de artigos com o intuito de generalizer ¢ fundamentar este NOVO
mitodo.

O problema do restor homogéneo tipo placa, sem refletor, para niutrons monoenergéticos (um
9rupo) foi resolvido atravis desse método por Zelazny!S® o Pahor!4d). Ozisik ¢ Siewert'4?)
desenvolveram uma série de soluches perticulares da equacio de Uansporte pers
monoenergiticos, que possibilitou 0 uso desse método em problemas com fontes externss. Mika'37)
usou pels primeira vez esse método ne solucio de problemas cujss colistes no meio slo anisotrépicss.
Case ¢ Zweifel'® deram maior consisténcis matemética 20 método, demonstrando teoremss de
existincis ¢ unicidade des solugBes encontradas. Kuscer et #ii'25 foram os primeiros a observar
propriedades de ortogonslidade das auto-fungBes, no intervalo (0,1) e, usando dessas propriededes,
solucionersm de maneira direta problemas em um semi-especo considerando o modeio de um grupo ©
espethamento isotrbpico. Problemas em um semi-especo foram também solucionados, considerando ©
espeihamento  anisotropico, por Shure @ Natelson'*®) ¢ por McCormick e Kiscer'3'), os queis
resolveram os problemas de Miine, Albedo e fonte constante usando propriedades de ortogonalidade por
oles dessnvolvidas. McCormick ¢ Mendeison'32), usando também propriededes de ortogonslideds no
semi-intervalo, solucionaram problemss em meios finitos, como © prooblems de Albedo em placas. A
generalizacio do mitodo pera outrss geometrias, foi inicisimente feito por Miuis‘”', que encontrou
solugBes para problemas em geometrias esféricas ¢ cilindricas, ¢ também por Erdman e Siewert!!®), que
desenwolveram s funclio de Green para geometrias esféricas no modeio de um grupo. Aldém disso, sinde
considersndo um grupo de energia, © Método foi extendido por Kuscer ¢ Zweifel 28 pars sohuBes de
problemas dependentes do tempo.

O mitodo de expenséc em auto-funcdes singuleres foi generalizado pera o modelo de dois
gupos de energia por Zelazny e Kumll'“', o8 quais solucionsram problemss sm geometris plane,
Albedo ¢ placa critics. Siewert e Shieh!53), posteriormente, deram maior consistincis matemitica a esse
generalizaclio, discutindo propriedades de completividede e ortogonalidade dos auto-vetores. RelagSes de
ortogonalidede no semi-intervalo {0,1), no modelo de dois grupos, espsthamento isotrpico ¢ geometrie
piana foram discutidss por Siewert ¢ lshiguro‘”', 03 quais, introduzivam » matriz H pers relster &
propriededes de ortogonalidede e solucionsram virios problemss em um semi-especo, Milne, Albedo ¢
fonte constants. Siewert et alii'>®, demonstraram o existincie ¢ 8 unicidade de soluclo de metriz M,
snteriorments introduzide. ComperacBes do método de Cese em dois grupos, com métodos ?mximm
de woris de tremporte (P, P, e DP,), forsm reslizadss por Metcalf o Zweifel'253€), Reith o
Siewert'48! sinde no modelo de dois grupos, solucionarem problemas em msios infinitos, considerando
o meio espeihador snhotrdpico. Ishiguro!'®), tambim considersndo  espathemento  snisotropico,
solucionou problemss de semi-sspecos ¢ de plecs critica. Além disso, uma comperaglio numirics dos
efeitos do espelhamento anisotropico relstivo 80 itotrépico, foi feits por Ishiguro ¢ Jorgs'2%) O modelo
de dois grupos foi também usedo em diferenter geometrias, por Kriesse et alii's4), os quels encontraram
solugBes pers o problems da esfera critica.

A semelhanca das equacdes de transferincis radistiva com a de transporte de nlutrons, ou mals
explicitements, s anelogis entre 0 modelo de translerbncis de luz nlo polerizads ¢ o modelo de
transporte de ndutrons monosnergéticos, ¢ o da luz polsrizeds 80 de dois grupos de energie, tornou
possivel » aplicacko do método ds expensbo sm suto-funcdes singulares nests campo. Siewert ¢



Zwntel'™® propuseram solucBes pera a squecio de transieréncie radistive para 0 modelo de 2
polarizada @ squilibrio termodinimico local. Neste rahutho dessrwolveram férmulas explicftas pers os
auto-vetores, que foram laciimente adaptados pera © caso dos auto-vetores de solucio ds equaglio de
wansporte de niutrons. Alkm desse trabetho, Ozisik ¢ Siewert'*?! ¢ Ferziger ¢ Simons!'® também
splicaram com sucesso 0 método de Case a problemas de transferincia de radiacio.

Awmdﬁnwmathmmt.mmam
mommwﬂ&mﬂlmwvmc m 'QPMQSMB‘“ Aldm do
tratamento de multigrupo, LMcFuzw“'cmgcﬂtb ussram o mitodo de Case,
tatando 2 energie comd ums veridvel continue.

Problemas de transporte de niutrons em diferentes meios adjacantes, usado o método de Case,
wmwwmnmwkuuﬂ""nmmmamh
pera um conjunto de uuﬁmmmummm.
Smﬁn'"’mmtummwsmm stravés de
técnica de expensio em auto fungBes singulares, pera niutrons monoenergéticos, ¢ Korn'23! solucionow
o problems de Milne em dois semi-espacos adjscentes, em um grupo de energie. Porém, referindo-se
MamMcwmﬁmoMW.haMﬂ‘”'
McCormick e Doyas'3'), os queis, considerando os meics espethedores anisotrOpicos, dessnvolveram
solucles 8 pertir de propriededes das auto fungdes.

Moﬂ“n"”mﬂwomadfummm levando em
mamm'hmcﬁm.Lwn‘ 'solmunopmbhmamdﬁtmm
considerando 3 dependincis temporsl, pera niutrons monoenergéticos.

Chandrasekher!!?) stravés de um antigo ¢ no muito conhecido trabeiho de transferincie
radistiva, encontrou a distribuicio angular de radiaclio na interface de meics adjecentes, stravés do
mitodo “Invarient Imbedding” e principios de inverianga, por ele desenvolvidos. O primeiro trabslho
que fez uso ds idéia de combiner o miétodo de Case com o de Chendrasekher, foi desenvolvido por
Pahor ¢ Zweifel'*S!, qus mostraram o visbilidsde desss combineco pers s solucio de problemes em um
22Mi-83PECO.

Recentemente, Bukert!®!, ¢ Siewert ¢ Bukart!*®' volwram s usar o idis de combiner o
principio da invariesncs ¢ 0 método “invarisnt imbedding”, com o método de expanslio em asuto-fungBes
singulares, pers obter solucBes de problemas criticos em piacas com refletor, em um grupo de energie.

Siewert ¢ lshiwm'"'. usando a mesma idéis, solucionsrsm o problema de Milne em doins
semi-espacos adjacentes, considerandn os meios espathadorec anisotropiens @ o mndeln de um grupo de
energis.

1.3 — Objetivo ¢ Divisio do Trabelho

Neste trsbsiho mostre-se que s combinazlo do método de expenslo em suto funglio singulsres
com © método ‘invarient imbedding” pode ser usado na soluco de problemas de transports de ndutrons
om meios adjacentes, considerando-se s dependincia energétics stravés do modelo de dois grupos de
emergis.

Restringiv-se o splicsclo do método em meios infinitos, no multiplicativos ¢ espelhedores
isorOpicos e considerou-se dois diferentes tipos de fontes de ndutrons num dos melos, fonte constsnts ¢
uniformemente distribufds, ¢ fonte no explicita (Milne).

A base tedrica dos métodos empregados & spresentads me secclo 2, ne quel se discute a soluclo
gerel de equaclio de transporte no modelo de dois grupos e meio espelhador isotrépico segundo ©

método de expensdo em auto-funcdes singulares, além de um resumo do método "invariant imbedding’’
aplicadn a transporte de nutrons



Ns seccio 3, exple-se 0 mitodo squi iMroduzido, solucionando & ansliticamente os problomes
de Milne ¢ fonte constants. A vishilideds numirics do tratamento anslfRtico proposto, & spresentads ne
mcglio 4, no qual se encontrs 8 distribuiclio de niutrons em meics de dgue leve ¢ igus borade.

As conciusBes, discussdes ¢ sugestBes encontram-se ne secglio 5, sendo que o apindicss A ¢ B
comiém o procedimento numérico-computacionel, ¢ testes de confisbilidede do método.

2 - FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 — Enusglie de Tramporee de Niutrons (Equegiio de Beltzmann)

Teoris de Trensporte é, em essincie, a descricio matemdétics do movimento de particulss num
meio materiel. Dedo que nlio se pode especificar a posiclio ¢ & velocidede de ume particule individusl em
cade instante de tempo’, a teorie beseis-s¢ No comportamento médio de ume populsglio de pertfcules.
mm,-rmarmommwmﬁmamm

A squecio que descreve o transporte de nlutrons, equacio de Boltzmann, § exsencisiments ume
equecio de conmrvagio de “populscio médis” de perticulss num elemento de volume localizado nume
posiclo r. Sendo escrita como:

19
75 YOREN + 8. T VILB.EY + olyE) WL DED =
v

I J, OUWE)HEDE > D WLEED o 6E + QLGEY 210

nds tem-e:

¥(rSLEL) - Fluxo anguler, sendo definido como funglio de derwidede anguler de niutrons 7 (r,0.E.9
{nGmero médio de nfutrons, no elemento de volume em 1, com direclio £}, ¢ energis E, no
instants de tempo t, por unidede de volume, Ingub silido ¢ energis) por:

¥ir,QEN = nrSlEN) v

o(LE) — Sesglio de chogue mecrosabpica totsl, interpretads como @ probebilidede de intersclio por
unidade de comprimento.

Hs AV E » E) — Funglio transferbncie, oefinids tol que ol E).Hr; 01 E" + 0 E)IIIE fornecs o
probebilidede de um ndutron com dirsclo §J° ¢ energie E’ e0 sofrer ume colislio em
1, smwrje desta um ndutron com direcio entre ¢ £+ d(} ¢ energie entre E ¢
F +dF.

As limitecyine w1 refaricdes sho devides 80 nGmero colomel 09 squUEcSey 09 MOVIMENTO qUE M LTS SO 9 EETudSr
0 comportamento individusl de perticule, ¢ nffo equeles impostse peis Mecinice Quinties, dedo que, em Teorls do
Trareporte, 0 ndutron ¢ comsiderado comn particuls cidssics (pontuel).



Q' F1) — Terme de fontes externes, definido tal que Or () E tidi2MEdVT formece o nismero médio
de niatrons introduzidos no slemento de volume, em 1, com direcio entre 11 ¢ 12 + 012,
energia entre E ¢ E + JE, no intervelo de tempo dt, por fontes externes, i.é. por fontes
que nlo dependem das colisies de ndutrons no sistema.

€ interessante salientar que ne equecio de Bolizmann, nio foram comsiderados 08 seguiInees
fatos:

1) FlutuscBes estatisticas do nimero midio de niutrons, o clemento de volume
considerado.

2) Tempo de colisio entre o3 néutrons e 02 nicleot do meio.
3) Colisies niutron-niutron {2 Eq. de Boltzmann ¢& linesr).

4) A energis de vitwagho dse #tomos ¢ moléculas do meio no qual o nlutrons
movimentam-se.

5) Outas forgas diterentes des nucieares, tais como aguelas oriundes da orientacdo dos
niutrons (spin) ¢ interagBes com 0 momento magnético do niutron.

6) Dependincia angular nes secpdes de chogue, COMO » QUE OCOSTE eV CETIOS CTiStais.
7) Néutrons atrasados.

Mesmo assim, dado que nos problemas de interesse de Engenheris Nuciesr, as situegples acime
ndo sio relevantes, 3 equacio de Boltzmenn ¢ uma bos representacio da distribuicio de ndutrons num
sistemna fisico.

A sohxio de equecio de Transporte & extremamente dificil’, sendo que resuitados exatos” * s
tém sido obtidos pars sistemas fisicos simplificados, portamto o estudo ¢ 3 snilise desto equacho
continuam sendo um campo de pesquiss em sberto.

2.2 — Modeio de Dois Grupos, Simetrie Plane ¢ Espalhamento Isotrépico
Nesta secgio apresenta-se 8 equaciio de Boltzmenn quendo sujrits s simplificacBes.

1) Estado estsciondvio; ou ssjs, # soluio ds squaclo de transporte ¢ independente do
tempo.

2
= WISED =0
n A

2) Simetrie plane; ou sejs, 83 seccles de chogue, funclo de trarsferéncia ¢ termos de fonte
dependem soments de ume coordenads especisl (1) e de coordenads anguler 4 =51 . x (&
¢ 0 versor da direglo 2). Desta forme, 03 termos de equeclio de Boltzmenn tornam-e:

" Ene dificuidede nfo ® prende somente § realer Matemitices, mes tambiém o raafies Fisiess, dedo o dWicuidede ne
duterminaclio precies des veriepies des seccliew de choQue com 8 energle.
'® Nos problemss priticos de Engmharia Nucienr, 00 solucBes ofic obtides 8 pertir e sy vi-vefies pumdvices”



- 9
() Q.VW¥QEN > u -a—-'I'(z,..’.El
2

(b) olr.E) W (LQEN > 0(2E) ¥ (20E)

[ 1, oLE)HERE > QE) ¥ (D6 o oF' -
w

( 2 !E !.“ olzE') f (ZE' > E . ) (2" E) dy’ dE

(d) Qir,2,E1 > QlzkE)

onde i, ¢ 0 cosseno do inguio de espathamento, ki, = . &'

3) Espelhamento isotrdpico, ou seja, expande-se a funglio de transferdncia em Polindmics de
Legendve de i .

+1
oglzE’ > E) Py (g)

olzE)f(ZE 2Eu) =
~ o ox

e
Q

¢ toma-se apsnas o primeiro termo da expenslo. Portanto a transferdncis de ndutrons independe do
Sngulo de espathamento (isotrépico);

0,(2E ~E)
o(2E’) f (2E' » E"‘o) = ———""——‘
onde 0,(2,E° = E) ¢ a secco de choque de trensferincia’da energia E’ pers 2 energie E.

4) Meio homogéneo; ou seja, as secoBes de chogue (0, @ 0) indcpendem de posiclo (2).

5) Modelo de dois grupos; ou sejs, divide-se o intervaio de energis de interesse em dois
orupos.

, Grupo 1 . Grupo 2
E L

mt

min max

sendo o fluxo angulsr, secclo de choque e termm de fonte, velores médios em cads grupo.

Vizy) = [ VI2EWdE |, i~17?
i

® No caeo de meios multiplicativne deve-se incluir, 4 transleréncia deviun espsihementos, @ contribuipio dos néutrons
de energie E° indurirem fissien o g aremn ndutiom de ansrgin E.



j; o(E) ¥ (2,..E) dE

o =
i fi W(244,E) dE

JGE | o (E'~E) /! | IzE" ) s oE

l o)y _

pri

o) ) -

(2) =0 ;
J S WE W )dE dy
P

qi(z.u) = f Qlz.u,E} dE
]

onde a:io’ ¢é a secgdo de choque de transferéncia do grupo j para o grupo i (i,j =1, 2) e admitiu-se que o
fluxo angular possa ser escrito como o produto de duas fungdes, uma dependendo de posicio e do
cosseno do angulo zenital e outra apenas de energia, a fim de eliminar-se a dependéncia anguler nas
constantes de grupo, acima definidas.

Desta maneira, com essas simplificacdes, @ equac3o de transporte, pode ser escrita como:

(0)

2 1 1
u-a—z-\ll1(z,u) + 0, ¥, {zp) = -2~ J’_ [N N ENTYY. T

1 1 (o
+ ; f a,,\l' {ze) ' + q,(z.4) (a) (2.2.9)

_3_ 1 0 "o
H Volzu) + 0, Volzu) = ——f a.“ W, (24) du

1 1 (0 o,
+ ; I_‘ _022 ‘l’z(z'“)d" + QQ(IJ" (b}

onde 0 ‘°’ =0/ +xy0 O 0/°) ¢ a secclo de choque de transteréncie de grupo devido espeihemento

uotrbpk:o 4 1 o nGmoro mtJ,o de nutrons de fissSo, gerados no grupo J; 0 Oy 6 0 seccho de choque de
fiss8o do ofunoj e x, § definido como:
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x;, = JxiE) dE
L]

onde (lE) & o ‘''espectro de fissao"” normalizado, x; + x2 =1. Obviamente pers meios nlo
muttiplicativos, o termo X;¥i%¢ é nulo.

Considerando-se, sem perda de generalidade, 0, > 0, e definindo-se a “‘varidvel btica”, x =032
(varidvel adimensional definida em unidades do ‘‘livre caminho médio) a equaclo de Transporte pers o
modelo de dois grupos geometria plana, meio homogéneo e espalthador isotrépico, pode ser escrita na
forma vetorial:

a 1
il + T lca) = QS Hocw) d' + Shxs) (2.2.3)
" ;

onde os elementos do vetor coluna l{x.u) sdo os fluxos angulares de cada grupo; 4 & o cosseno ds
direcdo de propagacdo em relagdo ao eixo x; a matriz I definida como:

o 0‘] o
1
= ; o=—>1 (2.2.4)

@ & matriz transferéncia Q definida tal que:

t
9y a,:' /20, (2.25)

sendo Q ndo simétrica e considerando-se det Q# 0 * . Por fim S ¢ o vetor que considers 0s termos de
fonte externa:

q /0:
§ = (2.2..’
q: / 03]

-

2.3 — Métodn de Expenslio em Auto-Funcies Singulares (Método de Cese)

Apessr das solucdes elementares de equaclo de Transporte em dois grupos, segundo o método
de expansdo em suto fungdes singulares, poderem ser encontradas na literatura especislizeds®®, squi s
resumirlo os principais resultados, a fim das andlises posteriores tornarem-se meis compresnsiveis o
também para se estabelecer o formalismo usado

® O cmo de det O = O fo) resoividy por Siewert o ZMNII"’“’.

** € intersssente sslientsr que enguento @ teoris em um grupo ¢ faciimente encontrade em textos pecrie, tels COMD
nos fiwos de Cam @ Zmifnl“m, Bell @ Glmmno(a’, ] D-mnn":”, a teoris em dois grupos ¢ apenss encontrade

em textos ummu" ﬂ'.



Na equacio anterior foi visto que a matriz transferincis Q, £qQ.(2.2.3), & em geral nlio simdtrica.

Porém para o desenvolvimento do método a ser exposto é prefer(vel uma forma simétrica. Para tal seja 8
matriz (2 x 2), P, com elementos dados por:

~ 1/2 .
Py = (qzilqiz) byiQ 0 #0 (23.1)

Definindo-se um vetor ¥(x ) em funciio do vetor fluxo anguler por:

Wing) = Pllxui)

(2.3.2)
Uxp) = P71 Wix )

A equacio homogénea de (2.2.3) pode ser pré-multiplicads por P, fornecendo como resultado »
equagio,

2 1
o ‘a" Wixu) + TWixu =C f '\ll(x,,t’) du’ 23.9)
x )

Com a matriz C, simétrica, deda por:

c-rap’ (2.3.4)

Dests forma, a0 invés de se ptowru' 8 soluciio da £q.(2.2.3), resolver-se-d 8 Eq.(2.3.3), ¢ O
vetor fluxo angular poderd ser encontrado através de (2.3.2).

Propondo-se, pars » £q.{2.3.3) uma solucio do tipo:

Wixp) = f(v,u)c-'w

(2.3.5)
sendo ¥ qualquer nimero complexo.
Pode-se inserir (2.3.5) emn (2.3.3), pars obter;
{r 7: HEIF (b)) = v C My) (2.3.6)

onde F i a matriz identidade (2 x 2) e Miy) & dado por:

1
Miv) = f_1 Flvu) du 2.3.7)
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Dedo que uel- 1, 1), dz Equagiio 2.3.6) nota-se que se ¥ variar no intervelo (-1, 1), ter-se-é

sutn-fungdes singulares. Po: tal motivo, divide-se os pnssiveis valores de ¥ em dois espectros:

v ¢ -1,1) ~ espectro discreto

v e (-1,1) — espectro cont{nuo.
4

Para 0 espectro discreto, tem-se que 0s possiveis auto-vetores slo dedos por:

Fiva) = v KivulC M)

onde
g -
—— 0
ow-u
Kivy) = (vE-uE)"* =
1
o ———
| Al '}
Da condiclio de normalizacio (2.3.7), tem-se que,
1
(E ~nu) f_"'ﬁl’.ﬁ)w M) =0
Definindo-s¢ 8 “‘matriz dispersio’” por:
1 1 du
M) =E~zf KlzulCdp =E~zf Tl c
1 -1 -y
onde
tw) O
Th) = o) =1 4 oel-1/o 1/0)
0 1
.. B = 0; 4 em outro intervalo.

A Equagdn{2.3.10), torna-se:

AIMIN -0, v (1)

{2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

23.11)

{2.3.12)
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Portanto para esta equagdo possuir solugdo ndo-trivial, tem-se,

det Alz2) = Alz) = 0 (2.3.13)

Desta maneira, os possiveis valores de ¥ no espectro discreto sdo lurnecidos pela soluclo da
Equacdo (2.3.13), sendo chamados “‘auto-valores discretos’”’. Obvismente para cada auto-valor, tem-se o
auto-vetor correspondente dado pels Equacio (2.3.9).

Uma forma mais explicita para a equacio (2.3.13) pode ser obtida como:

Maz) = ¥ ~2z¢,, 7 (Vo) =22y, T (1/2)

+ 42°¢c2 10112 r (/oD 2.3.14)

onde introduzirem-se as abreviagbes C = det C e 7(z) = tanh™'(2).

Siewert ¢ Shieh'53! baseados no cilculo da variagio do srgumento da funclo Alz), no plano
complexo, resumiram 0 nimero de auto-valores discretos de acordo com o comportamento da matriz C
(e portanto do meio materisl). Na Tabela 11.3.1, reproduz-se estes resuttados.

Tabels 11.3.1

Zeros de matriz dlspmlow:”

—
Condiclo Rrizes
€5y +0cy, <of2 2 reais
C-=0 €yq +0Cy, >0/ 2 imagindrias
Cyq +0C, = of2 2 infinitas
¢y +oc22-2c<o/2 2 resis
c <0 €4 +0C5; " 2C>o0N2 2 imagindries
¢ +oc22-2c=a/2 2 infinitas
cC>0 c"+oc22-2c<a/2 2 reais
€q 40cy,-2C>0/2 2 imaginériss
c">2 Cr{1/0) 4 +oc22-2c=a/2 2 infinites
€1 S0/2 ¢ €122 1/2 2reals
ou [ ]
c>0 1 20/2 ¢ €27 <1/2 2 imagindriss
c,y + 0 2—2C<c/2 4 reais
€,2<2Cr(1/0) €, €02 0 c,y€1/20c,,+0c,,-2C>0/2 2resis e 2imagindriss
Cyq +0Cyy - 2C=0/2 2resis ¢ 2infinitss
€, t0c,,-2C<0/2 4imegindriss
c”>o/2 °°22>”2 c11+ac22-2(:>a/2 2 resis 0 2 imagindrias
'u:, 4 $0cy5 - 2C=0/2  2imagindries ¢ 2 infinitas



14

Para o espectro continuo, ve(-1, 1), existe a possibilidade de 4 =» {lembrando que ue(-1. 1)} ¢
portanto deve-se adicionar 80 auto-vetor um termo que leve em conta este fato. Dedo que »
“distribuiciio delts de Dirac” representa esta possibilidade matemética, os asuto-vetores contfnuos so
escritos como:

Floi) = [pK(va) + w(v) 8(viil] CMK) (2.3.18}
onde
- -
1
P{ ——) 0
ov—~u
Kivu) = (2.3.18)
0 P(-——)
- voH 3
— -
Slov ~ ) 0
i) = (2.3.17)
0 5y~ )
- -

Sendo que P(1/x) significa que a integral sobre 1/x deve ser sfetusda em termos do “"Valor
Princips! de Cauchy”’; 8(x) & s distribuicdo delta de Dirac; ® w(v) & ums funglo erbitréria. € interessente
slientar que tanto o valor principsl de Cauchy como » funciio delta de Dirac, nio possuem nenhum
significado, exceto quando dentro de integrais (a0 menos, é claro, quando nlio existir 8 possibilidede de
H=v e neste caso 8 equacio reduz-se 8 (2.3.8)). Portanto os auto-vetores contfnuos nio slio funples
vetorisis, no sentido usual, mas ‘‘distribuicdes”, segundo o formslismo de Schwertz

0 auto-vetor, (2.3.15), deve satisfazer 8 condicdo de normalizeclo, (2.3.7}, e portanto:

[ M)~ wiv) T C I M) = 0 (2.3.18)

onde:

’

1
A = Esup T — ¢ (2.3.19)
-1 [T 4

Deste forma, s fungdo arbitriria w{v) pode ser determinada através de condiglo de que 8
Equeclio (2.3.18) tenha solucdn nin trivial, ou seja:

det [A(v) - wdv) TIM C) = 0 (2.3.20)

Dependendo tos valores e 1 assumir, no intervalo ( 1, 1), & Equeclo (2.3.20) fornece
diferentes solughc yara (1),
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Regilio 1 - » € (-1/0,1/0)

Regiio 2 -+ » ¢ -1,~1/0) U (1/0,1)

Pors ¢ 1 , tem-se que 8 Equagio (2.3.20) fornece duas solucles, wi"M ® ul"M ¢ pers
ve 2 ume soluglio w'2(1). Portanto, tem-se no intervaio (- 1, 1) os auto-vetores continuos.
4

f"," (va) = [vKlv ) ""':'""” étwl](,:i!:,"(vm: ve@. a=12
2.3.21)

2
E? wa = K + P 0d s G M i) v €()

Purtanto a solucio gersl da equaciio de Transporte serd uma combinaclio linesr dos suto-vetores,
nu seja:

[ 4 ~x/v, xly
Yixp) = s§1 [AY) Fiv,u) e +ACR)FEv ) e T
s 1AW " wad + AV E i) 0T g
| I
+ hA‘?"v, E(z’“,‘u) .-.I"d’ (2.3.2:’
? B

onde x & 0 n(mero de auto-valores discretos, 8 A(t ), AV ), A;”M, ¢ A1) o5 coeficientes de
expansdo, 8 serem detsrminados 8 pertir des condicdes de contorno de cada probleme especifico.

2.4 —- Ortogonalidade ¢ Completividede dos Auto-wetores

Os problemas em que 0 miétodo de Case se splica, slo tais que as condigles de contorno
resultam nas seguintes expansdes, para uma funcilo vetorial, f(i), conhecida:

K
W) = I AW B + Av) El-va)

* 4, 1A 0 B4 i + A0 B2 (000 0
i

LA FPwumde; wet 1 (23.1)
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. 1/
ta = AW v g (AL E ¢ A ) F 0 o
T, AWE A £

1
+f A”)(l’) f‘7’("#" dv : u € (0,1) {2.4.2)
110

A expansdo (2.4.1) normalmente aparece de problemas em espaco infinito e 8 (2.4.2) que & de
maior interesse neste trabalho, em problemas de semi-espagos.

A primeira questio que surae é saber se as expansdes acima sdo “‘completas” pars qualquer tipo
de funcio vetorial, isto & se uma dada funcio pode ser expandida em termos dos auto-vetores
desenvolvidos. Em segundo lugar, se estes auto-vetores formam um conjunto ortogonal, possibilitando
desta forma a determinagdo dos seus coeficientes.

As respostas a estas questdes sfo mostradas nos teoremas sbeixo, 03 quais aqui serio apsnes
enunciados, sendo suas demonstracBes encontradas na bibliografia citads no Capitulo 1.

TEOREMA 1 : Os_ autovetores E(+ v, Fl-vad; E,Vwa) o EMwa), ve (D). o F P,

ve@formam uma base completa para a expansio de um vetor de Holder * , f(u),
definido no intervalo (-1, 1).
(Teorema da expansdo no intervalo completo).

TEOREMA 2 : Os auto-vetores Fiv); F1'"(y, 1) e F, 1" v, 1), vet0,1/0) ¢ £'2iv, 1), ve(1/0,1) formam
uma base completa para a expansio de um vetor de Holder, f( u), definido no intervelo
(0,1).
(Teorema da expansdo no semi-intervalo).

TEOREMA 3 : Os auto-vetores F(v), Fl-») F,'Viw,u) ¢ F,'",,0), w@o Fi2hy, 0,
ve(2 )tormam um conjumo ortogonsl no intervalo ue(- 1,1), no sentido que,

f B Eka s = 0 £ # ¥
F.6=tvy, ou el 1)
(Teorema da ortogonalidade no intervalo completo).
NOTA: O til colocado acima dos vetores, indica 8 opereclio de w.nsposicio de mstrizes.

TEOREMA 4 : Os auto-vetores F(v)); lj,‘"(v, u), f,“’(v, 1) ve(0,1/0) ¢ F'3w, ), ve(1/0,1) formem
um conjunto ortogonal no intervalo ue(0,1), tendo como funcBes pesos os vetores
G w1, G, e G,"Miw, u) ¢ G2, 41, vel0,1) no sentido que:

G Flbad o = 05 EE

E.F=v, ou €0

* Ume funclo vetoriel ¢ dite ser um ““vetor de Hdlder”, Quendo o¢ suss compunentss satirfezem ¢ condiglo de Hilider
loleg) —glrg) | KAy =1y IA, A e A, constantes pomlm“m. £ interemants sellentar que 89 funoBes de HEider
ostéo contides na cleme dias fungBes cont(nuss,
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onde
GItu) = [EKiEu) + wiE) SLEM)] bl " 15) € MIE)

(Teorema da ortogonalidade rc -emi-intervalo)

H(z) ¢ a matrizzH introduzida por Siewert e lshigum‘sz’ (vide secgin 2.5) e hiz) é
escrita em funcdo da matriz-H, por:

H, ,(z/0) Huh/u)
hz) = (2.4.3)
Hz,(ﬂ H,,tz)

Os teoremas expostos constituem 2 base tebrica para aplicacio do método de Case & problemas
de Transporte, em particular os teoremas 2 e 4 sBo de fundamental importincia neste trabalho.

2.6 — Método "Invarient Imbedding” ¢ o Principio da invariangs

Este método é um novo tratamento para problemas de Transporte da radisgdo, e consiste ns
derivacio de uma equacio integral para a funciio reflexdo (ou para a fungdo espathamento) de um
semi-espaco, utilizando-se do "Principio da Invarianga”, o qual, como originaimente foi estabelecido na
Astroffsica, estabelece:

“E invariante a radiagio emergente de um semi-espago plano, infinito de atmosfers pela adiclo
(ou subtracdo) de camadas arbitrérias da stmosfera”.

Apessr do método ter-se originado e ter sido estudado sistematicaments em Tramsferéncia
Radistiva (Astrofisica), squi se¢ mostre, de maneira resumids o seu uso em Teoris de Tramsporte de
ndutrons.

Para tal, define-ss a matriz espelhamento S(uu’), para um semi-sspaco homogéneo.
nfo-multiplicativo, relscionando na interface a distribuiclo enguisr emergente com a incidente, por:

1
¥(0,~4) Y J S Y0 dy’ ; pel0,1) (2.6.1)
[

onde ¥(x, u); ue (-1,1), satisfaz a Eq. (2.3.3).

O “principio ds inverianca”, sssegure que 8 EQ.(2.5.1) vale pere quelquer sspessura x, ou seja,
1

¥ix,-p) = P S S ¥ixyVdy' ; x>0 ; uel0,V) {252
[-]

Inserindo-se (2.5.2) e (2.3.3) ¢ apds um tratamento matemético convenients, encontra-se que
a matriz espalhamento 4 dedas por:



$yqlulod’lo) s lulon)
Stpp’) = (2.5.3)
5 at'fo)  syolm, )

onde Soff s30 o8 elementos da matniz.

/g
M

stew) = Hiu) € HiW) (25.4)

A Matriz-H, introduzids por Siewert e lshiguro‘s'” como uma generaliza;So de funclio H de
Chandrasekhar'12) pars o modelo de dois grupos, pode ser calculade da equaclio integral.

M) = E+u MG § AW TW) (255)
]

Kty
£ interessante salientar que Siewert et alii'>?) mostraram » unicidade de soluclio ds Eq.{2.55) ¢
portanto, de (2.5.4), é Gnica a solucio da matriz espalhamento, pars um dado meio materisl. Dests

forma, caiculando-se 2 matriz H pode-se calcular a matriz S, e portanto o fluxo angular emergents, se o
fluxo angular incidente é dado como condi¢lo de contorno.

2.6 — Formulas Explicitas

Embors as representacies dos auto-vetores na regiSo(D, anteriorments desenvolvidas, serem
convenientes nas demonstracGes das propriedades de ortogonalidade @ completividede, pars uso_em
splicacBes numéricas & conveniente introduzir-se novas formulas explicites, dedo que para ve e
equacio que define a funclio w(v), (2.3.20) é quadritica e portanto as solugBes w,‘" [ u,m snvolvem
radicais. Para eliminar essa dificuldade, Siewert ¢ Zmifol‘“', sugeriram usar-se 8 combinaglo lineer:

i Mwa) = T ) B o) + Tt B ¢ =12 (2.6.1)
¢ ums normalizacio do tipo,

LT -y
£, v = g 2.6.2)

n_|? 0
ol e e

Desta manaira, desenvolvendo-se algebricamente as expressSes acims, ¢ usando-se o formalismo
jé desenvolvidn, ubthm-se as formas explicitas para os suto-vetores:
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1
c"vP! )+)« 1 Slov—p)

WMy = 1 (2.6.3)
¢:.‘,1 ) + A, 8-

1
c,,vﬂ ) + A, W) 8oy —p)
O My = 12.6.4)

1
ConPl——) + A__(W) 8(yv—p)
227, 22 #

— -
Para 0s outros auto-vetores tem-se a normalizagiio:
1
ut = f , PlEu) du (2.6.5)
onde, de (2.3.12) ¢ (2.3.18) tem-=se:
Ay, v -A 120
Uity) = e U= ve@) 2.6.6)
AL PR

Dests forma, obtém-se as correspondentes formas explicitas pars os auto-vetores:

¢, ¥ /lov, ¥ )
'b(tv.,u) = 5 i=1,2,...x (26.7)
vlf(v.)/(vi ¥ )

[
€, 0¥
oy =i
42‘2’“,'“’ - (2.‘.8’
1
vily) P e Mp) Sy =)
ve=u
onde:
(&) = ey ~2Cr r(V/aw) (2.6.9)
e Mp) = dﬂz«(u) =V 2, v le u)~2c27w(u)

CACE e TV (2.6.10)



Siewert ¢ 2Zweitel!®*)  mostraram que Os auto-vetorss, quando expressos pelas fSrmulss
explifcitas acima, s80 ortogonais. Aqui resumem-e os resultados relstivos as relaces de ortogonaslidace.

1 «
L XEM R kupde =0 ; E#E , BE =1, ou e(-11) (a)
) -
IO e (kudpudy =0 ; E#E L = v, ou €{01) {b) (28.11)
(]
e
1 -
S, MR @ (L it = EN) 5 i=12 0k (@
Vg i) =N - . =
£, X W i s we = NV b= 8og ;v e(D), a8=12 D)
1 -
1 X200 2 s we = N0 8- 0y e (2) © (2632
¢
1~
J e ud (alude = Nlv); i=1,2,...x ]
1]
'ain ) = NI .
| € (Wu)bg vl pdp = N ) Blv-v) 8,9 . vy €(0,1/0), af=12 (b
o
1 =
5 MW @ wu) pdu = N sw-») ; vy elifo, 1) {c) (2.6.13)
(]
onde
Xty u) = di2vu (a)
X wa = Ny ) 1 ) =N 0 81w (]
(2.6.14)
X = Ny b s =Ny B (e}
X2 u = D) {(d)
[}

M) = v Kiv ) ) B ' 2) CY) (0



5 rs = [vKtrs b B0 € ¢ $ivad M) VI ; vet0,1/0) . a=12 >

') = [Kivs) M) H' 01 C + Sv ) MA| U ; welifo) 19 12618

Ny, = 1-4e, rriow) +47[c}, P (ow) +e,,¢,,f’“l
s 2G, vy ) “

N = e, 7 o) + dcy 0 7 0) = D T(w))
=2+ Piley, vyl iR ™ (2610

Npab) = 1-4cy 7o) + [, 7001 #6565, 7 (o))

+ B G, 0, 0]
.
V0 = Nyt U - Ny 0 of? fa)
Vil = Ny, 00 Ul - Ny, 0 U ™ (2817

Os ““fatores de normelizecio”™ sendo dedos por:

.
Nip) = {4, = 1(V/ow)] + (eg, ~ 2007 (V/ow)P
)
l"__" = 1(Im)1} )
N6 = AW, re(D) o s el ™ (2610
N« A AR, 2 e(@) v selifon @

onde At(» dounmmm«‘manmmanubammamn por vehy:
scime ¢ sbeino. !oubduuur"



A’(u) =1 2ve, 1'(ov) - 2vcn'r(v) + 42 Cr'lov) TIv) ~ 22V Crlv)

L o ) e, ~Ct) T —2C o)) v e(-11) (2.6.19)
onde
t{ov) = tlow) ; ve (\1_)
"lov) = (Vo) ; » e(? ;)

Para finalizar, mostram-se os resultados de integrais, que sdo Uteis na aplicacBo deste método em
problemas de semi-espacos adjacentes:

vy

- Q) GH ) €7 1T ) C U, (o)
v+, )

1~
S O el-p ) pdp =
o

1. WL -
1 8w v atude = —— VW CHT GG W WICUR) ()
o vy

i

w
U2 CH'WC W I CUB) (0 (2620

1242) ; -
S @ vu) w-vu)udu =
[ llei

3 - TRANSPORTE DE NEUTRONS EM DOIS- SEMI-ESPACO8 ADJACENTES® (DESENVOLVIMENTO
ANALITICO)

Neste capituo introduz-se um novo método de soluclo de problemas de trensports de ndutrons
em dois ssmi-espacos adjscentes, no modelo de dois-grupos, ¢ espsihamento isotrbpico, stravés de uma
combinaclio de técnica de expensio sm auto-funcdes singuisres ¢ do principio de invariancs. Este novo
método de soluclo reduz este tipo de problema ¢ uma forma vidvel de ssr numericamente soluciondvel.

7.1 = Problema de Miine

Pretende-ss nests problema determiner a distribuiclio de ndutrons em dois semi-espagos
adjecentes, num dos queis existy uma fonts de néutrons no infinito.

Desta maneirs, distents da fonte e distante da interfece (tomada como x = 0), esperc-se que Os
nhitranc yigans a rmasma distribiic3o acciotatica ohtida nor urve fnte plang am um meio Infinito, isto

~rn trabalhn foi publicedo por Ishiguro @ o sutor, no Transeetion of Americen Nuciear Soclety, vide referénele 29.
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¢, que a solucio decaia exponencisimente, com um “comprimento de relaxacio” v, (v‘ sendo o maior
auto-valor discreto), relativamente & fonte.

Aqui, os meios sio considerados homogéneos, espalhadores isotropicos e nio muktiplicative
Nenota se 0 meio do lado direito (x> 0), no qual estd a foate, ,or '‘meio 17, e 0 da esquerd: 'x < ('
cann mein 27, sendo que se diferencia as fungdes e parametros aos meios 1 e 2 com os indices Y e 7,
respectivamente. Portanto a equa¢3o de transporte em cada meio ¢ da forma:

? 1
oo L E ) = Q) Lxa A 81,2 23.9

(L} S

sendo as “condigoes de contorno’ escritas romo

fim  1,(xu) = Q {a)
,. ke A

LOW = 5L,0u) ; pel-11, u#0 (b) (3.1.2)

hxu) > b v ) e'/v' ; pera x> 0 e bem Jistante da interface (x > =} (c}
) i (», denata o maior auto-valor).

As ‘condi¢Ges de contorno” acima reflietem as seguintes situacoes f(sicas:

a) A distribuicdo de néutrons deve-se anular em x = -o°, dado 0 meio 2 ser absorvedor ¢ nlo
possuir termos de fonte externa.

b) Continuidede da distribuicdo angular de néutrons na interface. Para 4 =0 a continuidede
ndo ocorre, pois sendo i 0 cosseno da direclo zenital () de propagaclo dos ndutrons,
nesta “direcio anguler” (0 =80°") nfo ss pode ssber se os néutrons originam-se no
semi-espaco da direita (1) ou ds esquerda (2).

¢} O comportamento da distribuicfo anguler, pers valores de x distantes da interfacs no
meio 1, ¢ igusl 80 comportamento devido a distribuiclio de ums fonts plans em um meilo
infinito. Dado que s equaclio de Boltzmann ¢ linssr, & portanto 8 normalizacio ¢
arbitréria, tomou-se, sem perds de generalidade, o cosficiente A(-», ) igus! a um.

Como jé foi discutido, # soluclio ds equaciio de transporte torna-te mais conveniente quando »
mat. iz transferéncie for simétrica, desta forme a soluclo da Equacio (2.3.1) pode ser deda por:

Lixad = PN i) 3.1.3)

onde 8 matriz P, ¢ definida por P .= (qlqum)'/'&n, . \y, ¢ a soluciio de Equaclo (2.3.1) sujeita as
condi3es de contorno (3.1.2) modificadas pers ¥,.

A soiuclo geral da Equaclo (2.3.1) Jé foi discutide na secclo 2.3, e portanto, utilizando-se das
condi¢des de contarno (a) e (c) e de (31.3), pode-se escrever a nluc vy by omacfo (3.1.1) comor
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/
Latxa) = Py W, (o) +P}! pwpm) €01 5 x>0

= Pi' W, (xu) 5 x<0 {3.1.4)

-

onde ¥ Ix.,'u) ® ¥, (x, 4} sio solugdbes tipicas da Equaciio (2.3.1) em semi-espscos absorvedores. Sendo
dadas por:

K1 x/|

: A MOy )
Yo = LAWY R e T [ TA T v ¢
= o

- 1 -
+ A‘,”(y) ~_‘,'1'(v.u)] e lvdv+ J‘” Al2) () -g!”(u,u)e ™ ;x>0 (s
o

K, xIn, 1o
Y0 = T BEm) e, taule e G RART S PR
= o

I 1 /I
+ B d)enae™ Tan s £ B P wiPenm e ; x<0 (b)
0
’ (3.1.5)

A solugiio do problemu de Milne fornecida pela Equacdo (3.1.4) deve satisfazer, na interface
(x=0), 8 condiclo de continuidade dada pela condigio de contorno (b), a qual pode ser descrita por
duas equagdes:

Py ¥, (04 = P3! ¥ (0u) —P;" v v k) o u l01) (a)
] 3.1.6)
Py W,00,3) =PI W (0 ) P;' (0, ) u€(0,1) (b)

Considerando-s¢ um semi-especo absorvedor, x2 0, de meio 1 ¢ outro, x €0, de meio 2, ss
matrizes espslhamentos §,( i, 4'), 41'¢(0,1), podem ser definidas por:

1 1
¥, (x,~n) '-2:"! S MY x MV ; x>0, uelD) (a)
°
. 3.4.7

1
V,{xu) = -2:‘- !o Syl \P’(x,-'u') g’ ; x<0, u€l01 (b)

onde s matrizes $, forsm obtidas na snccdo (2.6), sendn dadas pela Eauacio (2.6.3).
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Desta forma, considerando-se os dois semi-espacos com fluxos incidentes dados pela Equacho
(3.1.6), os Hiuxos emergentes P, ™' ¥ (0,-u) e P,™" V', (0, i) podem ser obtidos a partir do “principio da
inverianga”, das Equacdes (3.1.7), e das equagoes de continuidade {3.1.6), como:

1 1
104 = o f 8] (BB ¥,(00) — 2 (o, N L w e O (o)

(3.1.8)

1
FA0M) = Spliat) PR [, (040 b, w0 e €01) (b
u o

Estas equac3es constituem um conjunto de equaghes integrais acoriadss, as quais podem
facilmente ser resolvidas por iteracio numérica, ¢ portanto W, (0,-u) e W, (C, 4} sBo funcies conhecidas.

Das Equagdes (3.1.5) e (3.1.6), tem-se que:

X, 1o
I, AWy e "AM ) AV + A ) A v +

! {2) {2) -1
J A ¥y (v dv = P, P2 \I',(O,u)—v.(—v, M) »€(0,1) (a)
10, 122 2 4

Ky 1/0
I Blen) eyt + £ (8] en) A + 85 -n) A in ) dn +

1
5 8@ n) 2P inu an = PP ¥, (0~ + v, 0y )] ® (319
Vo, sEs -

O lado dirsito de ambes equacBes sbo funcBes conhecides, dsdo que W, (0,-u) e V,(0, u)
podem ser encontradss das equacBes integrais acopledas (3.1.8) & ¥ '-v .4 & @, (v 4 slo
auto-vetores dedos por (2.6.7). Desta forms as EquacBes (3.1.9) constituem-se em expansBes tipicss, no
semi-intervelo ,¢(0,1), de ume funglio vetorisl conhecids, ¢ portanto, ussndo-se es propriedades de
ortogonsiidade ¢ 0 formalismo jé estabelecido, 0s coeficientss podem ser {aciiments encontrados:

1 1 -
' L m——— -1
ML T, i) By 51, 000 i

1 V'I’l - ” .1 - u-1
N v, dy ) €y By ) G WY TR ) €y Y ) (s)
I



1
AW = —— 1 van P, By ¥, (04 d
N‘,"‘ﬂ 0
" e
-— - Vg € B3 G H ) 6 U ) 5 a=12 (b)
Ny
1 1
Ay = 1’ P wu P, P ¥, (0. s

N‘”(v) o -~

1

- V2 ¢, B I ¢! B v, ) CUY,) (e
N"'M V“l’
1 1
-p) = P, P (W, (0- d
Bi-n) N,) 109,(11,#).,_, {¥,10-0) + @, (v, 1) } s (d)
Byl = 5 8 Nna B B3 (9,101 4%, 0,00 ) i 5 @=12 (o)
N‘ m °
2. = 1 o(2) -1
8- = S 6 tnu) PP (W (0-4) 4w (v ) } " (3.1.10
N!‘vﬂ"” ]

As equaches acima permitem o chiculo numiérico dos coeficientss. POrtanto, o vetor fluxo
snguler, Eq. (3.1.4) pode ser calculado pers Quaiquer valor de x @ u, Ou sajs, é possivel encontrarse
numericamente # distribuicio de ndutrons no sisteme, psio método squi proposto.

Pars o céiculo do “‘vetor fluxo totsl’’, tem-se:

t
Puixl = _M(x,y'i dy’ {3.1.11)
¢ portanto

) aw, xiy, iy
Puatx) = P | IOAR U e ey, ) e ; '(v) & ; x>0
' ° (31.12)
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- T N xin
=Py [ T Bim)Uynle "+ f B'-nle dn]; x<o
i=1 o

onde
A“”(I')
AW) = 1) + (1 =) U ) A2 ) (a)
A (3.1.13)
By t-n)
B*t-n = tin) +11=tin) U i) 82 (-9 {b)
By (- m |
Analogamente para o céiculo do “‘vetor corrente’’, tem-se:
1
dalx) = {1 B () du (3.1.14)
e portanto,

ool _ Ky ~x/v; xli’l
Inix = PYUE, 291){15'1 ApyYyepe ey Uy e 4

1 x/v
+f vA*Me @} ; x>0
o
x / /
=P312¢,~Z,) { £ Bin)n,Uytm)e” M+ n@%nie  dn) x<0
=1 ° {3.1.15)

Além disso 8 soluclio amintétics, ou ssja aguels que nfo leva em conta 0 termo integral, pode
sor escrits como:

o ~x [
qu”"" =P {,‘f , AUt e s U, ) sy (s)

K
g7 ""(x) = P! ('f , 860 Uyln) oMy (b  (3.1.16)



Como de praxe, a “distincia extrapolade™ ¢ definida como o velor 2, que satisfaz a squacio:

atix) = 0 (3.1.17)
Pars K = 1, tem-se,
1 4
7, =~ AW (3.1.18)

- Pora x, > 1, a Equaciio (3.1.17) nem sempre possui solucio Unics, podendo ter 2,y 02,
diferentes, isto 6, os fluxos totais assintdticos de cads grupo sio extrapolados 8 w0 em poneos
diferentes!®d),

3.2 - Fonts Constante

Neste problema sdmite-se que uma fone isotrépica e constante ¢ uniformements distribufde no
meio 1. Desta forma a equacio de Transporte sr) cada meio, pode ser escrits

-] U
ey Llxsu) + Z,0,xu) = Q, I_‘ Lixudu'+§ ; x>0 ()
(3.2.1)
-] 1
e Lixa) + I3 (x4 = Q, I‘ laixu)ds +; x<0 {v)
x -
onde S ¢ o termo de fonts constante ¢ com as ssguintes condicdes de contorno:
Gim  D(xu) = 0Q (a)
X» -o0
1,004) = 1,(0) ; pel-11), u#0 » (322
Lim 1 (x4) = finito {c)
X+ -00 ~

Similsrmente 80 problema de Miine, so invis de se solucionar as EquacBes (3.2.1), resolvem-se
a3 equacBes correspondentes com matrizes transferéncies simétricss, ou sejs, 83 seguintes equecBes:

. 1
HoT Y T ) = Gy S Wb a8 (s}



) 1
M -a— Walxp) + Z Yalxs) = G, f , Vo lx ') du’ {32.3)
x _

onde §'=P,3

Encontra-se o vetor fluxo angular como funciio de ¥ pels Equacio (2.3.2).

A solugdo da Equacdo (3.2.23)b, foi discutida na seccio 2 e a partir da condiciio de contorno
{s) pode-se escrevé-la na forma da Equacio (3.1.14)b. A solugio de (3.2.3)a, & constitulda pels soma ds
solugio ds equacdo homogénea com uma solugiio particular. A solugio homogénea, com a condiclio de
contorno {(c), é uma solucio tfpica de um semi-espaco absorvedor, do tipo de (3.1.14)a. A solugdo
particular pode ser determinada como sendo:

=[5 -2G, 1" § = (5 -2C,]" P, § (3.2.4)
Portanto a solugdo geral do problema da fonte constante ¢ do tipo:

lxa) =P Wilxa) +BT Y x>0

=P  ¥alxp) ; x <0 (3.2.5)

Nota-se que a (nics diferencs ”mhcatm entre este resultado ¢ aquele encontrado no problems
de Milne, é que o termo ¥, -v;, w)e*"? (que represents, no problema de Miine, o comportemento em
pontos bem sfastados da interface) foi substitufdo no problema de Milne pelo termo \V Dests forma =
equacles deste problems sdo lriioguiqmlumnmdnmprobhmadcmlm,meomam
dos termos acima citados. Assim, 8 condicio de continuidade pode ser escrita como:

B, E ) = Pyt W0 =B Y o ke l0) ta
!’5"!1(0"*" = _P;' \!"o',“) +g;l Yp : pelon) (b) (3.2.6)

¢ usando-se » mesme técnics do problame de Milne, obtém-se W, (0,- 1) @ W, (0, ) das equacBes integrais
acopladas:

1
P4, ) = fo 8y ua) [ByP3' Va0, - ld ;. €lO,)) {a)

X
2
©B2n

19
Yal04) = ;;! o) BoR W0, + JoW  u e (0,1) (b)
n



Analogamente, das condigies de continuidade na interface, tem-e:

X, 1/o
AW gl 4 " AN a4 A ) A ) ) o
i= o

1
+5 A2 ) {2 iy dv = PR3 W2 (04~ (a)
0y

K3 1o
I BEnwain 4 S 18I - o ) + B (na)
= o

1
v BPEm ' P dn = PP W, (0,-4) + ¥ ] (b} {3.28)
1/0, ~2 21 & ~p

que constituem, também, expansdes tipicas no semi-intervalo. Portanto, com o mesmo prccedimento
anterior, pode-se determinar os coeficientes da expansdo, 0s quais, simbolicamente, s3o dadc. por:

1 1 -
Al =—— [ © PP W, (0~ ; E=», ou €01 )]
T3] N, D fo By (£u) (PP} W3(0u) ~W Judu ; E=v, ou €(01) (s

1 1~
B(§) =-IG—(—£)I €1k (PP W 0u) + ¥ Juda ; E=n, ou €(01) (b} (329)
2 o

Determinam-se 0s vetores fluxo total e corrente, para 0 meio 2, pelss mesmas formulas do
problems de Milne. Por outro lado, pars 0 meio 1, nntam=se alqumas diferencas conforme mostram ss

equacdes abasixo:

g O VR
ve(x) = P {‘51 Alr) Uyiv)e 7+ 290+ foé Me dv}; x>0

3.210)

-1 Ky a1 =x/v
Je, b0 = PYHE, ~2C,) {'{.‘ Alv)vUivle '+f vA"Ne  dv}; x>0
- [+]

4 — LESULTADOS NUMERICOS

A tim de ilustrar a visbilidede do método proposto ne secclo 3, pars » soluclo de problemas de

transporte em nwins adjacentes, solucionaram-se os problemas de Milne ¢ fonte constante em qustro
diferentes mnin;,
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Um deles (aqui denotado como *’Conjunto |} consiste de gua leve ordinéria @ 0s outros trés,
Conjuntos 11, Hl e IV, consistem de 3gua borada com concentracdes de 1,025, 2,99 ¢ 6,35b/H °,
respectivamente. O intervalo de energia dos dois grupos, sendo:

Grupo 1: 0t - 00253eV

Grupo 2: 0,0253 eV < E < 0,632 eV

As seccOes de choque destes meios e grupos de energia foram encontradas por Metcalf e
Zwetel' % ¢ 330 mostredas na Tabela 1V.1

Tabela V

Secgbes de choque mauowépiasm (36)

Conjunto o9, % % %2 %21 922
| 4,8822 3,2343 3,8180 0,3524 1,0326 2,0669
" 4,9270 3,1686 3,7953 0,3239 1,0345 2,8005
11 5,0914 3,0707 33,7659 0,2706 1,0454 2,6828
v 5,3220 2,9738 3,6906 0,2164 1,0481 2,534

{") As unidsdes das seccdes de choque s30 expressas em cm™',

O meio no qual se tum a fonte, mejo 1, foi fixado como o Conjunto | (égus leve), ¢ veriou-se &
sbsorgdo no meio 2, usando-se os Conju=tos Il, 1l e IV.

Solucionsram-se também os problemas, considerando-se 0 meio 2, como vécuo. No total forsm

estudados qustro casos pars cada problema, conforme é mostrado na Tabels IV.2. Além disso, no
problema da fonte constante, admitiu-se uma fonte no meio 1, do tipo $= IL |, ou sejs, uma fonte

unitdria (para efeitos de normalizacido) no grupo de menor energis.

Fabery IV o

Casos Estudados!’”’

Caso Meio 2
1 Conj. It — Agua borads; 1,026 b/M
2 Conj. 11} — Agua borade; 2,00 b/H
3 Conj. IV — Agus borads; 6,35 b/M
4 Vécuo

{**) Para todos os casos, 0 meio 1 6 égus leve ordindria (Conf. I).

* A unidade (h/H) significe s quanticede de abeor¢lio, em Lisrns, introduzide pelo boro, por #tomn de hhhingdneo,



Para cada conjunto de dados foram calculados os auto-valores e a matriz H, a8 fim de serem
wsados em todo procedimento numérico posterior. Convém ressaltar que nesta secciio nido se explicita
como 0s resultados foram cobtidos, o que pode ser encontraio no Apéndice A. Todos os conjuntos aqui
estudados s3o tais que o determinante da matriz transferéncia (det C} ¢ maior do que zero e a condiglo
€14 + 0¢y; < 0/2 & satis*eita. Desta forma, da Tabela 11.3.1, existem dois auto-valores discretos reais para
cads conjunto, sendo um positivo € outro negativo, porém de mesmo médulo. A Tabela 1V.3 apenas lista
o0 auto-valo: positivo e a Tabela I V.4 mostra valores, em pontos selecionados, da matriz H.

Tabela V.3

Auto-valores discretos

Conjunto Auto-valor
| 7,190978
] 4,179546
W 2,595565
v 1,936041

Como a matriz H, pode-se calcular 8 matriz espalhamento {S{.a1), € portanto o conjunto
de equacdes integrais (3.1.8) pera o problema de Milne, ou (3.2.7) para o problema da fonte
constante, podem ser solucionadas stravés de um processo iterstivo (vide Apéndice A} para »
distribuicBes angulares na interface. A convergéncia do processo iterativo é suave, sendo que o
nOmero de iteracBes necessirias decresce com o aumento de absorcdo no meio 2. Obtém-se de oito
8 nove algarismos significativos apds 20 a 30 iteracOes, conforme o caso.

Os coeficientes, discretos e contfnuos, foram calculados pars ambos problemss, usando-se
0s resultados da iteragdo (vide Apéndice A). A Tabela IV.5 apresenta os coeficientes discretos ¢ o
distincia extrapolada para o problema de Milne, ¢ a Tabela IV.6, os coeficientes discretos pars o
problema da fonte constante.

As Figuras 1, 2, 3 ¢ 4 mostram os coeficientes cont/nuos psra o problema de Miino, e as
Figurss 12, 13, 14 ¢ 15 pera 0 problema da fonte constante. Nota-se, pelas figurss citedas, que o
contribuicBo para o fluxo sngular, dos coeficientes cont/nuos & significstiva pera v pertencente &
regifo (1/0, 1). E de interesse salientar que os cosficientes mostrados, sbo os expressos pels
Equacdo (3.1.13) e ndo os expressos por (3.1.10).

Ainda com relaglo a0s coeficientes, nots-se que na regifo (1/0,1) exibem um
comportamento ressonante ¢ portanto, quando de sua integraclo numdérica, psrs o céiculo dos
fluxos sngulares e totais, torna-se necessério um grande nGmero de pontos de quadratura, neste
regifo (vide Apdndice A).

Os coeficientes calculados devam ser tais ,ue satistacam as condicBes de continuidade ne
interface, sendo que 0 meihor teste para tais condigles serem satisfeites, é 0 chamado ‘‘taste dos
momentos’’:



Tabela V.4
Matriz - H
Conjunto z H, 1) H 2 H.,t2 H 1)
0,0 1, 0, 0, 1,
0,1 1,197472 0,080404 0.05%9095 1,1087494
0,2 1,327927 0,159800 0.111891 1,34.371%
03 1,434380 0,2401496 0,162987 1,479263
04 1,528R76 0,321778 0,212804 1.606289
i 0.5 1611980 0,403050 0,261455 1,727050
0,6 1,687725 0,483882 6,308984 1,842764
0,7 1,757487 0,563975 0,355421 1,954186
08 1,822362 0,643117 0,400790 2061829
09 1,883148 0,772162 0,445116 2,166065
1,0 1,940445 0,7¢8010 0.488427 2,267180
e R F U —
0.0 1, 0, 0, 1,
0,1 1,192948 0.073070 0.053260 1,186752
0.2 1,316496 0,143112 0,099096 1,326605
0.3 1,415797 0,212727 0,142306 1,450867
04 1,600085 0,281448 0,183482 1,565006
] 05 1,573750 0,348880 0,222861 1671731
0,6 1,639371 0,414767 0,260592 1,772145
0,7 1,698633 0,478956 0.296786 1,867231
08 1,752712 0,541364 0,331539 1,957625
09 1,802468 0,601960 0,364937 2,043808
1,0 1,848554 0,66742 0,397057 2,126167
00 1, 0, 0, 1,
Q1 1,184222 0,061845 0,043981 1,175185
0,2 1,295726 0,118337 0,079422 1,301404
03 1,381727 0,172549 0,111405 1,410294
04 1,452120 0,224449 0,140787 1,507765
] 05 1,5611643 0,273987 0,167998 1,596540
0,6 1,563074 .0,321177 0,1€3329 1,678231
0,7 1,608221 0,366082 0,216995 1,7539286
08 1,648340 0,408793 0,239172 1,824424
09 1,684342 0,449419 0,260008 1,890345
10 1,716913 0,488072 0,279628 1,952189
00 1, 0, 0, 1,
01 1,172245 0,050885 0,035120 1,162358
0.2 1,270099 0,084940 0,061356 1,275000
03 1,342382 0,135690 0,083931 1,369547
04 1,399448 0,173525 0,103897 1,452182
v 056 1,446208 0,208689 0,121805 1,625849
06 1,485485 0,241406 0,138016 1,682326
0,7 1,618122 0,271883 0,162785 1,652800
08 1,648326 0,300321 0,186341 1,708261
09 1,673983 0,326899 0,178817 1,7682885
1,606749 0,361779 0,190352

1,0

1.806480



1 1
S0 u%s = f 10 u%de ; @=02,... (4.1)
-1 7 -1

A Equacio (4.1), para a=0, “testa” a continuidade do fluxo total na interface, e pera
a=1, a corrente. J& os momentos de ordem supesior {a>2) ndo possuemn nenhum significado
f(sico. Os coeficientes calculsdos neste trabalho foram tais que satisfizeram este teste até o
momento de ordem 20, com cerca de 5 a 6 algarismos significativos, conforme se mostra no Apendies B

Tabela IV.5

Coeficientes discretos e distincias extnpolada"’

Problema de Miine

Caso A ) Bi{-m) z,
1 - 0,26357 0,71844 4,79442
2 - 0,47037 0,47259 2,71187
3 ~ 0,58252 0,31503 1,94298
4 - 0,83095 - 0,66583

(*) A distincia extrapolada (zo) ¢ expressa em unidades de live caminho médio do

meio 1.

Tabels 1V.6

Corficientes discretos

Problema da fonte constante

Caso Alyy) B(- ) ?

1 - 728,75 411,93

2 - 848,31 269,26

3 - 911,33 177,78

4 - 1054,8 - .
[ |

Com os coeficientes, calculou-se 8 distribuicdo angulsr na interface ¢ » modificagio ds

distribuicdo angular com 3 distdncia nos meios para ambos problemas.

As Figuras 5 e 6 tmostram as distribuicSes anguleres na interface pera o problema de Miine, ¢ as
Figuras 16 ¢ 17 pars 0 problema da Fonte Constants. Nota-58 a descontinuidade da distribuiclio anguler
na inerface, peras valores do cosseno do #nguio 2enital (x) nuio, e sinds, o sumento dests
descontinuidede com o sumento ds absorclio no meio 2. Corwvém salienter também, que pera o ceso 4
(meio 2 sendo vicuo) Siewert ¢ lshiguro‘"’ publicaram resuitasdos pars » distribuicho anguler ne
irtarface Dara 0 mnemn conjuntn de seccdes de choque, que se encontram inteiramente concordsntes



K )

com o3 nmvictrados nas Figuas 5 ¢ 6. Para finalizar, notase que a distribuicdo enyular na interface,
torna-se isotrépica com o aumento de abscdo nn meio 2, serddo bastante anisotropica para o
Caso em q.. meio 2 ¢ vacuo (absorvedor perterto).

A modificacdo 4 distribuicdo angular com a distancia em hivres raminhcs nwlios do meio ¢
mostrada nas Figuras 7A e 78, para o problema de Milne, e na Figura 18 para o problema da tonte
constante. Nota-se que para 0 problema da fonte constante as dhistribuncdes tornarm se progressivamente
mais proximas de uma dist ibuic3o isotropica e aumentam em mapvtide, carn o aumenta da distancia
no meio 1.

O efeito ocasionado na distribuicao angular emergente do meio 1, no qual > tem 3 fonte, pele
aumento da absorcio no meio 2, € mostrado na Tabela IV.7. Nesta tabela apresenta-se a razac do tiwo
angular para u=1 e para .- 0,05, ou sea, uma madida Jde mido smoirdnics & 3 Tdistribuicio
emergente’” do meio 1.

Tabela V.7

Razdo do fluxo angular, 1{0, 1) /1{0, 0,CS), ra interface

Milne Fonte Constante
Caso T T T
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 1 Grupo 2
) 118 1,25 3.16 1,24
2 1,32 1,36 1,28 1,32
3 1,46 1,53 1,39 1.44
4 240 268 1,99 246 :

Em fisica de reatores, as grandezas de maior interesse 330 os fluxos totais e 2 corrente Nas
Figuras 8 ¢ 9 sdo mostrados os fluxos para o problema de Milne, & nas Figuras 19 e 20, para o problems
ds fonte constante. O fluxo assintético, no qual se pegligencia & rontribuicdo dos termos contfnucs, ¢
mostrado apenas para 0 grupo 1. Notase, que nO meio 1, apHs 2 a 2 livres caminhos médios o
fluxo sssintbtico praticamente confunde-se com o fluxo total, enquanto no mein 2, esta distincia é
da ordem de 3 a 4 fivres caminhos médios. Além dissn, 0 meio 1 o fiuxo assintdtico superestima
o fluxo total, enquanto No meio 2, ele o0 subestima.

€ interessante salientar, que & regifo em que o fluxo iotal diverge do fluxo assintético,
pode ser interpretade como s regilo em que 8 correclio da teoria de transporte é significante. Essa
divergincis ¢ devido 4 contribuicio dos termos contfnuos, que foram intreduzidos pelo métado de
expamslo em suto-func3es singulsres, de modo 8 fornecer uma solugdo “exats” Js equaclo de
transporte. Ns Tabels IV.8 spresentase s rezlo entre o fluxo assintdiico ¢ o flux» total, como
funcio de disthncie nos meios pwra o problems de Milne, s r.2 Tabela IV.9, peara o problems da
fonte constante.

A corrente de néutrons para o problems de Miine, 4 mastrads nas Fiquras 10 ¢ 11, ¢ nas
Figuras 21 ¢ 22, para o problema ds fonte constante. Em todos os rasos a correntn 6 dingida no
meio 1, no qual s encontra & fonte e néutinns, pars 0 meo 2



Tabela IV.8

Fluxo assintotico {¢™* (x)) e razdo deste para o fluxo total
(¢({x)) para os grupos 1 e 2 — Problema de Mitne' ")

Caso x B Mg (2 o4 (x) A% (x) / ¢ (x)
-3 0,023225 0,997 0,078342 1,000
-2 0,029503 0,992 0,099%18 1,001
-1 0,037478 0,978 0,126418 1,002
1 0-("*) 0,047608 0,933 0,16059 : 1,008
0 0,053307 1,045 0,15888 0,996
1 0,066584 1,008 0,19846 0,999
2 0,081150 1,002 0,24187 1,000
3 0,097288 1,001 0,28998 1,000
-3 0,0080511 0,985 0,036684 1,000
-2 0,011835 0,962 0,053926 1,000
-1 0,017398 0,907 0,079273 1,003
2 0 0,025575 0,756 0,11653 1,010
0,038338 1,133 0,11427 0,990
' 0,053558 1,020 0,15963 0,998
2 0,069816 1,004 0,20809 1,000
3 0,087425 1,001 0,26057 1,000
-3 0,0027996 0,964 0,019149 0,008
-2 0,0046926 0,911 0,032097 0,006
-1 0,0078656 0,792 0,053801 0,994
0- 0,013184 0,534 0,090181 0,992
3 0 0,030219 1,224 0,090072 0,990
1 0,046404 1,028 0,13858 0,997
2 0,063668 1,006 0,18977 0,909
3 0,082076 1,001 0,24463 1,000
|
0 0,012237 1,501 0,036473 1,187
4 1 0,030845 1,028 ,001937 1,003
2 0,050052 1,006 0,14918 1,000
3 0,059994 1,002 0,17882 1,000

{") O fluxo assintético ¢ expresso em unidades de: (néutrons por unididc de comprimento 80 quadrado
por unidade de tempo),

{**) O valor do fluxo essintético é caiculado usando-se psrimetros do meio 2 am 0~ ¢ usando-se perd-
metros do meio 1 em 0°,



Tabe:la IV.9

Fluxo assintatico (9™ (x)) e razBo deste para o fluxo total
{¢(x)) psra os grupos 1 e 2 — Problema da Fonte Constante(”)

37

Caso x L I Ay W @ (%) AR PO

-3 13,316 0,994 44,919 1,000

-2 16,916 0,996 57,061 1,001

-1 21,489 0,956 72,485 1,004

1 0- 27,297 0,866 92,078 1,013
o 35,093 1.113 81,668 0,987

1 41,923 1,021 110,05 0,997

2 47,866 1,005 127,76 0,999

3 53,038 1,002 143,17 1,000

-3 4,5869 0,978 20,900 1,000

-2 6,7429 0,946 30,724 1,001

-1 9,9122 0,870 45,164 1,004

2 0 14571 0,676 66,392 1,017
o 26,439 1,237 63,803 0,978

1 34,392 1,035 87,508 0,995

2 41,313 1,008 108,23 0,999

3 47,335 1,002 126,17 1,000

-3 1,5799 0,954 10,806 0,097

-2 2,6482 0,887 18,114 0,995

-1 4,4388 0,742 30,362 0,994

3 0 7,4404 0,460 50,802 0,995
) 21,732 1,341 49,864 0,975

1 30,297 1,044 76,392 0,994

2 37,749 1,010 97,604 0,999

3 44,234 1,003 116,93 1,000

o’ 11,348 1,850 18,914 1,134

4 1 21,261 1,054 48,459 0,908
2 20,886 1,011 74,168 0,999

3 37,392 1,003 96,639 1,000

)

O fluxo amsintético é expresso em unidades de: (ndutrons por unidade de comprimento so quadredo

por unidade de tempo.



Finslizando, ¢é conveniente esclarecer a respeito das unidades fisicas das grande::.
mostradas nas figuras desta seccdo. As grandezas ndo s8o expressas em nenhum sistema particuler
de unidades, isto devido ter-se solucionado a equacdo de Transporte, (2.2.3) numa forma adimensional ¢
sendo 0 termo de fonte normalizado para ambos problemas. Desta forma, o Hluxo angular, fluxo total e
8 corrente possuem apenas, 8s dimensdes que definem estas yrandezas, ou seja, {néutrons por unidades
de comprimento 80 quadrado por unidade de tempo).
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5 - CONCLUSOES, DISCUSSOES E SUGESTOES

O principio da invarianca tem sido aplicado com sucesso na solucdo de pvéblemas em um
semi-espago e na derivacdo de relagbes de ortogonalidade das auto-fungoes singulases, no semi-intervalo.
Embora Chandrasekhar“ " tivesse sugerido 0 usn da fungdo S no estudo de problemas em dois meios
adjacentes, os antigos trabalhos limitaram-<e a um meio e somente recentemente, como discutido na
secedo 1, Ishiguro, Siewert e Bukart mostraram que a idéia pode ser usada com sucesso na solucio de
problemas em meios adjacentes na teoria de um grupa.

Nede trabatho mostrogse que a mesma técnica ¢ vidvel de ser aplicada considerando-se a
dependeneia energetica através do modelo de dois grupos, atém de solucionarem-se os problemas tipicos
em senv-espaqos intinitos.

No modelo de um-grupo, a combinagao do método de expansdo com o principio da invariancs,
reduz, nos problemas de dois meios, o calculo de parametros, a uma forma andloga a problemas de um
meio, ou seja, encontram-se expressdes explicitas para os coeficinetes. J&, no modelo de dois grupos, tal
procedimento n3do ¢ possivel, dado as grandezas serem vetoriais e matriciais e portanto impossibilitando
as mesmas manipulagoes algébricas realizadas em um-grupo.

Além disso, no modelo de um grupo é possivel aplicar-se esta combinacdo & problemas em
meios finitos, e que até o momento nio foi possivel no modelo de dois grupos. Tal limitagdo ocorre,
devido ndo se ter encontrado uma forma simples e n3o-singular para a matriz espalhamento em meios
tinitos,

Mesmo assim, a generalizacdo para o modelo de dois grupos, proposta neste trabalho, pode ser
encarada como um avango nos métodos ‘‘exatos’’ de solucdo da equacdo de Transporte de néutrons. Tal
contribuicdo torna-se significante, na medida em que o desenvolvimento e aperfeigoamento dos reatores
nucleares exigem informagdes tedricas mais detalhadas e precisas da distribuig3o de néutrons.

Assim, o método aqui desenvolvido pode contribuir em termos préticos para o estudo de
efetividade de refletores na vizinhancga de interfaces. Além do que, o conhecimento preciso ds ‘‘disténcis
extrapolada”, elimina a necessidade de um tratamento numérico em refletores espessos ¢ homogéneos, na
medida em que esta grandeza pode ser usada como condicdo de contorno, para representar 0 ponto, no
refletor, no qual a distribuicdo de néutrons é nula.

Como sugestdo, & de interesse realizar-se uma comparac3o do método aqui introduzido com
métodos aproximados (Py, DP,, etc.). Tal trabstho, que tome o método exato como pedrio,
justificar-se-ia pois, forneceria informacdes a respeito.das diferencas entre os diversos métodos; e também
qual destes seria mais conveniente para a descricdo da distribuicio de néutrons em meios adjacentes.
Salienta-se que comparagdes entre 0 método “‘exato’’ e métodos aproximados s& foram reslizadas em
problemas de um semi-espaco 36)

Sugerese também que se realize uma aplicac3o do método aqui usado pars o caso mais geral de
multigrupos. Tal generalizacdo forneceria uma descricio mais realista da dependéncia energética. Adm
disso, um estudo considerando a hipotese de meios espalhadores anisotrdpicos, descreveria mais
realisticamente a dependéncia anqular,



APENDICE A — PROCEDIMENTO NUMERICO — COMPUTACIONAL

Neste apéndice descrevem-ss o3 procedimentos numdricos ussdos, 8 fim de se obter os
resultados apresentados ne secglio 4. Para a obtencio desses resultados foi feito um programs em
hnquagem FORTRAN-IV, o qual foi rodado no computador 1BM-370/155 do Centro de Processamento
de Dadas, do Instituto de Energia Atémica. Este programa ¢ sumarismente aqui descrito.

Os auto-valores, mostrados na Tabela 1V.3, foram caiculados encontrando-se as raizes de
Equaciio (2.3.1), através da ticnica numirica de Newton-Raphson ¢ que essencisiments consiste num
processn iterativn dn tipo

i)
) Alv ")
A °_ (A1)
o [ )

/Hv° )

ou s, se vom ¢ um valor aproximado da raiz da squagio, entdo toma-se vo‘”" como uma
sproximaciio meis exata, sendo O processo repetido até a diferenca entre valores consscutivos seis menor
que uma determinada precisfo. Neste trabalho, encontraram-se as raizes pars 0s Quatro meios estudsdos,
sendo que 3 precisio exigida pars o processo de iteracdo foi de 107'° ¢ sendo o nimero de iteragSes
necessivias pera a convergéncia 10, para © meioc menos sbsorvedor, ¢ 6 para o mais absorvedor. E
interessante salientar que como valor inicial de y,. pera s iteragdo, pode-se usir 0 suto-valor, ou O
comprimento de difusdo, fornecido por métodos aproximados: aproximaglio P-1 ou teoris de difusio.

Aqui se exp3e o procedimento usado pars o cliculo ds matriz H, mostrads ne Tabels IV.4 ¢
definids pela Equaciio (2.5.5), que ¢ de importincia fundamental no desenvolvimento tedrico exposto.

A equagio de definicio da matriz H pode ser escrits como,

1 -
H' ) = EuCS HW) T (A2)
]

St

¢ usando-se 2 squaciio de vinculo de matriz H, conforme discutido por Siewert ¢ lshi'wo“” como:

1 - ’
[€+5 f O TW = clum,) = 0 (A3
° Wp
olém disso, definindo-se,
vy {145)
»y 4+ [
Blw) = (A4)



c“U,(u|)+ cuUQ(u.) 0
(A.5)

Uy ik # e Uyt !

entdo o termw integral na Equacdo {A.2), multiplicado por YA{u) pela direita, pode ser reduzido para a
Eeuacan 1A B oo uso do vinewlo (A 3) e de varias manipulagbes algébricas.

’ .
'

1. du 1 ~ 1}
POGAOTW - YA = HWY T 2w) -,
¢ ] [T 4

> Mot
1-v,

- - Uy 0 (A.6)
-

onde,

du) = Y AW (A7)

e usou-se a identidade,

v (1 =wy) e + ) L
_l_._i. .H H é—. (_“u) ‘l

vy =1} (ry ) 0 0 ]

AWM = € - (A.8)

portanto, 8 Equacio (A.2) pode finalmente ser escrita numa forma que é facilmente soluciondvel
numericamente ®* , como:

1~ dy’
H ' ) = E~uC[f Hiu) T 2(u') == + Plu)] Riu) (A.9)
° H b

onde,

vy ~1 U‘(u.) 0
Plu) = —— (A.10.7)
vy +u U:‘”l’ 0 !

Rl = A7 u) Y~ {w) (A10.2)

* Conforme notado por Mbuvo"m ¢ Equacio (A.9) conveige cerca de 16 veres mals répide, em termos de NLUMEO
de itarach. dn que 8 Equecdo orlgins! (A.2) de definiglo de matriz Hip).
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A equagio (A9) ftoi solucionads atraves de um processo iterativo, no qual as integrais foram
calculadas pelo método de quadratura de Gauss. O critério de convergéncira usado foi tal que o valor
calculado H{u) entre duas iteragies consecutivas fosse menor que 10 ". Nota-se, yue com tal critério o
nOmero de iteragOes necessdrias para a convergéncia é aproximadamente constante para os meios
estudados (10 iteragdes). E interessante salientar, que a Equacgdo (A.9) foi solucionada por iteracdo, para
os pontos de quadratura usados no método de integragdo numérica de Gauss. Desta forma dsie:-se usar
estes resultados e inseri-los na integral da Equacao (A.2) para o célculo da matriz H em qualguer ponto.

Com a matriz H é possivel o cilculo direto das matrizes espathamento S{uu’), dada pela
Equagdo (2.5.3), para os “meios estudados. Portanto, o conjunto de equacghes integrais acopladas para a
distribuigdo angular na interface, (3.1.8) para o problema de Miine, e (3.2.7) para o problema de fonte
constante, pode facilmente ser resolvido através de uma iteracdo numérica para os fluxos angulares. O
nimero de iteragdes necessérias, (segundo em critério de convergéncia de 10™!° para a diferenca entre
valores, dos fluxos angulares, obtidos em duas diferentes iteragbes consecutivas) decresce com o aumento
de absorgdo no meio 2, e varia de 20 a 30 iteracOes, conforme o caso, problema, ou nimero de puntos
dJe quadratura para o qual a iteragdo ¢ realizada.

Como foi discutido na seccdo 3, com a distribuicdo angular na interface, obtida da iteraciio
acima descrita, é possivel o célculo dos coeficientes da expansdo em auto-fungdes singulares: kguagdo
{3.1.10) para o problema de Milne e (3.2.9) para o problema da fonte constante. Os coeficientes
discretos poden ser obtidos por uma integracio numérica direta. Para determinacdo dos coeficientes
contfnuos & necessdria a solug3o de integrais singulares. 1sto ocorre pois a matriz ©(», u), que aparece nas
expressdes dos coeficientes, definida pela Equacdo (2.6.15), envoive singularidades.

Para a solugdo numérica de integrais singulares, usou-se o pmcedimcntu“m:

b ¢ (x) b ¢ix) b-
f Q— dx = f 9-{—“(:) + ¢fc) ¢n ¢ ; ¢ € (ab)
8 xX—¢C » x—c c—a

Conhecendo-se os coeficientes o problema estd solucionado, pois a distribuicio de ndutrons
pode ser facilmente encontrada. Assim a distribuicdo angular, o fluxo total e a corrente podem ser
calculados pelas férmulas discutidas na seccdo 3. Deve-se ressaitar, que devido o comportamento
ressonante dos coeficientes deve-se usar na sua integracdo numérica um nomero relativamente grande de
pontos de quadratura.

Como inicialmente discutido nesta sec¢do, 03 célculos foram realizados no computador IBM/370
stravés de um programa, em dupla precisdo e linguagem FORTRAN-IV, que consome em média cerra de
20 minutos de CPU (unidade central de processamento) para rodar cada caso, sendo constitufdo de uma
parte principal e de vérios subprogramas:

SUBROTINA AUTO - Calcula os asuto-valores discretos, para qualquer- meio, através dl
técnica numérica de Newton-Raphson.

SUBROTINA HMATRIX - Calcula, por iteracdo, a matriz H(u) em pontos de quadratura, 2 testa
0% valores calculados.

SUBROTINA SHI -- Calcula a matriz H(u) para qualquer ponto, usando os resultsdos da
subroting HMATRIX,

SUBROTINA LLAMBDA -- Caleala w matriz dispersdo, Alz), pao qualquer ponto e miein,



G6

SUBROTINA SMATRIX -

SUBROTINA SUIN -

SUBROTINA TFLU --

SUBROTINA COEFA -

SUBROTINA FLUTO —

SUBROTINA ANFLU -

Calcula a matriz espalhamento, Slu.’), usando resultados da
subrotina SHI.

Calcula os fatores de normalizagado, Jdefinidos na secgdo 2.6, além de
parametros auxiliaies.

Calculs, usando resultados do programa principal e da subrotina
SMATRIX, a distribuigdo angular na intreface, para qualguer valor de
H, além de calcular fungoes auxiliares.

Calcula us coeficientes discretos ¢ continuos, usando resultados do
programa principal e de virios subprogramas para qualquer ponto ou
meio.

Calculs fluxo toral, assintotico e corrente para qualguer meio e valor
de x, usando os coeficientes calculados e vdrios patdmetros.

Calcula o fluxo anqular para nualquer valor das varidveis, espacial e
anyular, usando os cocticientes e vanos patametros.

A Figura A1 mostra o esquema ogico de cdlculo arado o propama
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APENDICE B - TESTE DOS MOMENTOS

Contorme discutido na seccio 4, os coeticientes calculados devem ser tais que satisfacam o
chamado ‘“‘teste dos momentos”, ou seja, a condigiio de continuidile da distribuicio angular na
interface, deve ser satisfeita pia todos seus momentos se os resultados obtidos forem corretos:

1 1
y 1 1,10, A S 1,10, M, e 01,2 B.1)
- 1

Este teste sé ¢ satisfeito para a solugio da equacdo de transporte,

Nas soluches aproximadas o teste é satisfeito apenas para um determinado numero de
momentos. Por exemplo, na aproximagdo P-1 apenas os dois primeiros momentos (fluxo total ¢
corrente) sdo satisfeitos.

Neste apéndice expoem-se os procedimentos analiticos e numérico usados neste trabatho para a
verificacdo deste teste. Restringe-se a exposicdo apenas ao problema de Milne. A generalizacio para o
problema da fonte constante é faciimente obtida, conforme se discutiré no fim desta seccio.

Usando-se as Equactes (3.1.4) e (3.1.5) para x =0, a fim de exprimir a distribuiclo snguler ne
interface, a Equacdo (B.1) pode ser reescrita como:

1 10 1
B AW [ ety s s 4 (A S WA ) WO

1 ! !
. A{,”MIi P s o) dv + Lo A2y) g . ot v a1) % ao
- ] -
\} o - p-) ! °
. f_' by -0y ) 10} < P 43(-,,,)]__1 V3l My ) 4 du
/o ! !
1M e s BN g Y b Wau) dn
1 1
o 8 Pm s ‘!;2»‘ i) 190, dn} (8.2
1/0; i

Desta forma, torna-se necessirio calcular-se as integrais do tipo:

1
LG . ) %y 8.3)



Fara 1al, reescreve-se a equacdo de transporte, para o caso da matiz C simétrica, ou seja.
b 1
wos Wixu) + T Wixp) = CJ . Yixu') dy’
x .

vropondo se uma sofugdo do tipo:

.l4
Wix) = »lvy) e

inserindo-se na equacio de transporte, obtém-se,

1
"0+ Eoa = CM ) na

onde

1
M6 = bruldy
-1

Como discutido na secgdo 2, Mo (v} ¢ uma fungio conhecida para qualquer valor de v. Pars ¥ igusi ao
auto-valor discreto, Mo(v) & dada por (2.6.6); e para v¢(0, 1/0) por {2.6.2); e para ve(1/0,1) também por
(2.6.6).

1

Multipiicando-se (B.4) por u” " e integrando-se no intervalo (- 1,1), obtém-se:

CM (- Ny aod 8 5)

onde M,(» & dado por (B.3). Obviaments, s Equacio (B.5) ¢ uma equacio de recorrincis pers s
integrais do tipo (B.3), ¢ portanto dado que se conhecs Mo(v), pode-se conhecer quaiquer momento de
ordem superior.

Desta forma, 8 Equacdo (B.2) quando escrita em termos de M_, tem a forme:

-

)
1"a

1)

12“(0;] dv

1/0
Byt LAWY Myl v S A0 My + AT W

1
] {2) ol .
* S, AT MG v+ Wy g1v) ) = B B m) M)

L]

tig
#1718 m MGG+ BYY-m) Ml i dn



0

1 )
+ 8'2) n M‘;‘( ) dy | {8.6)
1/0,

O teste dos mumentos cxpneya: atraves e (B.G) ¢ taciimente realiziavel, pois as fungoes A_ﬂo
podem ser obtidas ta equdagdo de recortincia para tuitiguer valor de a. Neste trabalho, aphcou-se este
teste até o momento de ordem 20, tendo-se obtido B a 6 alyarisinos significantes. Convém salientar que
devido a0 comportamento ressonante dos coeticientes continuos na regido (1/v,1), conforme discutiu-se
na seccao 8, deve se usar um nameso qrande de pontos de auadratura (64 pontos), quando da integragao
mmérica nesta 1egiao.

Na Tabela |A.1) mostra-se como Hustracao vus resultardos desse teste para os casos 1 e . Hesta
tabela as duas Gltimas colunas referem se as diterencas entre o lado direito e o lado esquerdo da Equacio
(B.6) ([_}a). As duas primeiras colunas refeiemese aos valores significantes para o grupo 1 e 2, dos vinte
momentos. Nota-se que a precisao diminui com o aumcnto de absorgdo no mew 2, isto devido a0
comportamento dos coeficientes ser tal que Jgumentando-se a ahsor(do, 0Os piIcos tornam-se maiores e
mais estreitos, vide secgdo 4, dificultando portanto a integracdo numérica.

Aplicacdo do teste é facilmente extendida ao problema da fonte constante, bastando a
substituicdo do termo (M_( »,), do problema de Miine, por (1/a + ner (e )"yp. Os resuitados
do teste, para este problema, siu da mesma ordem de grandeza do problema de Milne, nido sendo
portanto necessdrio reporta-los.

E interessante salientar ainda yue além de se testar a continuidade dos momentos da
distnbuicin anquiar, tndtnu-se também a continuplade Jdesta distribuicio ponto a ponto, nu seja.

!4(0J1 17(0w0 Lot

obtendo-se 8 mesma precisio |4 discutida,



Taheln B.1

Testes dos Momentos até ordein 20(*) — Problema de Milne

n

- ) s e
Caso a Grupo 1 Grupo 2 Aa, Af_l__ ]

0 ,0510335 ,159596 9,5x107" 20x10"7

1 -.,0033923 -,012138 1,0 x10°"7 1,1x1077

2 ,01711020 ,05369126 7,7 x10°° 3,1x10"°

3 -,0019747 -,007257 9,5x10°* 1,6 %1077

4 ,0102901 0323404 1,4 x10°° 24x10°®

5 -,0031947 -,005175 92x10°* 1,9x1077

6 ,0073594 ,0231500 27x10°" 23x10°"

7 -,0010783 -,004022 89x10°° 1,7x1077

1 8 ,0057285 ,0180301 3,7x107® 1.8x10°*

9 - 0008790 -,003289 8,7 x10°® 1,4x10°"7

10 ,0046895 ,01476568 4,4 x10°° 1,5x107"

1" - 0007420 -,002782 86x10°" 1,1x107"7

12 ,0039696 ,0125027 50 x10°* 1,2x10°"*

13 -,0006419 -,002410 84 x10°" 95x10°"

14 ,0034414 ,0108414 55x10"" 1,1x10°"

16 -,005656 -,0021268 83x10°" 8,1x10°®

16 ,0030372 ,0095699 59 x10°* 95x107°

17 - 0005055 -,0019026 82x10°" 7,0x10°*

18 ,0027810 ,00856544 6,3x107® 8,7x10"°

19 - 0004570 -,0017212 8,1 x107° 6,2x10°*

20 ,0024596 00775183 6,7 x10"* 8,1x10"°

0 ,033850 ,115386 33x10"7 15x107"

1 -,00438319 -,0136997 5,7 x10~* 2,7%x10°%

2 ,0114679 ,0391560 89x10"" 43x10°*

3 -,0024962 -,008125 29x10°* 1,2x10°7

4 0069230 ,0236671 22x10°" 4,1x10"

5 -,0017483 -,0067759 42x10°" 1,3x10°"

6 ,0049610 0161728 1,7x10°% 28x10°*

7 -,0013458 -,004480 5,0 x10°° 1,0x107

8 ,0038662 0132343 4,5x107" 1,8x10°*

2 9 -,0010940 - 0036596 57 x10~* 84x10°*

10 0031676 ,0108468 6,5x10"" 1,3x10°*

1 -,0009217 -,0030929 62x10"" 68x10°"

12 ,0026829 ,0091896 82x10"° 1,0x10°®

13 -,0007963 -,0026783 6,6x10"* 56x10°*

14 ,0023269 ,00797198 9,7 x10°* 9,2x10°°

15 - 0007009 -,0023616 69 x10°* 48x10°?

16 ,002054 ,00703940 1,1 x10°7 8,7x10°*

17 - 0006259 -,0021120 1,2x10°* 42x10""

18 ,001838 ,00630225 1,2x10”7 84x10"°

19 -,0005655 -,00191000 7,6 x10°° 3,7x10°"

20 001664 0570489 1.3x10°7 1,3x10"*
I — s e ]

(") Para obtencdo desses resultados, foram usados, 20 pontos de quadratura no intervalo (0,1/¢) nas

et o en numericas
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