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TEORIA DE TRANSPORTE DE NEUTRONS EM MEIOS ADJACENTES

NO MODELO DE DOIS GRUPOS E ESPALHAMENTO ISOTROPICO

Josv Rubvni Rteiof mo

RESUMO

0 método d* txpsnsão im auto-funçõu singular** t o princípio da invariância «fc combinado» para kmoduitr
ym método d» sotucfa d> pnbkma da transporta dl neutron* «n maios adjacant** no modrto dt doto grupo* a

O método aqui undo, comuta na obtançab da um conjunto di aquacdas integrai» acoplada», para a
cftstrtouicfo angular na inmtaca. a partir d* condição da contHHHdaria do »luw> angular na intarfaca a do princípio da
Irwarianca Oi coaliciantai do método da ampansio am auto-funcãa» singular** podim antab **r obtido* mando-* oi
multado* dai equaçSei inragrai* crtac°M a d** piupiiadajai d l ortogonalidida da* auto-runcdas.

Moatram-af multado* numérico* para o problama dt Mibw a da lonta constant*, am maio* da água lava a égua
bonda, a fim d l mottrar a «abiltdad» da aplicação do método proposto.

1 - INTRODUÇÃO

1.1 — Taorw da Transporta ~ Resumo Histórico a Métodos

Historicamente a Teoria da Transporta teve sua origem am fins do século passado dado o
interesse paio estudo da difusão da luz m atmosfera. Investigações sobra a transferência da radiação
luminosa lavaram a tstudos elementares da chamada aquaçio da transporta ou da Boltzmam a, am
1921, Milnt (38) formulou um modelo para o estudo da distribuição angular da radiação emitida por
uma estrela baseado nesta teoria. Embora muitas informações da valor tenham sido obtidas para a
Astrofísica, nenhum progresso matemático foi feito até a solução exata do problama proposto por Mima,
por Wiener • HopfM ' ' . am 1931, através da técnica datransformada de Fourier.

Com a descoberta do néutron, da f infr nuclear a consequentemente dos reatores da fissão
oomrolada, esta teoria foi generalizada para o estudo da distribuicio neutronica, dado qua um doa
fundamentais requisitos para o projeto a desenvolvimento dos reatores nucleares é o entendimento da
distribuicio a movimento da nlutrons dentro dasaas reatores.

A Teoria da Transporta da neutrons tem por objetivo o estudo da migração danei nudeons
através da meioa materiais* essa migração envolva i w grande numero da colisões aleatórias entra
nlutrons a átomos do maio, para estudé-la dava-ta primeiro oonhacar at Ms qua govarnam as colicoas
individuais t , entio, resolver o problema da detcrmineçlo do resultado líquido da um grande numero
dessas interações aleatórias. 0 problama de sa estabelecer as Ws que governam as colisões I objeto da
Física Nuclear, baseada nas Pait da Mecânica (QiAntica ou Clássica), sendo qua a Teoria da Transporte
trata da tíMermínecêo da distribuicio de nlutrons em termos angular, espacial a energética.

0 cálculo da distribuicio de nlutrons num sistema físico poderia, teoricamente, ser efetuado
instríndo-se na aquaçio da transporta um conjunto apropriado da secedes da choque, que representasse
*< probabilidades de interação e descrevesse as colisões individuais a condições da contorno que



m realisticametite o comportamento tísico e geométrico do sistema. Desta forma, obtei-se-iam

pnr proctxJimentos iivitemáticos convenientes.

Pnrém. em vista cie que os sistemas físicos reais, tal como um reator nuclear, apresentam

complexidades tais como: arranjo geométrico qiie acarretam heterogeneidades e de difícil representação

matemática; quantidade de isótopos com propriedades distintas, cujas concentrações variam espacial a

temporafenente; energia dos neutrons variando do limita superior de alguns MeV, correspondente aos

neutrons emitidos em fissões, até ao inferior de frações de eV. correspondentes a neutrons em equilíbrio

térmico com o sistema; variações complexas das seccões da choque com a energia.

Uma descrição matemática de tal sistema e a obtenção de soluções razoáveis", só é possível

quando sa considera um "modelo" idealizado e simplificado, além do que estas complexidades dio

origem a duas alternativas para a solução tio problems, a primeira é propor-se uma solução

"matematicamente exata" de um problen.a altamente ideal' .4o a a segunda, uma solução aproximaria

para um modelo riais reali'stiro.

Nos cálculos neutrònicro aproximados, para prni> to de reatores, desenvolveu-se inicialmente

uma versão simplificada da Teoria de Transporte, conhecida como aproximaçlò, ou teoria de difusão'8 ' .

Nesta aproximação omite-se considerações detalhadas da migração da neutrons, no que concerne,

principalmente as colisões individuais que -»heram a direção da partícula, e se passa diretamente para a

descrição da distribuição espacial, considerando-se os neutrons como um "fluido" em analogia com as

equações de condução de calor e difusão de massa. Além disso, impõe-se aos neutrons uma direção

preferencial através da chamada lei de Fick*. Essa aproximação simplifica o cálculo das variações

espaciais da distribuição de neutrons e fornece uma boa descrição para grandes distâncias (quando

comparadas com o "livre caminho médio" dos neutrons) das fontes e fronteiras físicas, sendo portanto

da utilidade no cálculo de "reatores grandes", falhando porém no cálculo de pequenos sistemas ou perto

de fontes e fronteiras.

Há dois métodos de tratamento para a dependência erwgítica da equação de transporte. O

primeiro, conhecido como "dependente da energia", simplesmente trata a energia como uma variável

contínua, o que acarreta dificuladades na obtenção de soluções rigorosas, dado que os parâmetros

nucleares normalmente são funções complexas da energia. Para contornar essa dificuldade, é comum

expandir os termos dependentes da energia em polinômios tendo o mesmo intervalo de definição da

energia, da zero a infinito. Como exemplo, citam-se os polinômios de Laguene, e de Tscnebycheff. O

segundo é o "método de multigrupos", no qual se divide o intervalo de energia da interesse num número

finito de «ub-intervalos (ou grupos) sendo os parâmetros nucleares (secção de choque, fluxo angular, etc)

valores médios adequados em cada grupo.

A dependência angular dos parâmetros poda ser descrita por uma expansão em termos finitos da

polinõmk* ortogonais do angulo. Um tratamento desta tipo, foi desenvolvido por Mark 1 3 3 ' , sendo

conhecido como "aproximação PN". Essencialmente consiste na expansão em "esféricos harmônico*"

para a dependência angular, ou simplesmente em polinômios de Legendre no caso de simetria azimutal,

sendo a série «fincada na ordem (N + 1)

Uma outra aproximação para a dependência angular, no caso da geometria plana, foi

proposta por Yvon I S 7 > , que sugeriu expandir o fluxo angular em uma série de polinômioi de Legendre

separados para valore* do cosseno do ângulo zenltal in) positivos a mçetlvos. A razfo é qua na interfase

sntre dois meio», o fluxo angular tem uma descontinuldede física para o coueno nulo do ângulo zenltal

(0 * 90") • uma «fmple» aproximação PN nfo representa « t e fato, dado turn uma «orna finita de

polinômioi de Legendre 4 sempre umi função contínua, enquanto que numa dupla expando pnlinomial

(0P M ) a descontinuideda física é muito bem representada.

* A M de Flek foi uMde Inicialmente para o Mudo dt f«n6m*no« dt rilfuaJb tm NquWo» • gtwt. Etwnetalnwnt* tmpSt
•ju» • dktçeb da oorrenlt da neutron», nja contrária ao greriltnfe d* ifcmtidadt Ion fluwi) da nlulrom a qu« • lnt»nf|.
d»dt Mjt proporcional • um pmtmMro rio rn«lo, ennnacfdn como crwfírftnw rf» rtlfin*n, « <*> gr»rf(*Mc •((. fluwv



Apesar das aproximações PN t DP N fornacartm bons resultados para a dependência
exitte um terceiro método oonhacido oomo "ordenadas discretas ou S N " . Apesar da Inicialmente ter sido
proposto para soluções da problemas astrofísims (transferência radiativa), foi generalizada para o
transporta dt neutrons, por Carbon161. Em essência, consiste na solução da equação da transport* am
termos de um conjunto da direções discretas ou seja. as integrais angulares sao aproximadas por somai
sobre direções discretas, normalmente pontos dt quadrature dt Gauss, e as derivadas angulares por
diferenças de ângulos discretos.

É de interesse salientar que na solução da equação da transporta deva-se lavar am conta
simultaneamente a dependência angular a energética. Desta forma, os métodos dt muhigrupo. ou
dependente da energia sio usados iuntos com PN . D P N . S N ou outro* métodos, para sa obter soluções
da distrfeuiçao dt neutrons. Além disso, apesar da equação dt transporte ter uma aquaceo
intagro-diferanciel. com a apücaçfo destes métodos, e de um tratamento matemático adequado, reduz-»
o problema i soluçio dt um sistema de equaçoe; atgébricas ou da diferenças finitas, o qual poda sar
facilmente resolvido por procedimentos numéricos ou computacionais.

Em 1960, Casa'7', baseado num trabalho de Van Kampen's(S6> encontrou soluções rigorosas da
equação da transporte para neutrons monoenergétkos, introduzindo um novo método da solução qua é
conhecido atualmente como "método de expansão em auto-funções singulares ou método da Case".
Nesta método, através da uma separação da variáveis adequada i linearidade da aquaçio da transporta,
desenvolveu-se auto-funções singulares, as quais, quando linearmente combinadas, raprafantam a
distribuição angular.

Dado o fato de que o "método de Case" não usa nenhuma aproximação, tal oomo a expand»
am potinomios trancados até determinada ordem, ela forneça soluções matematicamente exatas
lantliticasi* Porém, oomo já discutido, a vantagem da obtenção da soluções rigorosas é dHnmuida paio
fato do método sar restrito a uma daste de problemas limitados a idealizados. Mesmo assim, dado ot
esforços que vim sando realizados dtsdt o trabalho pionairo dt Case, tem sido aplicado oom sucesao a
uma grande variedade da problemas, além dt ter sido generalizado para muttigrupos a em difueiitas
geometries, a também, usado em outros campos, oomo física do plasma, transferência radiativa a
propagação do som. Pode-se afirmar portanto que este método possua as seguintes vantagens:

1) Em certas situações é uma boa aproximação da realidade física.

2) Os resultados e o desenvolvimento da teoria sio da interesse matemático, principalmente
no qua diz respeito á solução dt problemas de valores da contorno.

3) Serve oomo testa das aproximações da teoria da transporte, dado que fornece soluçõas
rigorosas.

4) t conveniente para problemas de engenharia nuclear, que necesaha da informações sobre
fenômenos qua ocorrem na fronteira do reator; da determinação precisa da "distancia
extrapolada", a da estudos da efetividade de refletores.

Por outro lado, o astrofísico Ambarzumian'1' oom o intuito da solucionar problemas sobra a
refltxio difusa da luz por atmosfera estalar, introduziu um método da soluçio dt probtamas dt
transporta, conhecido oomo "invariant imbedding". Esse método á radicalmente novo na formulaçfo dt
problemas da transporte, na madida am qua nlo faz I M > da aquaçio da Boltzmenn. Essencialmente,
formula equações integrais para as funções que descrevam a refltxio e a tranamistSo da radiação, com
base em princípios da ínvariença, os quais foram generalizados a formulados sistematicamente na teoria
garal da transferência radiativa por Chendrasekhar112'. O método, originalmente introduzido para
solucionar problemas dt radíaçfo luminosa, é aplicável a outras radiações, oomo neutrons a ratos-r,
sando hoje, extensivamente estudado pala radiobiologia a engenharia nuclear na toluçtb da problemas
ligados • projetos de blindagem d« reatores.



Além dos métodos citados nesta seccao. existem outros d* importincia secundaria.
do "método da Monta Cario" que é amplamente usado na solução de proMemai de transporta

da neutrons e outras radiações. Neste método, a "história** da partícula é girada seguindo-st um neutron
individual através da colisões sucessivas. A localização da colisão e o resultado da tal coKsab. ou seja, •
direção e a energia do neutron emergente, é determinado a partir das possibilidades da um conjunta
conveniente de números aleatórios.

1 2 - Revisão da Literatura (Método de Case a "Invariant Imbaddmg")

Apôs a publicação do trabalho de Case171, introduzindo o método de expansão em auto funções
singulares, surgiu uma avalanche de artigos com o intuito de generalizar a fundamentar este novo
método.

O problema do reator homogêneo tipo placa, sem refletor, para neutrons munuanaigéticos (um
grupo) foi resolvido através desse método por Zelazny158' e PahorU3). Ozisik e Siewtrt'421

desenvolveram uma série de soluções particulares da equação d» transporta para nèutrona
monoenergétteos. que possibilitou o uso desse método em problemas com fontes externas. Mika137'
usou pala primeira vez esse método na solução de problemas cujas colisões no meio sào anisotropicaa.
Case e Zvwifel191 deram maior consistência matemática ao método, demonstrando taoramas da
existência e umeidad» das soluções encontradas. Kuscer et alii(2S> foram os primeiros a observar
propriedades de ortogonalidade das auto-funções, no intervalo (0,1) e, usando dessas propriedades,
solucionaram de maneira direta problemas em um semi-espaço considerando o modelo da um grupo •
espefttamento isotrópico. Problemas em um semi-espaço foram também solucionados, considerando o
cspaihamento anisotrópico. por Shure e Netelson14*' e por McCormick e Kütcar'311, os quais
resolveram os problemas de Milne. Albedo c fonte constante «ando propriedadts da ortogonalidade por
atos desenvolvidas. McCormicx e Mendtlson<32>, usando também propriedades de ortogonalidade no
semMntervelo, solucionaram problemas em maios f initoa, como o prootneme dt Anado am placaŝ  A
generalização do método para outras geometries, foi inicialmente feito por Mitsr*'3*1. que encontrou
soluções para problemas em geometries esféricas a cilíndricas, a tombem por Erdman a Slimart'1**, qua
diianvolvaram a função de Green para geometries esféricas no modelo de um grupo. Além disto, ainda
considerando um grupo de energia, o método foi extendido por Kuscer a Zweifer26' para soluções da
problemas dependentes do tampa

O método da expansão em auto-funções singulares foi generalizado para o modelo de dois
grupo* de energia por Zelazny e Kuszell1591, os quais solucionaram problemas em geometria plana,
Albedo a placa crítica. Sievmt e Shieh1531, posteriormente, deram maior consistência matemática a assa
gtneraJízaçio, discutindo propriedades da compietividede a ortogonalidade doa auto-vetoras. Relações da
ortogonalidade no semi-intervalo (0,1), no modelo de dois grupos, espalhamanto isotrópico a geometria
plana foram discutidas por Siewert e Ishiguro'82', os quais, introduziram a matriz H para relatar ai
propriedades de ortogonalidade e solucionaram vários problemas em um semi-espaço, Milne, Albedo e
fonte constante. Siewert et al i i ( 5 0 ) , demonstraram a existência • a uniddada da solução da matriz H,
anteriormente introduzida. Comparações do método da Casa em dois grupos, com método» aproximados
da taoria da transporte (P,, P, a 0P t ) , foram realizadas por Metcalf « ZweWel136'3*1. Reith a
8lewart<4<>, ainda no modelo da dois grupos, solucionaram problemas em mitos infinitos, considerando
o maio espalhador anisotrópico. Isniguro'19', também considerando espalhamanto anisotrópfco,
solurtenou problemas da semtopeços a da placa crítica. Alam disso, uma comparação numérica doa
afeito* do espelhememo anisotrópíco relativo ao isotrópico, foi feita por Ishiguro a Jorge'20! 0 modelo
d* dois grupos foi também usado em diferemer geometries, por Kriesse et a»i i '2 4 \ os qual» encontraram
soluções para o problema da esfera crítica.

A semelhança das equações de transferencia radiativa com a da transporta d* neutrons, ou mal*
«xpHcrtamerttt, a analogia entre o modelo d* transferencia da luz nlo polarizada a o modelo da
transporte da neutrons monoenergeticos, a o da luz polarizada ao da dois grupos d* energia, tornou
possível a apficacfo do método da expansão em auto-funcões singulares neste campo. Siewert a



Zweitcl1*41 propuseram -toniçoss para a equação de transferencie radiativa para o modelo de htt
polarizada e equilíbrio termodinâmico local. Neste traKilho desenvolveram formulas explicitas para os
auto-vetores. que foram facilmente adaptados para o caso dos auto-vetores ds solução da equação da
transporte de neutrons. Além desse trabalho. Ozisik e Siewert(42> e Ferziger e Simons11*1 também
aplicaram com sucesso o método de Case a problemas de transferencie de radiação.

A dependência energética, além do modelo de dois grupos, foi generaliada, no método de Case.
para o caso mais geral de multigrupos por Yoshimura a Katsuragi15*' e Pahor e ShuHis1441. Além do
tratamento dt mukigrupo. Leonard e Ferziger'2*1 e Bednarg a M*ha121 usaram o método de Casa,
tratando a energie coma uma variável contínua.

Problemas de transporte de neutrons em drfar entes meios adjacentes, usado o método de Casa,
foram solucionados pele primeira vez por KuszeN(37> que encontrou soluçio do problema da
^^ •̂̂ B)£^M^^£^^B^^^B^^h î b̂ ^̂ ^̂ h ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _ ^ k ? ^ ^ ^ ^ ^ _ ^^^^ ^^J^^^^^^^b ^ J S ^ ^ ^ ^ ^ ^ A ^BAk^^M ^K f̂ak ̂ B^V^B^B^B1 M B B B M ^ B B B B B ^ B ^ l ^ U ^ B BMJKBJBBBBMK A

CntfCMIQtQt, pOft l im OPWJUfWD Qt pMCtm tOJMtnUS ptra ntUwOítS IIIIIIIUtntTyOCOtV PWHOBWOn •
Sunwwrfttld134^ aokiMfwram problnnH dt trvnportt tm dois «rnimpaços *$**&*. atrwfe d i
t fcnm ds çxptnáo wn wilo funçõst nnyulvis» p m neutrons moncwntnjttioot, 9 Korn «oiucionoy
o probtoffM dt MHnt tm dois stmî cspBÇOt tdytctntttp tm um p^P0 àê tntnjM- Porém, rtftfmdo-tt

a meios asjecenies a um grupo oe cneigai, o uaoamo nmoemantai se aeve a nacuormicK e
McCormicfc a Ooyas , os qieMS, coiwidsiando os maios espeüiedores amsotropicos, dasanvolvaraM
soluções a partir da propriedades das auto funções.

Jauto a Rajamefci'22' generalizaram o problema da diferentes maios adjacentes, levando em
conte a dependência energética, a Erdmenn a Lurie solucionarem o problema em diferentes regiões,
considerando a dependência temporal, para neutrons monoenergétkos.

Chandraseknar111' através da um antigo a neo muito conhecido trabalho da transferência
radiativa, encontrou a distribuição angular dt radiação na interface da meies adjacentes, através do
mvnioD invanoni imoBooingr e princípios oe mvenençe» por eie oasanvon/ioos. u pnmawo iiauamo
que fez uso da idéia de combinar o método de Case com o de Chandrasefcher, foi dssenvoMdo por
Pahor a Zweifel<45>, que mostraram a viabilidade dessa combinação para s solução de problemas em um

Recentemente, Bufcart151, a Stewart a Bukart1491 voltaram a usar a idüa de combinar o
princípio da invariança a o método 'Invariant imbedding", com o método da expansão em auto-funoBes
singulares, para obter sokiçSas de problemas críticos em placas com refletor, em um grupo de energia.

Siewert a Ishijuro'62', usando a mesma idéia, solucionaram o problema de Mime em don
semi-espaços adjacentes, considerando o* meio* eipalhadoret aniwifropio.* * n modelo de um grupo de
energie.

1 . 3 - Objetivo a Mvisio do Trabalho

Neste trabalho mostra-se que a combinação do método da expansão em auto função singulares
com o método 'invariant imbedding" pode ser usado na solução da problema» de transporta da neutrons
am meios adjacentes, considerando-se a dependência energética através do modelo de dois grupos da

Restringiu-se a aplicação do método em meios infinitos, neo mufiiplieatfvos a espeihedores
isotropicos a considerou-se dois diferentes tipos de fontes de neutrons num dos meios, fonte constante a
uniformemente distribuída, e fonte nio explicite (Mime).

A base teórica dos métodos empregados é apresentada na secçlo 2, na qual sa discute a solução
geral de equaefo da transporte no modelo de dois grupos e meio espelhador isotrópico segundo o
método d» expemfo em euto-funçãei singulares, além de um rnumo do método "invariant imbedding"
aplicado a tnruporte di» n îrtronv
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O' M l - T D M dt tantai « M M , definido tal qua Q(r.U.E.t)dltdEdVt formo o nim
dt neutrons introduzidos no demento de volume, am r. com direção entre O t Ç + d Q .
energia entre E t E • df£. no iwtmeJo dt tempo d t por fonta «rttmas. i.e. por
que nèb dependtm da» colisões dt neutron» no sistema.

t interessante salientar que na equação dt Boltzmann. nfe foram considerados os
fatos:

1) Flutuações estMísticas do número mad» dt neutrons, no ihmento dt

21 Tempo dt colrsao entre os neutrons e os núcleos do meio.

3» Cobsões neutron-neutron (a Eq. dt Boltzmann é linear).

4) A energia de vibração dt átomos e moléculas do meio no qual os neutrons
movimentam-se.

5) Outras forças diferentes dt» nucleares, tais como aquelas oriundas da orientação dos
neutrons (spin) e HItei ações com o momento msgnetico do neutron.

6) Dependência angular nas secedes da choque, como a que ocorre tm certos cristais.

#1 nieutrons atraseoos.

Mesmo assim, dado que nos problemas de interesse da Engenharia Nuclear, as situações acima
neo sab relevantes, a equação de Boltzmann é uma boa representação da distribuição de neutrons man
sistema físico.

A solução da equação de Transporte é extremamente difícil*, sendo q^m resultados exatos**só
tem sido obtidos para sistemas físicos simplificados, portanto o estudo e a analise desta equação
continuam sendo um campo de pesquisa em aberto.

Nesta secçab apresenta-se a equeçab de Boltzmann quando sufrita a simplif ictçoes.

1) Estado estacionario; ou seja. a solução dt equação de transporte é independente do

—

2) Simetria plana; ou seja. as secedes dt choque, função de transferencia o termos dt fonte
dependem somente de uma coordenada espacial (z) e da coordenada angular «i * SI. n U
é o versor da direção z). Desta forma, os termos dt aquário dt Boltzmann tornamta:

' f n tfMcuMedt n#o m prtndt tonwnte • reafe» «Hnendiltai. mm twnbem e mSm M*em, dedo • «ftcuMetfi ne

" No» pntttmm pnttkof dt Ertgnnnari» NucMw. •• «olucost rito eMIdet t pertlr rtt "•i<r>>it«rMM munfrice»"
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(a) n.V*(r.n.E.t) - M —-

" dt

(b) otr.E) • (r.Ç.E.t) - o (i.E)

/ / <r(r,E') f <r;n'.E' - Ü.E) • (r.íl\E'.t> áSV dE' -
í 4» "

2»/ /

(d) O(r.n,E.t)

ondt i*0 é o contno do angulo da aspalhamanto, P 0 = Q. Q'

3) Etpalhamairto notrooico, ou taja, axpanda-M a funcio dt transfarência am Polinomio* da
Leotndrt ds Po.

o<z,E') f <Z;E' - ÍMO) = 8 í — £ - o8(i,-E' - E)

t tomada apmai o primairo tarmo da axparaio. Portanto a transfarancia da neutron» indapandi do
tnguto da aipalhamanto («otrópico);

4*

onda ae(z,E' -»E) i a MOÇIO da choqua da transfarlncia'da ananjia E' para a anargia E.

4) Maio homoganao; ou Mia, ai MOQOM da cnoqua (oQ a o) Indcpandam da pcwiçio it).

5) Modtlo á» dolt anipot; ou taja, divida-** o inttrvalo da anargia da intarana am doi*
grupot.

Grupo 1 , Grupo 2

tando o fluxo angular, tacçlo dt choque t tcrmm de fonta, valores módios am cada grupo.

No CMD d* mttof muldplleMIvni <1f<mm mclulr, 1 irim(«rfne)« litvtüo tfptlhtnwntM, • eontrlbulefB <tof níulrot»
dt«n«rgl» E' Inrtu/lrnn UMAM » P«>IH»ÍII nfuirri
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. i = 1.2
/ *|zji.E) dE
i

/dE / oJE'-E) /

•r«• •;?. • V
/ / VU.EVJdE'd
i "i

, E ) dE

onde o., é a secção de choque de transferência do grupo j para o grupo i (i,j = 1,2) e admitiu-se qu« o
fluxo angular possa ser escrito como o produto de duas funções, uma dependendo da posiçio e do
cosseno do ângulo zenital e outra apenas da energia, a fim de eliminar-se a dependência angular nas
constantes de grupo, acima definidas.

Desta maneira, com essas simplificações, a equação de transporte, pode ser escrita como:

1 1 (O)

+ - / ^ o J j ' t y i i . W +q1U^> (a) (2.2.1)

— *2(z^) + o2*Ai.n) = — /
òi * * * 2 -1

* - / OJ,?*;,!!^') *!' + qj(l^) (b)

onde o!,0' =a\o) +x,v,o., ; o(o> • » «tccío de choque de transferência dt grupo devido ttptlhamtnto

ísotróplco; ^ tf o número mtalo dt neutrons dt fítsfo. gerados no grupo); a |f é a ttcçlo dt choqut dt

fisslo do grupo); e x( • definido como:
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X, = /x (E)dE

onde \ I E ) é o "espectro de fissão" normalizado, X I + X J = 1- Obviamente

muttiplicativos, o termo X-.".0^ a nulo.

para meio* nio

Considerando-se, tem perda de generalidade, o{ > a2 e definindo-» a "variável ótica", x =OjZ
(variável «dimensional definida em unidades do "livre caminho médio) a equação da Transporte para o
modelo de dois grupos geometria plana, meio homogêneo e espalhador isotrópk», poda ter escrita na
forma vetorial:

dx
\{xji) + 2 I
* ""

1
= Q / \ixji-) oV' + S(XJÍ)

" - 1 '
(2.2.3)

onda oi elementos do vetor coluna Mxji) sâo OS fluxot angulares de cada qrupo; p i o cosseno da

direção de propagaçio em relação ao eixo x; a matriz I definida como:

1 =
o 0~j

a = — > 1 (2.2.4)

a a matriz transferência Q definida tal que:

•oi
(2.2.6)

tendo Q nâo simétrica a considerando-se det Q # 0 * . Por fim S é o vetor que considera os termo* de
fonte externa:

S =

q3

(2.2.6)

2.3 - Mitodo da Expando am Auto-Funcoes Singulares (Mitodo da Cata)

Apesar das soluções elementares da equacío da Transporte em dois grupos, segundo o mitodo
da expansão em auto funções singulares, poderem ser encontradas na literatura especializada** aqui st
resumirão os principais resultados, a fim das análiset posteriores tornarem-se mais compraamivait a
também para se estabelecar o formalisrno usado

* O caio d» dtl O - 0 foi rttolvido por Sitwtrt «

* ' C IntirMHnt* Mlientar qua inquanto • tcorii »m um grupo é ffcllmcnt* tnoomrada am taxtot patboai, tab) coma
I.- - - - - • —

not ilvioi di C«« • Zwaifol

•m teirto» rfoontff .

.,(10» Bull • Gintiton*'3', • Divtion113', a iwrfa tm doii grupo* * «penet anoontra
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Na equacio anterior foi visto que a matriz transferencia Q. Eq.(2.2.3). é cm geral nto simétrica.
Porém para o desenvolvimento do método a ser exposto é preferível uma forma simétrica. Para tal seja a
matriz (2 x 2), P, com elementos dados por:

Definindo-se um vetor • (x j i ) em funçio do vetor fluxo angular por:

ou (2.3.2)

Hxji) = P 1

A equação homogênea de (2.2.3) pode ser prè-multiplicada por P, fornecendo como resultado a
equação.

•(xrfi) + 2+(x^i) = Ç / •(x r f / )ny (2.3.3)

Com a matriz Ç, simétrica, dada por:

C - P O P 1 (2.3.4)

Desta forma, ao invés de se procurar a solução da Eq.(2.2.3), resolver«á a Eq.(2.3.3), e o
vetor fluxo angular poderá ser encontrado através de (2.3.2).

Propondo», para a Eq.12.3.3) uma solução do tipo:

- - / • »

= RMe (2.3.5)

c qualquer número complexo.

Pode-se inserir (2.3.5) «n (2.3.3), para obter;

( v 1 >if)? tv^ = » Ç Wv) (2 3.8)

on<l«- F «• H m^ i r i / iilpiitKlHÜe I 7 « 2 | c Mli>) d darto por:

MU') - / F(^) <)n (2.37)
1



12

( M o qut jie( 1. 1). ds Equação 2.3.6) nota-sa q w n i > variar no intarvalo (-1,1), tar-st-4
auto-funçdas singularas. Por tal motivo, divide » os pnssfvais valoras da f am dois aspactro»:

v i <— 1 j1> - aspactro discrato

v e (-1,1) - aspactro contínuo.
4

aspactro discrato. tam-sa qua os possfvais auto-vatoras ato dados por:

(2.3.8)

Da oondiçio da normalização (2.3.7), tam-sa qua.

(2.3.9)

(E - M ) / K(MÇdM) MM » 0 12.3.10)

Definindo-» a "matriz disparsio" por:

A(z) = E-z / ' K(zji)Çd*i « E-z / IM - ~ Ç (2JL11I

onda

t(*i) O

O 1

= 1; ,i í(-1/a, 1/a)

- 0; M " ) outro intarvalo.

A Equaçao(2.3.10), torna «>

Md') 0 ; v 4 I 1,1) (2.3.12)
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Portanto para esta equação possuir solução não-trivial, tem-se.

det A|z) = A(z) = 0 (2.3.13)

Desta maneira, os possíveis valores de v no espectro discreto são fornecidos pela solução da
Equação (2.3.t3). sendo chamados "auto-valores discretos". Obviamente para cada auto-valor, tem-se o
auto-vetor correspondente dado pela Equação (2.3.8).

Uma forma mais explicita para a equação (2.3.13) pode ser obtida como:

Alz) - 1 - 2 z c n T ( 1 / a z ) - 2 z c j 2 T (1/z)

4z1Cz1 (2.3.14)

onde introduziram-se as abreviações C = det Ç e r(z) = tanrf ' (z).

Siewert • Shieh1531 baseados no cálculo da variação do argumento da função A(z), no plano
complexo, resumiram o numero de auto-valores discretos de acordo com o comportamento da matriz Ç
(e portanto do meio material). Na Tabela 11.3.1, reproduz-se estes resultados.

Tabela 11.3.1

Zeros da matriz dispersão1631

Condição R»izes

*oeJ2<a/7
+ > f 2

2 reais
2 imaginárias
2 infinitas

C <0
+ a c22
+ OC22
+ 0C22

2 reais
2 imaginárias
2 infinitas

oo
C 2 2 > 2 C T ( 1 / 0 )

11
c,, • - 2 O a/2

2 reais
2 imaginárias
2 infinitas

0 0

C 2 2 < 2 C T ( 1 / 0 )

c,, < o / 2 e c 2 2 > 1 / 2
ou

c,, > a / 2 e c 2 2 < 1 / 2

2 reals
a

2 Imaginárias

n + 0 C j 2 - 2 C < 0 / 2 4reals
• 0c22 - 2 C > 0/2 2 reals a 2 Imaginárias
+ cê,- - 2 C • 0/2 2 reals e 2 infinita*i i C22

(c, , • 0c22 - 2 C < 0/2 4 Imaginárias
c H > 0 / 2 e c 2 2 > 1/2 l c n + cc22 - 2 C > a / 2 2reaise2Imaginárias

Ic , , + 0C22 - 2 C - 0/2 2 imaginárias e 2 infinitas
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Para o espectro contínuo. ve(-1.1), existe a possibilidade de n -» (lembrando q u e j t f t L D) t
portanto deve-se adicionar ao auto-vetor um termo que leve em conta esta fata Dado que a
"distribuição delta de Direc" representa esta possibilidade matemática, os auto-vetores contínuos sèo
escritos como:

Ç MM (2.3.16)

onde

P( - ) 0

0 P< )

(2 3.18)

(2.3.17)

Sendo que P(1/x) significa que a integral sobre 1/x deve ser efetuada em termos do "Valor
Principal de Ceuchy"; 6(x) é a distribuição deRa de Direc; e w M é uma função arbitrária, £ interessante
salientar que tanto o valor principal de Cauchy como a funcio delta da Dirac. nlo possuam nenhum
significado, exceto quando dentro de integrais (ao menos, é claro, quando nio existir a possibilidade da
H = v e neste caso a equaçio reduz-sc a (2.3.8)). Portanto os auto-vetores contínuos nlo sfo funçOes
vetoriais, no sentido usual, mas "distribuições", segundo o formalismo da Schwartz.

O auto-vetor, (2.3.15), deve satisfazer a condição de normalização, (2.3.7), a portanto:

[ Mv) - ioM JM C ) MM = O (2.3.18)

- E • v P / T V ) — — C
-1 " a' - v

(2.3.10)

Desta forma, a função arbitrária u{v) pode ser determinada através da condiçio de qua a
Equaçio (2.3.18) tenha solução não trivial, ou seja:

(let |Mf) w(v>T<x)Ç| - O (2.3.20)

VHI-HC. !•• i .mufnir, no intervalo ( 1,1), a Equaçio (2.3.20) forneça
diferentes r,olnçí>'. <,<(r).
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Ragüo 1 - * « (- l/o. l/o)

giio 2 •+ » Í (-1.-1/0) U (1/o.D

Para tf 1 . tem-sa qua a Equação (2.3.20) forneça duas soluçSts. w^'d») a w l 1 l W a para
vt 2 uma solução CJ | 7 | |V) . Portanto, tem-se no intervalo (-1,1) os auto-vetores contínuos.

(2.321)

PuiTanto * wtuçfc» geral da aquaçio da Transporta sara uma combinação linear dos auto-vetores,
ou Wj«:

"'"' A l ^ f l ) *'"1= r [A(^) f^ji) e ' + Al-ir^fl-»^) e ')

• UA{2)M F12I(Ma""'"dv (2.3.22)

o n * i ( o numero da auto-valores discretos, a A<± P,). A1,1»(»-), A^M. a Al3)<c) os coeficientes da
expando, a serem determinados a partir das condições de contorno de cada problama específico.

e Compfativídade dos

Os problemas em que o método de Case se aplica, sfto tais que es condições da contorno
rewham nas seguintes expansões, para uma funçio vetorial, f(*<), conhecida:

K
£ [Atf.) Flv.ii) •

t = i • - i

* í |A (
|
1 l ( f )F ( , 1 l <M + A| 2 ) (> ' )F

j[ A ( 7 l ( i» )F < 2 l (Mdi» ; H t ( 1,1) (2.3.1)

(D *
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f>) - £ AV)F(I».JÍ) + / 'Vi^MfrW+A^VlF^Wndi '
i i 1 " o

+ / A l 2 l ( f ) f ( 2 l (^ )d i ' ; n e (0,1) (2.4.2)
I /O

A expansão (2.4.1) normalmente aparece de problemas em espaço infinito e a (2.4.2) que é de
maior interesse neste trabalho, em problemas de semi espaços.

A primeira questão que surge é saber se as expansões acima são "completas" para qualquer tipo
de funçlo vetor ia I, isto é, se uma dada função pode ser expandida em termos dos auto-vetorts
desenvolvidos. Em segundo lugar, se estes auto-vetores formam um conjunto ortogonal, possibilitando
desta forma a determinação dos seus coeficientes.

As respostas a estas questões são mostradas nos teoremas abaixo, os quais aqui serio apenas
enunciados, sendo suas demonstrações encontradas na bibliografia citada no Capítulo 1.

TEOREMA1 : Os auto-vetores F(+ ^ji). f ( -»y i ) ; F , O W » • f ^ ' t M . **(?). • f l 2 V j i ) .
« ( V ) formam uma base completa para a expansão de um vetor da Holder * . tin),
definido no intervalo (-1,1).
(Teorema da expansão no intervalo completo).

TE0REMA2 : Os auto-vetores F> (); Fj ( 1 l (v, / i ) e f , 0 1 ^ , <i), w(0,1/o) e f{3}(f.n). «e(1/o,D formam

uma base completa para a expansão de um vetor de Holder, f( n). definido no Intervalo

(0,1).

(Teorema da expansão no semi-intervak>).

T E O R E M A 3 : Os auto-vetores F(i»t), Ff-»»,); F,(1>(i»,p) e F,1 1»^,^), i * 0 t F I 2 W » .

Qf um conjunto ortogonal no intervalo pe(-1,1), no sentido que.

t',l = ±vi ou e( 1,1)

(Teorema da ortogonalidade no intervalo completo).

NOTA: O til colocado acima dos vetores, indica a operação da tmmpotiçfo da matrizes.

TEOREMA4 : Os auto-vetores F<»<(); Ft
h)\v.n), f , ' 1 ' ^ ) vtiOA/o) e F* 2 1 ^.M>. « ( 1 / O , 1 ) formam

um conjunto ortogonal no intervalo pe(0,1), tendo como funções pesos o» vetores
G ivvn), G^hv, n) e Q^Hv.n) a <g{7)(v,n), veiQA) no sentido qua:

0 ; {# r
Í.t' = v ou

* Ura função «etoriel * dita tar um "vetor df HdMer", quende M «UM oompunenm sstMfaieni a oomfluHi d* Httdtr
l«ilt|) - v ( t , l I < A l t , - i , l \A«\eontMntMpMltl«e«< 4 O > . £ intfrtMint* «llwtar que ai f uneflet * HSWar
Mtfn conttdM na d t m dut (unçS«f conUnuwn.



onde

(Teorema da ortogonalidade rc «mi-intervab)
i

H(z> é a matriz H introduzida por Siewert e Ishiguro'531 (vide seccão 2.5) e hU) é
escrita em função da matriz-H, por:

Mz) =

Hn (z /o) H12(z/o)

12.4.3»

Os teoremas expostos constituem a base teórica para aplicação do método de Case à problemas
de Transporte, em particular os teoremas 2 e 4 saV> de fundamental importância neste trabalho.

2.5 — Métoòo "Invariant Imbedding" e o Princípio da Invenença

Este método é um novo tratamento para problemas de Transporte da radiação, e consiste na
derivação de uma equação integral para a função reflexão (ou para a função espalhamento) de um
semi-espaço, utilizando-se do "Princípio da Invariança", o qual, como originalmente foi estabelecido na
Astrofísica, estabelece:

"É invariant* a radiação emergente de um semi-espaço plano, infinito de atmosfera pela adição
(ou subtração) de camadas arbitrárias da atmosfera".

Apesar do método ter-se originado e ter sido estudado sistematicamente em Transferência
Radiativa (Astrofísica), aqui » mostre, da maneira resumida o M U uso em Teoria da Transporte de
neutrons.

Para tal, defint-sa a matriz espalhamento Sfaji'), para um semi-espaço homogêneo.
nfo-murtipHcativo, relacionando na interface a distribuiçSo angular emergente com a incidente, por:

•(0,->i) T-. — / sUiji') * (o^,') du' ; n «(0.1) (2.6.1)
2n o

onda *[x, *i); ne (-1,1), satisfaz a Eq. (2.3.3).

0 "princípio da invariança", assegura qua a Eq.(2.6.1) vale para qualquer espessura x, ou saia,

) / §(py) • (»y) W ; x>0 ; n t (0,1) (2.8.2)
2*4 O

InMrindo-ta (2.6.2) em (2.3.3) a apof um tratamento matemático conveniente, encontra-se que
a matriz espulhamento * dada por:



sn(p/oji7o)

(2.5.3)

onde s ^ são ds elementos da mati iz.

2iui'
(2.5.41

A Matriz H, introduzida por Siewert e lshiguro l 52 ) como uma generalização da funçio H de

Chandrasekhar'12' para o modelo de dois grupos, poda ser calculada da equação integral.

1 -
E + n H(fi) C / HUf') W )

" o " ~
(2.5.5)

É interessante salientar que Siewert et i l i i < 5 0 1 mostraram • unictdade de soluçlo da Eq.(2.5.5) e

portanto, da (2.5.4), é única a solucio da matriz espalhamento, para um dado meio material. Desta

forma, calculando-se a matriz H pode-se calcular a matriz S, e portanto o fluxo angular emergente, se o

fluxo angular incidente é dado como condiçfo de contorno.

2.6 - Formulas Explícitas

Embora as representações dos auto-vetores na r«giâo(i^), anteriormente desenvolvidas, serem

convenientes nas demonstrações das propriedades de ortogonalidade e completividade, para uso_

aplicações numéricas ê conveniente introduzir-se novas fórmulas explícitas, dado que para Q

equaçio que define a função CJ(P), (2.3.20) é quadratics e portanto as soluções u , 1 1 1 e w , ( 1 > envolvem

radicai*. Para eliminar essa dificuldade, Sievwrt e Zvwifer ' , sugeriram usar-se a combinação linear:

fi 'W) : a-1.2 (2.6.1)

e uma normalizaçio do tipo.

(2.6.2)

onde

Desta maneira, desenvolvendo-se algebricamente as expressões acima, a usando-se o formalismo

já desenvolvido, ohttavw «i formas explícitas para os auto-vetoras:



> + X Mt|»-)i |

12.6.3)

\.Av)B[ov-n)
(2.6.4)

hra os outros auto-vetores tenvse a normalizaçio:

(2.6.5)

onde, de (2.3.12) e (2.3.18) tenvse:

(2.6.6)

Desta forma, obtém-se as correspondentes formas explícitas para os auto-velores:

c 1 2 f , / ( o v , M

(2.6.7)

(2.6.8)

onde:
(2.6.9)

> ACr (2.6.10)
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Stewtrt t Zwwifel mostraram que os auto-vetorts. quando expressos palas formulas

explicitas acima, são ortogonais. Aqui resumem-se os resultados relativos as relações d * ortogonaüdarfe.

- 1
= 0 ' = ±»'4 o u e j - 1 . 1 ) (a)

= 0 v.t ou t(0.1 (b) (2.6.11)

X<± i = 1, 2 . . . . (a)

r1 i«

/ l

- ; vy e(7Y aJI=^2 (b)

^ «0 (0 (2.6.12)

Ô i = 1 , 2 , . . . K (a)

ondt

i -

o

X (± V.M)

X'1

= N(2)(c) 6{v-*) ; i»y e (l/o,

- N i a M •̂ '

(a)

(b)

(c)

(b)

(c) (2.6.13)

(2.6.14)

(d)

H ' (»<; ç y(p (a)
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KOi) H 'M Ç • ÇIM XM] vJ^M ; re KM Art . • * U (W

MCfe*) MM) H 1 W C * t(rji) XM] U^ 'w ; vc HAv.1» I d 12.6.18»

to)

i# i M (2.6.16)

• ^ ^ B ^SB^H^B^^HBI ^9^H VB^BYV^VBIBB^BWB^BBFA BYB^MBW^B V^BWBB^O^B BB^BV *

(al

(b) (2.6.17)

HmM * rA'MA'M, **Qj ou re 10,1/0) (b) (2.6.18)

N(3>(r) • vA*M A"(r), r « ( ? ) ou r e (1/0,11 (c)

VfHtv A |r? MO Of WvDfvl HffwIM QJMnuO W 0OTOIIIffV OS FVpBO 00 WfipUMrlOOOV OB A | H r pOF VOHJ" *



(2.6.19)

onrle

I'iav) - ~(av) ; v t M j

i ' (cw) = r ( 1 / w ) ; i' e ( 2 )

Para finalizar, mostram se os resultados de integrais, qu« sáo útsis na aplicação desta método am

problemas de semi-espaços adjacentes:

; ' kv..n) y{-v.ji) ván = - ^ - úte) ç H"1 (»».) ç-1 y 1 i r ) ç yd»,) (a)
+ V

o - t t

i
.>( c,4i) Md/i = V ' 1 V > C H"1 (K) Ç - 1 H * 1 (»») C LM?) (b)

w\1 \
f § I 2 I ( M v(-i>tji) ndn = U121^) Ç H- 1 M Ç ' 1 H"1 (i/,) Ç y(»,) (c) (2.6.20)f § ( M ( t j ) n n

3-TRANSPORTE DE NEUTRONS EM DOIS-SEMI-ESPAÇOS ADJACENTES*(DESENVOLVIMENTO
ANALÍTICO)

Nesta capftilo introduz-te um novo método da soluçlo da problamai da transporta da neutrons
em dois temi-etpaços adjacentes, no modelo de doit-grupo*, a espelhamento iaotrópico, através da uma
combinação da técnica da expansfo em auto-funçSes singulares a do princípio da invaríança. Esta novo
método da soluçio reduz este tipo da problema a uma forma viével de ser numaricamanta solucíonével.

' .1 ̂  ProblaiiM da MHna

Pretande-sa nesta problema determinar a distribuição da neutrons am dois semi-espaços
adjacentes, num dos quais exist» uma fonta da neutrons no infinito.

Desta manaira, distante da fonta e distante da interface (tomada como x » 0 ) , espere-se que oa
n*«rfrnrv€ >K|am » rnmmg dí«r ihuir* i nnii-trStí.-i nfttirf* ivr ' i r u '~ntr r'una «m tim rnulo infinito. Isto

lol pi*lk»A) por Ithtgtiro • o iu»r , no Transsctlon ef Anwrtam Nudaar SodMy, «tdt referende 21.
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é, que a solução decaia exponencialmente, com um "comprimento de relaxeçSo" •>, (•», sendo o maior
auto-valor discreto), relativamente i fonte.

Aqui. os meios são considerados homogêneos, espalhadores isotrópicos e nao multiplicative
n.THiM vi o meio do lado direito (x > 0), no qual está a fonte, por "meio 1". e o da esquerd i U *•' i'
i 'MIM meio 2", sendo que se diferencia as funções e parâmetros aos meio» 1 e 2 com os indices I e 7,
respectivamente. Portanto » equação de transporte em cada meio é da forma:

.,.„_) +ZJ I .U .M) = Q, / Ijfxj.'JdM' ; i -1 .2 (2.3.1)

sendo as "condições de contorno" escrit.is MJITW

fim l,(x,i) = 0 (a)

= ] 2 ( 0 j i ) ; p e(-1,1) , n * 0 (b) (3.1.2)

x/C

-» l»,!-vtji) e ' ; para x > 0 a bem Jistante da interface (x • °°) (c)

(c, denota o maior auto-valor).

As "condições de contorno" acima refletem as seguintes situações ffsicas:

a) A distribuição da néutron» deve-te anular mx-*-<*>, dado o meio 2 ter absorvedor a nfc
possuir termos de fonte externa.

b) Continuidade da distribuição angular da neutron» na interface. Para n - 0 a continuidade
não ocorre, pois tendo n o cosseno da direção zenital (0) da propagacio dos néutrow,
nesta "direção angular" (9 = 90°) nio te pode saber se os neutrons originam-se no
semi-espaço da direita (1) ou da esquerda (2).

c) 0 comportamento da dirtríbuicío angular, para valores da x distantes da interface no
meio 1, é igual ao comportamento davido a distribuição de uma fonta plana am um maio
infinito. Dado que a aquaçio da Bortimann é linear, a portanto • normalização é
arbitrária, tomou-te, tem parda de generalidade, o coeficiente A(-c,) igual a um.

Como já foi discutido, a toluçio da aquaçio da transporta torna-ta mais conveniente quando a
matiz transferência for simétrica, desta forma a toluçio da Equaçio (2.3.1) pode ser dada por:

(3.1.3)

ond« a matrii P, i definida por p, * ^aJ^m^ecr ' * • * 8 * ° l u ç i k > * E(H>Mo <2J,1) tujaita at

condições da contorno (3.1.2) modificadas para f , .

A toluçio geral da Equaçio (2.3.1) já foi discutida na teccfo 2.3, e portanto, utilizando-se dat
condições de contorno (a) e (r) e dp (3 1.3), pode-se escrever o snlnc.«v d.-i • •nniiJo (3.1.1) como'
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•-• P"1 * J ( X J Í ) ; x < 0 (3.1.4)

omJe + , | x . » fc * 2 ( x ,^ ) são soluções típicas da Equação (2.3.1) em semi-espaços absorvedores. Sendo
dadas por:

" ' -*IVL 1/0, M
. ) - \ ' ( v M ) t ' + / ' [ A (
i - i i 0 i

(a)
i/o

«/»?! l / a ,

f] n B(2I( ^)v[2 l( riM)**'nàn ; * < 0 Ib)

(3.1.5)

A soluçio do problema de Milne fornecida pela Equaçlo (3.1.4) deve satisfazer, na interface
(x = 0), • condiçfo de continuidade dada pela condição de contorno (b), a qual pode ser descrita por
duas equações:

= f j 1 •jMUO-f,"1 »'l(-»')^) ; ^ Í (0 .1) (a)

P"1 +,(0,-><) = P;' •,(0,->4>Pí' *,(•»,rfi) ; >i c(0,1) (b)

(3.1.6)

Considerando-se um temi-cspaço absorvedor, x > 0, de meio 1 e outro, x < 0 , de meio 2, et
matrizes Mptlrwmento* $,( n, n'), ^^'«(0,1), podem ser definidas por:

«— '
" ' X< M 2jJ e ' " ' ^ ' ' ** *

9 (3.17)

1 11 — / S,(*O.i')+,(x, y')d;i' ; x < 0 , ÍJ f(0.1) (b)
2u o ~ - *

onde » matrizes S, fonm obtMas na inccfo 12 51, ««ndo dadas pula EnunçSo (2.5 3).
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Desta forma, considerando-se os dois semi-espacos com fluxos incidentes dados pela Equação
(3.1.6), os fluxos emergentes P,"1*,^),-^) e P2~" *>'2(0. ji) podem ser obtidos a partir do "princípio da
invariants", das Equações (3.1.7), e das equações de continuidade (3.1.6). corno:

, * it<0.1) (a)

(3.1.8)

V.iOjt) = - / s ^ ^ P - P í M ^ . Í O . í i ' ) * •Mv.yMd/ . p e(0.1) (b)

Estas equações constituem um conjunto de equações integrais acopladas, as quais podem
facilmente ser resolvidas por iteraçio numérica, e portanto • , ( 0 , M ) • * 2 (C, ,J) sSo funções conhecidas.

D«is Equações (3.1.5) e (3.1.6), tem-se que:

X A(i>.) •*», (v.ji) + / [A: '(»») -ir,.i»ji) * A , '(•') >',, (f,p)| dv

(a)

e

i — 1
7 [B1,1 '(-T>) M^V(qj<) + B^1'(-»?)

' B (2)(-tí) í*2>(tji») dí» = P3 P^1 ( f , (0,-M) • í , (»», *»)] (W (31.9)/

0 lado direito da ambas equações slo funções conhecida», dado qua *,(0,-»J) • * , ( 0 , M )
podam ser encontradas dai equações integrais acopladas (3.1.8) a vt'-»ltn) • •*>,(»",,**) slo
auto-vetoras dados por (2.6.7). Desta forma ai Equações (3.1.9) constituem-se em expansões típicas, no
semi-intervalo M0.1). da uma função vatorlal conhecida, a portanto, usando-M ai propriedades da
ortogonalidade a o formalismo jé attabalacido, os coafteientei podem ser facilmanta encontrados:
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'

1 "". - .

p. P:1

y^Nii c, H-1 M ç-' H-1 <*, i ç yd»,) id

/ e ( ) f , P;1 { f , (o.-M) • w, (*,

B ( 2 ) (n) = / §J2l(»Wí> ?2 f j 1 {• l(0.-M) + <*»! (f) «3.1.10»

As aquaoSas acima ptrmhtm o cálculo numérico dot cotflciantt». POrtanto, o vator fhtxo
angular, Eq. (3.1.4) poda tar calculado para qualquar valor da x a n, ou taia, ê potiíval anoontrar-ta
numaricamanta a dittribuiçlo da niutroni no tittama, paio método aqui proposto.

Para o cálculo do "vator fluxo total", tam-ta:

a portanto

, " l nlv. nlV. 1 -«/ I»
^M(x) ~ f, I £ A(M.) y.tii.) • ' • y j i O a + / A (v) • o>| ; x>0

(3.1.12)
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= D-l= K
x/t), 1 ft/1)

» > + / B * ( - i | ) eP [
i — 1

d » j ] ; x < o

onda

A » = t(f)

B"|-I?) =

Ü M J
(a)

(b)

(3.1.13)

Analogamente para o cálculo do "vetor corrente", tem-se:

/ M l^ixji) (3.1.14)

e portanto.

= ?í' <?. ~ .) ̂ , U,(v,) a ' + vtU,(P, > a "

1 . xlV

A'W
1 . xlV

* J cA'We dv} ; x>0
o

x < 0
(3.1.16)

Além diMO a «oluçio aaiintótica, ou »e)a aquato qua nfo lava am conta o tarmo integral, poda
•atcrtta como:

p," { (i^ AÍ.-,) y,!^)."""''• y,^,) a"'"1} (a)

»/tj.
^ Bí-tj.iyj^t '} (b) (3.1.16)
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Como de praxe, a "distancia extrapolada" 4 definida como o valor z que satisfaz a equação:

= 0 (3.1.17)

Para « , = 1 , tem-se.

(3.1.18)

Para K, > 1 , a Equação (3.1.17) nem sempre possui solução única, podendo Mr z o 1 e z o 3

diferentes, isto 4, os fluxos totais assintóticos de cada grupo sio extrapolados a zero em pontos

diferentes'(53)

3.2 - Fonte Constante

Neste problema admite-se que uma fonte isotroptea a <

meio 1 . Desta forma a equação de Transporta art cada m e » , pode ser i

4 uniformemente distribuída no

vita

Jx

_d_

dx

~1
; x>0

' • ; x <0

(a)

(b)

(3.2.1)

onde S 4 o termo de fonte constante a com as seguintes condições de contorno:

Cim (a)

l2í0>i) ; n e ( -1 ,1 ) . M # 0 (b) (3.2.2)

Cim lAxji) * finito
x*

(O

Similarmente ao problema da Milne, ao Invés da ia solucionar as Equecttes (3.2.1), resolvem-ee

as equações correspondentes com matrizes transferencias simétricas, ou seja, a* seguinte* equecSes:

— f, * t, • = Ç, M' • S ' (a)
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V — *,(xji) • I , +,(xji) = Cj / *tixji') dn- n 2.3)
dx -1

onde §• = ?,§

Encontra-se o vetor fluxo angular como função de + pela Equaçio (2.3.2).

A solução da Equação (3.2.23)b, foi discutida na secção 2 e a partir da condição de contorno
Ia) pode-se escrevê-la na forma da Equaçio (3.1.14)b. A solução de (3.2.3)i, é constituída pela soma da
solucio da equação homogênea com uma solução particular. A solução homogênea, com a condição de
contorno (c), ê uma soluçio típica de um semi-espaço absorvedor, do tipo de (3.1.14)a. A solução
particular pode ser determinada como sendo:

• p = (?i - 2 Ç , r ' §' = [Ç, - 2 Ç , ] - 1 P, § (3.2.4)

Portanto a solução geral do problema da fonte constante é do tipo:

= P"1 • , (xji) + P,-1 * p ; x > 0

x < 0 (3.2.5)

Nota-se que a única diferença significativa entra este resultado e aquele encontrado no problema
de Milne, é que o termo <g|(-P|,/i)e* ' (que representa, no problema da Milne, o comportamento em
pontos bem afastados da interface) foi substituído no problema de Milna pelo termo * p . Desta forma at
equações desta problema são análogas aquelas encontradas no problama da Milne, apenas com a troca
dos termo* acima citados. Assim, a condição de continuidade pode ser escrita como:

; >i<(0.1) (a)

P2'*,<0,-M) = f i ' Í i ( 0 , - * 4 ) + P . í ' * p ; ue(0,1) (b) (3.2.6)

a utando-se a mesma técnica do problema de Milne, obtém-se *,iOrU) a • 1 (0 , * i ) das equações integrais
«copiadas:

(32.7)

1 1
/ S ^ ' l + i 'n * ]án' ; ^«(0 ,1 ) (b)
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Analogamente, das condições de continuidade na interface, tem-se:

1 = 1
' j , (^JÍ) + / ' ' " ' [A1,1 Ni») ^ ' ( I U Í ) + A^

/ () ,W ; • (a)
l/o, " " ' " ' " "p

1 1/0, m

I Bin) <t'iiri,ji) • / IB'"(-U)
i= 1 ' o

/
I/O,

que constituem, também, expansões tfpicas no semi-intervalo. Portanto, com o mesmo procedimento

anterior, pode-se determinar os coeficientes da expansão, os quais, simbolicamente, são dadc» por:

A(í) = - — - f êiitji) { P ^ j ' + j i O j i ) - * }MdM ; t = v, ou c(0,1) (a)

1 " — . . - . . . - . . o u e ( 0 ( 1 ) J b ) ( X Z 9 )

Determinam-se os vetores fluxo total e corrente, para o maio 2, palas mesmas fórmulas do
problema de Milne. Por outro lado, para o meio 1, notam-** algumas diferenças conforme mostram at
equações abaixo:

i " K/V 1 ** M/P
a f í ' í I A(^» U!^» a ' • 2 * ; + / A »

i K/V 1 M/P

vc,(x) a f í ' í I A(̂ (» U,!̂ ,» a ' • 2*; + / A » a dv} ; x > 0

(3.2.10)

• - g/p i ~%/V
Jc,(x) = P ; l ( ? i - 2 Ç J { 1 A(K)f,U(K)e ' • / • ' A X e di<} ; x > 0

I = 1 " o

4 - RESULTADOS NUMÉRICOS

A fim de ilustrar a viabilidade do método proposto na seccio 3, para a toluçio de problemas de
transporte em nwins svlj.irentes, solucionaram-se os problemas de Milne e fonte constante em quatro
diferente» mfii'is.
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Um deles (aqui denotado como "Conjunto I") consiste de água leve ordinária e os outros três,

Conjuntos I I . I l l e IV , consistem de água borada com concentrações de 1.025. 2.99 e 6 .35b/H * ,

respectivamente. O intervalo de energia dos dois grupos, sendo:

Grupo 1: 0 • L >.. 0.0263 eV

Grupo 2. 0.0253 eV < E < 0,532 eV

As secções de choque destes meios e grupos de energia foram encontradas por Metcalf e

Zwetfel ' 3 6 ' e são mostradas na Tabela IV 1

Tabula IV )

Secções de choque macroscópicas1*' (36>

Conjunto

II

III

IV

°i

4,8822

4.9270

5.0914

5,3220

°2

3,2343

3,1686

3,0707

2,9738

C11

3.8180

3,7953

3,7659

3,6906

°12

0,3524

0,3239

0,2705

0,2164

°21

1,0326

1,0345

1,0454

1,0481

c M

2,8669

2,8005

2,6828

2,5341

(*) As unidades das secções de choque sao expressas em c m ' 1 .

0 meio no qual se u m a fonte, meio 1 , foi fixado como o Conjunto I (água leve), e variou-se a

absorção no meto 2, usando-se os Conjurtos I I , I I I e IV.

Solucionaram-se também os problemas, considerando-se o meio 2 , como vácuo. No total foram

estudados quatro casos para cada problema, conforme é mostrado na Tabela IV.2 . Além disso, no

problema da fonte constante, admitiu-se uma fonte no meio 1 , do tipo S = i j , I, ou seja, uma fonte

unitária (para efeitos de normalização) no grupo de menor energia.

Casos Estudados'"'

Caso Maio 2

1

2

3

4

Conj. II - Água borada; 1,026 b/H

Conj. I l l - Água borada; 2,00 b/H

Conj. IV - Água borada; 6,36 b/H

Vácuo

CM Para todo* os casos, o melo 1 i água law ordinária JConf. I).

A unMtót Ib/H) itgnlfie* * qutmldKle d* êtaoiçêo, «m bfrrw, Introduild* pelo burn, por ítomn i



Para cada conjunto de dados foram calculados os auto-valores e a matriz H, a fim de serem

usaüos em todo procedimento numérico posterior. Convém ressaltar que nesta secçSo nio se explicita

como os resultados foram obtidos, o que pode ser encontrai Io no Apêndice A. Todos os conjuntos aqui

estudados são tais que o determinante da matriz transferência (det Ç) é maior do que zero e a condição

Ci i + oci j < al7 é satis*eita. Desta forma, da Tabela 11.3.1, existem dois auto-valores discretos reais pari

cada conjunto, sendo um positivo e outro negativo, porém de mesmo módulo. A Tabela IV.3 apenas lista

o auto-valor positivo e a Tabela IV.4 mostra valores, em pontos wlpcinrwrtos. (ia matrir H.

IV.3

Auto valores discirtos

Conjunto Auto-valor

I 7,190978

II 4,179546
III 2,595566
IV 1,936041

Como a matriz H, pode-se calcular a matriz espalhamento (SU^/ ) ) , e portanto o conjunto

de equações integrais (3.1.8) para o problema de Milne, ou (3.2.7) para o problema da fonte

constante, podem ser solucionadas através de um processo iterativo (vide Apêndice A) para as

distribuições angulam na interface. A convergência do processo iterativo é suave, sendo que o

número de iterações necessárias decresce com o aumento de absorção no meio 2. Obtém-se de oito

a nove algarismos significativos após 20 a 30 iterações, conforme o caso.

Os coeficientes, discretos a contínuos, foram calculados para ambos problemas, uwndo-se

os resultados da iteraçJo (vide Apêndice A). A Tabela IV.5 apresenta os coeficientes discretos e a

distância extrapolada para o problema de Milne, e a Tabela IV.6, os coeficientes discretos para o

problema da fonte constante.

As Figuras 1, 2, 3 e 4 mostram os coeficientes contínuos para o problema de Milne, e «

Figuras 12, 13, 14 • 15 para o problema da fonte constante. Nota-se, pelas figuras citadas, qua a

contribuicio para o fluxo angular, dos coeficientes contínuos é significativa para v pertencente i

regiio ( l /o , 1). É da interesse salientar que os coeficientes mostrados, sfo os expressos pela

Equaçio (3.1.13) e nio os expressos por (3.1.10).

Ainda com relaçlo aos coeficientes, nota-se que na regiio [MoA) exibem um

comportamento ressonante • portanto, quando da sua integração numérica, para o cálculo dos

fluxos angulares e totais, tornas» necessário um grande número de pontos de quadrature, nesta

regiio (vide Apêndice A).

Os coeficientes calculados devam ser tais ,ue satisfaçam as condições de continuidade na

interface, sendo que o melhor teste para tais condições serem satisfeitas, é o chamwio "teste dos

momentw":
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Conjunto

1

II

III

IV

z

0,0
0,1

0.2
0.3
0.4
0,5
0,6
0,7 1
0,8
0,9 1
1,0 1

0,0
0,1 1
0,2 1
0,3 1
0,4 1
0,5 1
0,6 1
0,7 1
0,8 1
0,9 1
1,0 1

0,0 1
0,1 1
0,2 1
0,3 1

H,,U)

,197472
,327927
,43'>380
,5?Rfi76
H11980

,6fc/725
,757487
,822362
.883148
,940445

,192948
,316496
,415797
,500085
,573750
,639371
,698633
,752712
,802468
,848554

,184222
,295726
,381727

0,4 1,452120
0,5 1
0,6 1

,511643
,563074

0,7 1,608221
0,8 1
0,9 1
1,0 1

0,0 1
0,1 1

,648340
,684342
,716913

A 72245
0,2 1,270099
0,3 1
0,4 1

,342382
,399448

0,6 1,446208
0,6 1
0,7 1
0,8 1
0,9 1
1,0 1

,485496
,519122
,548325
,673983
,566749

Tabela IV.-1

Matriz • H

H,2 l i)

0,
0,080404
0.1E.9800
0.Í40496
0.321778
0.403050
0,483882
0,563975
0,643117
0,772162
0.7P8010

0,
0.073070
0,143112
0,212727
0,281448
0,348880
0,414767
0.478956
0,641364
0,601960
0,66742

0,
0,061845
0,118337
0,172549
0,224449
0,273987

. 0,321177
0,366082
0,408793
0,449419
0,488072

0,
0,050885
0,094940
0,135690
0,173525
0,208689
0,241405
0,271863
0.3OC321
0,326899
0,351779

0.
0.0^095
0,111891
0.1M987
0,21 ?804
0,261455
0,308984
0,355421
0,400790
0,445116
0.488427

0,
0,053260
0,099096
0,142306
0,183482
0,222861
0,260592
0,296786
0,331539
0,364937
0,397057

0,
0,043981
0,079422
0,111405
0,140787
0,167998
0,1 f 3329
0,216995
0,239172
0,260008
0,279628

0,
0,035120
0,061356
0,083931
0,103897
0,121805
0,138016
0.152795 1
0,166341 1
0,178817 1
0,190352 1

H ..,(/)

1,

l,34.</1b
1,479263
1.606289
1,727050
1,842764
1.964186
2,061829
2,166065
2,267180

1,
1,186752
1,326605
1,450867
1,565096
1,671731
1,772145
1,867231
1,957625
2,043809
2,126167

1,
1,175185
1,301404
1,410294
1,507765
1,596540
1,678231
1,753926
1,824424
1,890345
,952189

,162358
1,275000
.369547

1,452182
,525849
,692326
,662890
,708261
,769285
.806480
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/ I, KM *iad,j - / 12
i - 1 -1

o = 0 , 1 . 2 . . . . (4.1)

A Equação (4.1), para a - 0 , "testa" a continuidade do fluxo total na interface, e para
a = 1, a corrente. J4 os momentos de ordem superior ( a > 2 ) não possuem nenhum significado
físico Os coeficientes calculados neste trabalho foram tais que satisfizeram este teste até o
momento de ordem 20, com cerca de 5 a 6 algarismos significativos, conforme se mostra no

Tabela IV.b

Coeficientes discretos e distâncias extrapolada'"'
Problema de Milne

Caso Alt',)

0,26357
0,47037
0,58252
0,83095

0,71844
0.47259
0,31503

4,79442
2,71187
1,94298
0,66583

(") A distância extrapolada (zo) é expressa em unidades de livre caminho médio do
meio 1.

Tabeb IV.6

Coeficientes discretos
Problema da fonte constante

Caso

1
2
3
4

726,75
846,31
911,33

1054,8

411,93
269,25
177.78

-

Com os coeficientes, calculou-se a distribuição angular na interface t • modificação da

distribuição angular com a distância nos meios para ambos problemas.

As Figuras 5 * 6 mostram as distribuições angulam na interface para o problema de Milne, a as

Figura* 16 • 17 para o problema da Fonte Constante. Nota-se a descontinuídade da distribuição angular

na interface, para valores do cosseno do ângulo lenital (p) nulo, • ainda, o aumento deita

detcontinuidedt com o aumento da absorção no meio 2. Convém salientar também, que para o cato 4

(meio 2 sendo vácuo) Siewert e Ishiguro'57 ' publicaram resultados para a distribuição angular na

-.'ara o nv«rm r»rjunto <te w c i t a de choque, quit se encontram inteiramente concordante*



com os nv><»rados nas Figuras 5 e 6. Para finalizar, nntaw que a riisuiliuição jiiyülai na interface,

torna-se < isotrópica com o aumento de abwxção no meio ?. >endo bastante anisotróptca para o

caso em u. nieto 2 é vácuo (abiortredor perfeito).

A modificação 'v* distribuição angular com » distância em livres caminhes ITHSÜOS do meio 4

mostrada nas Figuras 7A e 7B. para o problema de Milne, e na Figura 18 para o problema da fonte

constante. Nota-se que para o problema da fonte constante as rtistnbuic<Vs tornnrr. <;e pro<jrewiv.imente

mais próximas de uma disti ibuição isotrópica e aumentam em iiMiniimie, rorn o aimientn da distancia

no meio 1.

O efeito ocasionado na distribuição angular emergente do rreio 1 , no qoa! >c tem a fo-te. oe'o

aumento da absorção no meio 2. é mostrado na Tabela IV 7 Nesta t.ibela aprpsenta-:e a razão do l i j>o

angular para n - 1 e para ^~ 0,05. ou se|a. uma medida tte ijnáo .«nnotrópícA é a "distribuição

emergente" do meio 1.

tabela I V . ;

Razão do fluxo angular, 1(0, 1) / MO, 0.C0), r-j interface

Caso

1

2
3
4

Grupo 1

1.18
1,32
1.46
2.40

Milrte

Grupo 2

1.25
1.36
1,53
2.68

Fonte

Grupo 1

1.16
1,28
1,39
1,99

Constante

Grupo 2

1.24

1.32

1.44

2.46

Em física de reatores, as grandezas de maior interesse ;5o os fluxos totais e a corrente Nas

Figuras 8 t 9 são mostrados os fluxos para o problema de Míine, e nas Figuras 19 e 30. para o probíema

dt fontt constante. O fluxo assintótico, no qual se negligencia a contribuição dos termos continues, 4

mostrado apenas para o grupo 1. Nota-se, qut no meio 1, após 2 a 2 livres caminhos médios o

fluxo assintótico praticamente confunde-se com o fluxo total, enquanto no meio 2, esta distant >? é

da ordem de 3 a 4 livres caminhos médios. Além disso, no meio 1 o fluxo anintótico superestima

o fluxo total, enquanto no meio 2, ele o subestima.

i interessante salientar, que • região em que o fluxo total diverge do fluxo assintótico,

pode ter interpretada como • regifo em que • correção da teoria de transporte é significante. Essa

divergência é devido i contribuiçfo dot tmmot contínuos, que foram introduzidos pelo método d»

expenslo em euto-funede* singulares, de modo a fornecer uma solução "exata" i* equação de

transporte. Na Tabela IV .8 apresenta-se a razão entre o fluxo aiüntâtico e o flux > total, como

função da distancia nos meio» para o problema de Milne, e ra Tabela IV 9, para o problema da

fonte constante.

A corrente de néutront para o problema de Miln«. é mostrada nas Figuras 10 e 11. a nas

Figuras 21 e 22, para o problema da fonte constante. Em todos o* ra«x * r.oirontr i* rlinqirla no

meio 1, no qual « encontra » foni» eut nfcirrnns. par* o rr.PKi ?



Tabala IV.8

Fluxo assintótico ( 0 A M (X ) ) e razSo deste para o fluxo total

(0(x)) para os grupos 1 e 2 - Problema de Milner>

Caso

1

2

3

4

X

-3

-2
-1

0-í'M

0*

1
2
3

-3

-2
-1
0-
0*
1

2
3

-3

-2
-1

0-
0*

1
2
3

0*
1
2
3

tf" (x)

0,023225

0,029503

0,037478

0,047608

0,053307

0,066584

0,081150

0,097288

0,0080511

0,011835

0,017398

0,025575

0,038338

0,053558

0,069816

0,087425

0,0027996

0,0046926

0,0078656

0,013184

0,030219

0,046494

0,063668

0,082076

0,012237

0,030845

0,050052

0,059994

tf"(x)/0, (z)

0,997

0,992

0,978

0,933

1,045

1,008

1,002

1,001

0,985

0,962

0,907

0,756

1,133

1,020

1,004

1,001

0,964

0,911

0,792

0,534

Ú24
1,028

1,006

1,001

1,501

1,028

1,005

1,002

tf" (x)

0,078342

0,099*18

0,126418

0,16059

0.15888

0,19846

0,24187

0,28998

0,036684

0,053926

0,079273

0,11653

0.11427

0,15963

0,20809

0,26057

0,019149

0,032097

0,053801

0,090181

0,090072

0,13858

0,18977

0,24463

0,036473

0,091937

0,14918

0,17882

0 A " (X) / <h (x)

1,000

1,001

1,002

1,006

0,996

0,999

1,000

1,000

1,000

1,000
1,003

1,010

0,990

0,998

1,000

1,000

0,998

0,996

0,994

0,992

0,990

0,997

0,999

1,000

1,187

1,003

1,000

1,000

(') 0 fluxo astintótico é axpresso em unidades da: (neutrons por unidade da comprimento ao quadrado
por unidade de tampo).

( " ) 0 valor do fluxo assintótico é calculado usando-se parlmetros do meio 1 am 0" a usando-sa pari-

metros do meio 1 em 0*.
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IV.9

Fluxo assintótico |^A>* (x)) e rarfo deste («ira u fluxo total

(0|x)) para os grupos 1 e 2 - Problema da Fonte Constante(')

Caso

1

2

3

4

X

-3
-2
-1

0-

0*

1
2
3

-3
-2
-1
0-
0*
1
2
3

-3
-2
-1

o-
0*
1
2
3

0*
1
2
3

tf" Ix)

13,316

16,916

21,489

27,297

35,093

41,923

47,866

53,038

4,5869

6,7429

9,9122

14,571

26,439

34,392

41,313

47,335

1,5799

2,6482

4,4388

7,4404

21,732

30,297

37,749

44,234

11,348

21,261

29,886

37,392

0 A " (X) / 0 I (X)

0.994

0,996

0,956

0,866

1,113

1,021

1,005

1,002

0,978

0,946

0,870

0,676

1,237

1,035

1,008

1,002

0,954

0,887

0,742

0,459

1,341

1,044

1,010

1,003

1,850

1,054

1,011

1,003

tf"W

44,919

57,061

72,485

92,078

80,688

110,05

127,76

143,17

20,900

30,724

45,164

66,392

63,893

87.598

108,23

126,17

10.806

18,114

30,362

50,892

49,864

75,392

97,604

116.93

18,914

48,459

74,168

96,539

1.000

1,001

1.004

1.013

0.987

0,997

0.999

1.000

1.000

1,001

1,004

1,017

0,978

0,995

0.999

1.000

0.997

0,995

0,994

0,995

0,975

0,994

0,999

1,000

1,134

0,998

0,999

1,000

(') 0 fluxo auintótico 4 expresso em unidades de: (neutrons por unidade de comprimento ao quadrado
por unidade de tempo.
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F ina l i zando , é conveniente esclarecer a respeito das unidades físicas das grande;.',

mostradas nas figuras desta secção. As grandezas não são expressas em nenhum sistema particular

de unidades, isto devido ter-se solucionado a equação de Transporte, (2.2.3) numa forma adimensional a

sendo o termo de fonte normalizado para ambos problemas. Oesta forma, o fluxo angular, fluxo total t

a corrente possuem apenas, as dimensões que definem estas grandezas, ou seja, (neutrons por unidades

de comprimento ao quadrado por unidade de tempo).
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Fir,i)rS1 c ..-«,. irnfet OynUmmt, Meio I, A, (f> - Problem» d« Milnt.
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CASO - 1 C A S O - t

I

• * » 0 >

C A S O - S

>/#•

Figun2 - Coeficiente» Contínuo», M«io I, Aj(c) - Problema dt Milrw.
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- Cotficitmt Continuo, Mtio 2, 8^-tj) — Protritmt dt Milne.



CASO!

« i f

iilii

F i r m 4 - CtMficiwrt* Contínuo, M«k> 2. B,(-TJ) - Probltma dt Milna.



CA30-I C í S 0 - »

MHO

F%yr«5 - Dirtribuiçfa Angulw ra Int tr f tc (X - OH Gmpo 1 - Probtan* da Milnt (Coo«toracto» potorts).



CASO-I

Síti-l

C A S O - 4

- Oittríbuiçfc Angular na Interfaot(X-O), Grupo 2 - Probltma da Milna (Coordanadai polares).



J C - - 1

CASOS
CASO»
CASO1

• - 2

Figura 7A - Modificação na Ontribuiçio Angular com a Oifttncia nos Mtiot, Grupo 1 - Problama da Miln« (Coordtnadit polarm).



CASO 1
CASO 2
CASOS

CASO 1—
CASO 2 -
CASOS

FifuraTB - Modrficaçio na Distribuiçio Angular oom a Dinlncia nos Meios, Grupo 2 - Problema de Milne (Coordenadas polares).
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0 2

.Fluxo fofa/

. Fhtm Assmtotic»

01

3 0 6

X (untdadts Jt hvrê caminho médio1

Flfurat - Fluxo total a aiiintótlco, Grupo 1 - Problamada
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OS \_CASO I
V..CASO 2

\ \_CASO 3
\_CASO 4

5 0
X (unidade de livre caminho

Figura* - Fluxo total, Grupo 2 - ProWtmi da Mitrw.



J,(x)

-0005

ME 10 I

'•'•• t - 2 3 / ! 0 1

^•^!r,l 10 ( nnrntv, Gru»io 1 Problema de Milne.

6 7
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fc

J2(x)

MEIO 2

-0025..

MEIO I

CASO 4

VVCASOI
\ V C A S O 2

CASO 3

1 0 1 2 3 4 5 6 7 6

x (unidade de livre caminho me'dio)

Figura 11 CofmiiU, Grupo 2 Piohlwnwde Milnr
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-too

10

-too

CASO 2 .

-10

-to

-•o

-•o

-TO

- • 0

- * 0

-too

- Co«flcl«mM Contínuo», Mtio I, A, M - Probltm» «to Font» Constant*.



Figura 13 - Corficientes Contínuo», M«in I, A j [>•) Problema da Fonte Con»tant»



*T.S

a.

Astn

10

iota

ISS

• TS

0

CASO 2

1 0

ISO

o —, — 1 0

Figura 14 — Coeficiente Contínuo, Meio 2. B|(-i?) - Problema da Forte Ccnstant*
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CASO 1

- Í O

4 0

C A S O 2

r-

I 1 0

\i

-«o

Figurais - Coeficienti Contínuo, Meio 2. Bjl-rj) - Problema da Fonte Conttante.
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CASO - :
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'•£"3
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Figuraifi - Diítribuiçfo Angular na Interface ( X = 01. Grupo 1 - Problema da Fonte Constante (Coordenadas polares!.



C*SC - 3

CASO - 2 C & S 3 - 4

-t— l-

vicuo mia

FigHra17 - Oistribukio Angular na InMrfaca ( X - 0 ) . Grupo 2 - Problama da Fonta Cormanta (Coordanadat polarati.



X - . 2

Figura 1« _

X - 2

CASO 4
ASO 3
ASO 2

CASO 1

X» l

a Distância nos Meios, Grupo t — Problema da
Font* Constant» (Cooràenad,nadas polares).



CASO I

CASO 2

CASO 3

CASO 4

10 9 8 7 6 9 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 • 9 10

x ( unidades de livre caminho médio)

Firjur.119 - f-liiwi tot.il p assínt' >, Grupo I - Problema da Fonte Constante.
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— CASO I
\ _ CASO 2
\_CASO3
\.__ CASO 4

IO • • 7 6 5 4 3 2 1 O I 2 3 4 9 « 7 « 9 K >

x(unidades de livre caminho médio)

Figura 20 - Fluxo total, Grupo 2 - Problema da Fonte Constants.
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CASO I
CASO Z
CASO 3

10 9 8 7 * 3 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 * 9

x (unidades de livre caminho me'dio)
Figura 21 • Corrente, Grupo 1 - Problema da Font? Constant!?.
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J*(x) \

CASO I
, CASO 2

, CASO 3
.. CASO 4

IO 9 8 7 * 5 4 3 2 I 0 1 2 3 4 3 6 7 S 9 I 0

x(unidade de livre caminho médio)

Fiquta22 - í>)trcntn, Grupo 2 - Problema da Fonte Constante.
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5 - CONCLUSÕES. DISCUSSÕES E SUGESTÕES

O princípio da invariança tem sido aplicado com sucesso na solução de problemas em um

semi-espaço e na derivação de relações de ortogonalidade das auto-lunções singulares, no semi interv»k>.

Embora Chandrasekhar*1'' tivesse sugerido o usn da função S no estudo de problemas em dois meio*

adjacentes, os antigos trabalhos limitaram-se a um meio e somente recentemente, como discutido na

sectão 1, Uhiguro, Siewrrt e Bukart mostraram que a idéia pode ser usada com sucesso na solução de

problemas em meios adjacentes na teoria de um grupa.

Nt'\tp fr.ilwlho mostiDij se f|ue a m«ma lécnicn p viável fit? ser aplii:<Kld ronsiderando-se a

ilrpi rxièniri.i enmit'ticd através (Jo modelo de dois grupos, alpni de solucionarem-se os problemas típicos

em senn «patos infinitos.

No modelo de um-grupo, a combinação do método de expansão com o princípio da invariança,

reduz, nos problemas de dois meios, o cálculo de parâmetros, a uma forma análoga a problemas de um

meio, ou seja, encontram-se expressões explicitas para os coef icinetes. Já, no modelo de dois grupos, tal

procedimento não é possível, dado as grandezas serem vetoriais e matriciais e portanto impossibilitando

as mesmas manipulações algébricas realizadas em um-grupo.

Além disso, no modelo de um grupo é possível aplicar-se esta combinação â problemas em

meios flnitns, e que até o momento não foi possível no modelo de dois grupos. Tal limitação ocorre,

devido não se ter encontrado uma forma simples e não-singular para a matriz espalhamento em meios

fimtos.

Mesmo assim, a generalização para o modelo de dois grupos, proposta neste trabalho, pode ser

encarada como um avanço nos métodos "exatos" de solução da equação de Transporte de neutrons. Tal

contribuição torna-se signif icante, na medida em que o desenvolvimento e aperfeiçoamento dos reatores

nucleares exigem informações teóricas mais detalhadas e precisas da distribuição de neutrons.

Assim, o método aqui desenvolvido pode contribuir em termos práticos para o estudo de

efetividade de refletores na vizinhança de interfaces. Além do que, o conhecimento preciso da "distância

extrapolada", elimina a necessidade de um tratamento numérico em refletores espessos c homogêneos, na

medida em que esta grandeza pode ser usada como condição de contorno, para representar o ponto, no

refletor, no qual a distribuição de neutrons é nula.

Como sugestão, é de interesse realizar-se uma comparação do método aqui introduzido com

métodos aproximados (P N , D P N , e tc) . Tal trabalho, que tome o método exato como padrão,

justificar se-ía pois, forneceria informações a respeito.das diferenças entre os diversos métodos; e também

qual destes seria mais conveniente para a descrição da distribuição de neutrons em meios adjacentes.

Salienta-se que comparações entre o método "exato" e métodos aproximados só foram realizadas am

problemas de um semi-espaço136'.

Sugere-se também que se realize uma aplicação do método aqui usado para o caso mais geral da
multígrupos. Tal generalização forneceria uma descrição mais realista da dependência energética. Além
disso, um estudo considerando a hipótese de meios espalhadores anisotrooicos, descreveria mais
realistícamente a dependência angular.
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APÊNDICE A - PROCEDIMENTO NUMÉRICO - COMPUTACIONAL

Neste apêndice descrevem-se os procedimentos numéricos usados, a fim da te obter os
apresentados na seccao 4. Para a obtenção dessas resultados foi feito um programa am

hnquagem FORTRAN IV, o qual foi rodado no computador IBM-370/155 do Centro de Processamento
d* üadi», fk> Instituto de Energia Atômica. Esta programa é sumariamente aqui descrito.

Os auto-vatores.
Equação (2.11). através da
proemn itPritivn (Vi tipn

na Tabela IV.3, foram calculados encontrando-ee as raizes da
numérica da Ncwton-Rapnson e que essencialmente consiste num

li)
o IA.1)

ou seja, se v j ' 1 é um valor aproximado da raiz da equação, então tomate
aproximação mais exata, sando o processo repetido até a diferença entre valores co
que uma determinada precisio. Neste trabalho, encontraram-se as raizes para os quatro meios estudados,
sendo que a precisão exigida para o processo de iteração foi de IO* 1 0 a sendo o número dt iterações
necessárias para a convergência 10, para o meio menos absorvedor, a 6 para o mais abaorvador. É
interessante salientar que tomo valor inicial de »o. para a iteração, pode-se usar o euto-vetor, ou o
comprimento de difusão, fornecido por métodos aproximados: aproximação P-1 ou teoria da difusão.

Aqui se expSc o procedimento usado para o cálculo da matriz H, mostrada na Tabela IV.4 e
definida pela Equação (2.5.5), que é de importância fundamental no desenvolvimento teórico exposto.

A equação de definição da matriz H pode ser escrita como.

H"1 (JI) = E fiCJ rV ) Tin) ~^—
" " o " " / • * !

IAJ)

e usando-w • equação dt vínculo dt matriz H, conforma discutido por Simvert a Ishiguro'62' como:

I I •*• / rjfci* ÇJU(d) = 0

além disto, definindo-se.

(A.4)



IA.5)

ent.io o term» integral na Equação (A.2), multiplicado por YA(ji) pela direita, pode ser reduzido para a

f MU.ii.j») !A I') ip"< o uso <ln vínculo (A 3) « ile váiids m.miptilniõt'5 al(|nbricas.

/ H(
O

'

IA.6)

OINIC,

VAI (A.7)

e usou-se a identidade.

Wi - p ' l (ei

1 0

0 0

(A.8)

portanto, • Equação (A.2) pode finalmente ser escrita numa forma que é facilmente solucionável

numericamente ' , como:

(A.9)

onde.

- 1

v,
IA.10.1)

(A 10.2)

Conform» nnwrto por lihlguro1191 • Equiçto IA.9) convwje ear» ri» 16 «•>»• m«l« ripMt, «m larmoi ro núrrwro
d» ltm»c*" itn f|i>« • F-qi»ç*o mlginil IA.?) iln dcflnlvfo d* nutrir HI/;).
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A equação (A.9) loi solucionada através de um processo itiu ativo, no qual as integrais foram

calculadas pelo método de quadratura de Gauss. O critério de convergência usado foi tal que o valor

calculado H(/i) entre duas iterações consecutivas fosse menor que 10 " Nota-se, que com tal critério o

número de iterações necessárias para a convergência é aproximadamente constante para os meios

«Mudados (10 iterações). £ interessante salientar, que a Equação (A.9) foi solucionada por iteração, para

os pontos de quadratura usados no método de integração numérica de Gauss. Desta forma d* '.••-se usar

est«s resultados e inseri-los na integral da Equação (A.2) para o cálculo da matriz H em qualquer ponto.

Com a matriz H é possível o cálculo direto das matrizes espalhamento S 0 Í , M ' ) , dada pela

Equação (2.5.3), para os meios estudados. Portanto, o conjunto de equações integrais acopladas para a

distribuição angular na interface, (3.1.8) para o problema de Milne, e (3.2.7) para o problema de fonte

constante, pode facilmente ser resolvido através de uma iteração numérica para os fluxos angulares. O

número de iterações necessárias, (segundo em critério de convergência de 1 0 " ' ° para a diferença entre

valores, dos fluxos angulares, obtidos em duas diferentes iterações consecutivas) decresce com o aumento

d» absorção no meio 2, e varia de 20 a 30 iterações, conforme o caso, problema, ou número de puntos

de quadratura para o qual a iteração é realizada.

Como foi discutido na secção 3, com a distribuição angular na interface, obtida da itrracab

acima descrita, é possível o cálculo dos coeficientes da expansão em auto-funções singulares tquaçâb

(3.1.10) para o problema de Milne e (3.2.9) para o problema da fonte constante. Os coeficientes

discretos podem ser obtidos por uma integração numérica direta. Para determinação dos coeficientes

contínuos é necessária a solução de integrais singulares. Isto ocorre pois a matriz ©(v, M ) . que aparece nas

expressões dos coeficientes, definida pela Equação (2.6.15), envolve singularidades.

Para a solução numérica de integrais singulares, usou-se o procedimento ;

b 0(x) b 0(x) -<>(c) b - c
/ dx = / - — + <t>(c) in ; c e (a.b)
a x~c • x - c c-a

Conhecendo-se os coeficientes o problema está solucionado, pois a distribuição de neutrons

pode ser facilmente encontrada. Assim a distribuição angular, o fluxo total e a corrente podem ser

calculados pelas fórmulas discutidas na secção 3. Deve-se ressaltar, que devido o comportamento

ressonante dos coeficientes deve-se usar na sua inteqracao numérica um número relativamente grande de

pontos de quadratura.

Como inicialmente discutido nesta secção, os cálculos foram realizados no computador IBM/370

através de um programa, em dupla precisão e linguagem FORTRAN-IV, que consome em média cerra de

20 minutos de CPU (unidade central de processamento) para rodar cada caso, sendo constituído de uma

parte principal e de vários subprogram»:

SUBROTINA AUTO - Calcula os auto-valores discretos, para qualquer- meio, através da

técnica numérica de Newton-Raphson.

SUBROTINA H M A T R I X - Calcula, por iteração, a matriz H ( M ) em pontos de quadratura, a testa

os valores calculados.

SUBROTINA SHI -- Calcula a matriz H|,i) para qualquer ponto, usando os resultsdos d*

suhrotina H M A T R l Y

RUBROTINA LAMBDA — («ilnul.t .i nnitri/ dispersão, A( / ) , pniii (indiquei ponto e nwio.



SUBROTINA SMATRIX - Calcula a matriz espalhamento, SUu-'). usando resultados da
subrotina SHI.

SUBROTINA SUIN - Calcula os fatores de normalização, il«-finidos na secção 2.6, além de
parâmetros auxili.uev

SUBROTINA TFLU - Caltuk usando resultados do programa principal e da subrotina
SMATRIX, a distribuição angular na intreface, para qualquer valor de
li, além de calculai funções auxiliares.

SUBROTINA COEFA ~ Calcula us coeficientes discretos u contínuos, usando resultados do
programa principal e de vários subprogramas para qualquer ponto ou
meio.

SUBROTINA FLUTO — Calcula fluxo total, assintótico e corrente para qualquer meio e valor
de x, usando os coeficientes calculados e vários paiãmetros.

SUBROTINA ANFLU — Calcula o fluxo .inquiar para qualquer valor das variáveis, espacial e
arvjular, unindo os coeficientes e vários pammeiros.

A Piqwra A. l mostra n nsqu^mj lóni<o <IP cálculo u^di) rio pi>|..inia
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APÊNDICE B TESTE DOS MOMENTOS

Conforme discutido na sccçãn 4, os cocliciuntes calculados devem ser tais que satisfaçam o
chamado "teste dob momentos", ou seja, a condição de continuidade da distribuiçio angular na
interface, deve ser satisfeita p.11.1 tudos seus momentos se os resultados obtidos forem corretos:

0.1.2. . . .

Este teste só é satisfeito para a solução da equação de transporte.

Nas soluções aproximadas o teste é satisfeito apenas para um determinado número de
momentos. Por exemplo, na aproximação P-1 apenas os dois primeiros momentos (fluxo total e
corrente) são satisfeitos.

Neste apêndice expõem-se os procedimentos analfticos e numérico usados neste trabalho para a
verificação deste teste. Restringe-se a exposição apenas ao problema de Milne. A generalização para o
problema da fonte constante é facilmente obtida, conforme se discutiri no fim desta secçio.

Usando-se as Equações (3.1.4) e (3.1.5) para x =0 , a fim de exprimir a distribuição angular na
interface, a Equação (B.1) pode ser reescrita como:

-1 "

/ \ \ l t \ + / A ( 2 l ( f ) /
-1 " Ma, -1

+ / 'í-i (- v, M) fà» ) Ç,' I B( TJI ) / i'j (• V, *i)

"1 "1

• / B(2I( t i ) / vi2'( TJ^) M°ÉU drj} (B.2)
1 /O 1

Desta forma, toma w necw^ário calcular-se as integrais do tiix>:

i ,'Ui«i)Al>i (B.3)



* a,) tat, reescreve-se a equação de transporte, para o caso da matii* C simétrica, ou seja.

d 1
— wxji) + S*(XJJ> = c ;
dx " " " " - 1

uma solução rio tipo:

-n/v
+(xji) = i M M e

inserindo-se na equaçfc de transporte, obtém-se.

" - = Ç M 0 M

onde

1
MM = { 'If-o '_, -

Como discutido na secção 2, MQ (v) é uma função conhecida para qualquer valor de v. Para v igual ao
auto-valor discreto, M 0 {P) é dada por (2.6.6); e para vt(0. I/o) por (2.6.2); e para pe(1/o,1) também por
(2.6.6).

Multíplicando-se (B.4) por p i 0 " 1 e integrando-se no intervalo ( 1,1), obtém-$e:

1
~ " •£ Mcr 1^) — Ç V ' W d ~( ') ) / u •* ' '8 5)

a

onde Ma(c) é dado por (B.3). Obviamente, a Equação (fl.5) é uma equaçío de recorrência para at
integrai* do tipo (B.3), e portanto dado que se conhece M0(e), pode-se conhecer qualquer momento da
ordem superior.

Desta forma, a Equação (B.2) quando escrito em termos de Ma , tem a forma:

p , ' f A(» , |M ( •

A13I(K) M ^ W áv * M t a ( -» ' ) ) }= P - ' ÍB ( f j , )Ma (
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BI2I( rj) M"\ »/) (IÍ; | (B.6)

O teste dos momentos i xpu , J I itr ivrs <lc (HO) »; facilmente realizável, | » i i as funvm* M Q

podem ser obtidas <la equação d« recorrência DJ I . I i|iiali|uer valor de a. Nesti trabalho, aplicou-se este

teste até o momento de ordem 20. tendo-se obtido b a 6 alijarisrnos significantes. Convém salientar que

devido «o comportamento reisonante dos roeticientei contínuos na região (1 /u ,1 | , conforme discutiu-se

na secçao 4, ilevr -,»' us,ir um nuniP'o ipanilo >V |>nnlos de <in.nlr,ilurj (04 pontos), quando tia integração

nest.t reyuio.

Na Idlwld IA.1) mostra-se como ilustração us resultados desse teste para os casos 1 e t

tabela as duas últimas colunas referem su .is diferenças entre o lado direito e o lado esquerdo da Equação

(B.6) (AQ). As duas primeiras colunas relrirm-se aos valores significantes para o grupo 1 * 2 . dos vintt

momentos. Nota-se que a precisão diminui com o aumento de absorção no meio 2 , isto devido ao

comportamento dos coeficientes ser tal que <iumentando-se a ahsoicdo. os picos tornam-se maiores e

mais estreitos, vide seccão 4, dificultando portanto a integração numérica.

Aplicação do teste é facilmente extendiila ao pinblema da fonte constante, bastando a

substituição do termo (M a ( v , ) , do problema de Milno, por ( l /o + 1 ) ' (1 I I I 0 1 ' ) * + p - O $ resultados

do teste, para este problema, sãu Ha m>".m,i nnlrm de tjrandiva do problema de Milne, não sendo

portanto necessário ruportalov

É interessante salientar ainda uui ,<\íni do se tintar a loritinuidade dos momentos da

-i'if)iil,ir, fi'stou-se também a contintiMladi» • tost.i tliítrilniição jxinto a ponto, ou seja;

obtendo-se a mesma precisão \A
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Tabela B.I

Testes dos Momentos até ordem 20(*) - Problema de Milne

Caso

1

2

a

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Grupo 1

,051033b
- .0033923

,01711020
,0019747
,0102901
,0031947
.0073594

-.0010783
,0057285
,0008790
.0046895
,0007420
,0039696

-.0006419
,0034414
,005656
,0030372

-,0005055
,0027810
,0004570
,0024596

,033850
-,00438319

,0114679
-,0024962
,0069230

-,0017483
,0049610

-,0013458
,0038662

-,0010940
,0031676

-,0009217
,0026829
,0007963
,0023269
,0007009
,002054

-,0006259
,001838

-,O0Or.f)5D
,001Wi4

Grupo 2

,159596
,012138
,05369126
.007257
,0323404
,005175
,0231500
,004022
.0180301
,003289
,0147658
,002782
,0125027

-,002410
,0108414

-,0021268
,0095699

-,0019026
,00856544
,0017212
,00775183

,115386
-,0136997
,0391560

-,008125
,0236671
,0057759
,0161728

-,004480
,0132343

-,0036596
,0108468
,0030929
,0091896
,0026783
,00797198

-,0023616
,00703940
,0021120
,00630225
,00191000
00570489

\

9,5 x 10"'
1,0 x 10"
7,7 x10<
9,5x10 '
1,4 x10"'
9,2 x 10"'
2,7 x 10"1

8 ,9x10 '
3,7 x 10"'
8,7 x 10"
4,4 x 10*'
8,6 x 10"
5,0 x 10"'
8,4 x 10"
5,5 x 10"'
8,3 x 10"
5,9 x 10"
8,2 x IO'
6,3 x 10"
8,1 x 10"

1 2,0 x IO"7

' 1,1 x IO"7

' 3,1 x 10"'
1 1,6 x IO'7

1 2,4 x 10"*
1 1,9 x IO"7

1 2,3 x 10"'
,7x1O"7

,8x10"*
,4 x IO"7

, 5x10*
,1 xiO"7

,2x10"*
1 9,5 x iO' *
1 1,1x10"*
1 8,1 x 10'*
1 9,5x10"'
1 7,0 xiO"*
1 8,7x10"*
1 6,2 xiO"*

6,7 x 10"* 8,1 x 10"'

3,3 x IO"7 1,5 x10"7

5,7 x 10' f

8,9 x 10"
2,9 x 10"'
2,2 x 10"
4,2 x 10'
1,7x10"'
5,0 x 10"'
4,5 x 10"'
6,7 x10"'
6,5x10"
6,2 x 10"'
8,2x10"
6,6 x10"'
9,7 x10"'

1 2,7 xiO"*
1 4,3x10"*
' 1,2 x IO"7

1 4,1 x 10"*
1 1,3 x IO"7

1 2,8 xiO'*
' 1,0 x IO"7

1 1,8 xiO"*
1 8,4 xiO"*
1 1,3x10"*
1 6,8 xiO"*
1 1,0x10*
1 6,6x10-*
1 9,2x10'*

6,9x10-* 4,8 x10"*
1,1 x 10"7 8,7 x 10"*
1,2x10"* 4,2x10"*
1,2 x IO'7 8,4 x 10"*
7,5x10* 3,7x10"*
1,3x10" 1,3x10"*

C l Para obtendo deiscs resultados (oram usados, 20 pontos de quadrature no intorvnln (0,1/n) nai
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