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CALCULOS EM TEORIA DE TRANSPORTE DE NEUTRONS DE DOIS GRUPOS,
COM ESPALHAMENTO ISOTROPICO E LINEARMENTE ANISOTROPICO

Elisabete Jorge Pessine

Problemas tipicos de semi-espsco, em teoris de transporte de ndutrons de dois grupos, slo resolvidos
numaricamente atravis do mdétodo de oxpomlo om sutofuncdes singulares, m npdh-mmo &omspieo [
linsarments anisotropico. - Y AN

Utilizando-se seccGes de choque de espelhamento isotrépico fornecides por Metcalf ¢ Zweifel apresentsm-se 08
resultados numéricos pers os problemas do Albedo, Milne @ Fonte Constante pere um semi-espaco de igue leve purs
considerando-se virios greus de anisotropis.

1- iNTRODUQ‘O

* Como & notério, 8 demanda futura de energia mobilizaré recursos até hoje no exaustivaments
utilizados. Sabe-se, também, quo 8 quantidade de combustfvel féssil, hoje responsével pela demands
quase completa de energia do mundo, & limitads; segundo célculos mais otimistas, as reservas deste tipo
de combustivel, 20 nivel de crescimento de consumo energético stusl, nio durarism mais que meio
sbeulo.

A energia provinde de combustiveis fOsseis, na geracio de energis elétrica, vem sendo
substitu/ds gradativaments, com sucesso, pels energia nuclear.

Anim, 8 importincis do reator nuclear, como fonte de energis, j4 é hoje reconhecids ¢
‘responderd no futuro pels maior parcels ds energis mundial 8 ser consumida.

O conhecimento do comportamento dos néutrons dentro de um restor nuclear constitui um dos
requisitos fundamentais necessérios 8o desenvolvimento do sistema. Entretsnto, tal comportamento
{movimento, distribuiciio,...) no foi sinds bem estabslecido, embors existam complexss teoriss o
respeito @ numercsos reatores tenham sido projetados com sucesso.

A procurs de sistemes cads vez mais eficientes, » tacnologia se desenvoive tornsndo-se mais
complexa, exigindo detalhes especificos sobre 8 movimentaco e distribuiclio ds populaglio neutrBnics
dentro dos restores; torne-se, pois, imperstivo obter solugBes mais rigorosas da equecio de transporte de
nlutrom.

.Entretanto, a sstrutura das equacBes de transporte ¢ bem diferente ¢ mais complicade do que s
de fisice matemitics clémice; por conseguints sues soluples 86 slo possiveis pera problemas bem simples
ou sityscBes ideais.

Porém, a teoris de transporte & capez de fornecer solucBes exatas para virios problemas bésicos,
speser de ter aplicacdo restrita na engenharis nuclear, em céiculos préticos. O conhecimento das solucSes
tedrices pode ser utilizado como padrio de comperacdo entre os métodos aproximestivos.

Aprovedo pere publicacho em jultho/1977.




Um reator nuclear é um sistema dinamico composto de véirios elementos de diferentes
ywupriedades. Durante sua operacio, devido 3s reacoes que nele ocorrem, sua composicdo varia com O
tempo. A energia dos néutrons dentro do sistema também é um pardmetro que varia, podendo-se ter 80
mesmo tempo néutrons desde altas energias, néutrons de fissdo, até néutrons de energia em torno de
alguns elétrcns volt (eV). Nota-se pois, que um reator nuclear & um sistema complexo. Um modelo
matemético que o descreva e produza solugdes satisfatbdrias s6 é mesmo possivel se se fizer ou
simplificacoes ou tratd-lo como um sistema ideal. Dentre as virias filosofias existentes, preferiu-se neste
trabalho, dedicar-se & obtencdo de solugGes exatas de problemas ideais, psra melhor compreensso do
reator nuclear; e que, aquelas solugdes possam servir como base de teste entre os vérios métodos
aproximativos existentes.

Assim, quando se considera o reator nuclear operando sob condighes normais, admitindo-se que
as propriedades do sistema ndo se modificam, a dependéncia temporal da distribuigdo dos néutrons pode
ser desprezada.

Quanto A dependéncia energética dos néutrons nas seccoes de choque, considera-se que Os
ndutrons pertencem a um intervalo selecionado de energia, como um grupo, e define-se seccOes de
choque para cada grupo como uma idéia apropriada sobre a energia considerada.

Quanto ao comportamento da distribuicdo dos néutrons, sabe-se que em geral o ewpalhamento &
anisotrépico, porém, quando se trabalha com néutrons de fissio, admite-se que sua emissdo 4 isotrépica;
e que o espalhamento de néutrons lentos por nicleos pesados é apro<imadamente isotrépico.

Deste modo, admitindo-se o espalhamento isotrépico consegue-se obter um significado real deste
comportamento. .

Entretanto, faz-se necessdrio que se aprofunde no estudo do comportamento da distibuico dos
néutrons quando se incorporam altos graus de espaihamento anisotrépico na teoria de transporte.

Assim, considera-se neste trabalho a teoria de transporte de néutrons de dois grupos,
independente do tempo, em geometria plana com espalhamento isotrépico e linearmente anisotropico.

1.2 —~ Estudos Anteriores

Desde a identificacdo do néutron verificada em 1932 por Chadwick, muitos trabsthos e
pesquisas sobre 0 fendmeno de transporte dos ndutrons tiveram luger entre 1932 ¢ 1939, sendo a fisslio
evidenciada neste perfodo.

NBo foi, porém, antes de 2 de dezembro de 1942 que Enrico Fermi e colaboradores obtiveram
#xito na producdo de fissio continua e auto-sustentada em uma piths stdmica.

A reacdo em cadeia de Fermi fol 0 evento que marcou o amanhecer da ers nuclesr.

Os primeiros trabaihos apresentados na teoria de transporte de néutrons forsm baseados em
técnicas desenvolvidas pars o estudo de problemas astroffsicos, uma vez que s equaciio de transporte de
ndutrons de uma velocidsde & matematicamente equivalente 3 equaclo que descreve a transferéncis
radistive cinzents. Embora a maior parte dos primeiros trabslhos em teoria de transporte terem sido
resolvidos stravés de métodos aproximativos, Chandrasakhar'?! foi capez de obter solucBes exatas pers
vérios problemas estroffsicos aplicando uma técnica baseada no principio da invarilncia,

Um grande progresso foi sicancado, quando em 1960 Case'S introduziu 8 téenics de expemlio
em sutofuncdes singulares, como um recurso da teoria de transporte pera obter solucSes rigoroses de
aquacBo de transporte de ndutrons de uma velocidade.



Este método & semelhante 3 aproximac3o de expansdo em autofuncdes utilizada no estudo de
problemas de contorno relacionado com equacoes diferenciais parciais.

Através dele é possivel escrever a solugdo de um determinado problema numa soma linear dos
modos normais ds equagdo de transporte homor:ines. Esta soma contém um conjunto de coeficientes de
expensdio arbitrérios, que sdo determinados através de condicOes de contorno apropriadas.

A seguir, deve-se demonstrar que este conjunto de auto-fun¢oes é completo, sobre o intervalo
da varidvel independente; e também deve-se estabelecer relagbes de ortogonalidade e normalizagio
relativas dquele conjunto.

Estabelecidos estes conceitos, a solugio de um determinado problema descrito através deste
método ¢ imediata.

Os primeiros pesquisadores a se utilizarem deste método ~a solucio da equacio de transporte
em multigrupos foram: Zelazny e Kuszel!34! para um modelo de dois grupos, com espathamento
isotrépico e independente do tempo. Estes autores demosntraram o teorema da completividade
estabelecendo que 03 modos normais sdo adequados para solucionar problemas de meio e infinito.

Mais tarde, Siewert e Zweifel‘”'”' estabeleceram de forma rigorosa o teorema da
completividade tanto para o semi-intervalo como para o intervalo total, bem como &: relacGes de
ortogonalidade, obtendo solugGes analfticas para um caso especial da equacdo de transporte de dois
grupos {determinante da matriz de transferéncia nulo} aplicada no estudo de transferéncia radiativs.

Porém, devido 2s restricGes sobre os pardmetros envolvidos, as solucoes ndo sdo apliciveis no
caso do transporte de néutrons.

Siewert @ Shieh!2?! demonstraram, para o problema de dois grupos com espathamento
isotr6pico, a8 completividade no intervalo total @ a ortogonalidade das autofuncdes, porém, seus
resultados séo somente aplicados em problemas de meio infinito.

Metcalf o Zweifel''®'7) considerando problemss de semi-espaco, apresentaram resultados
numéricos para os problemas de Milne e Fonte Constante assumindo espalhamento isotrépico e dois
grupos.

Yoshimura ¢ Kluurqi‘”’ aplicando Siewert et al‘"', estenderam os estudos psra o
tratamento da equaciio de transporte em multigrupos, demonstrando a completividade das suto-solucdes
stravés do uso da relagio de ortogonalidade da solugdo adjunts.

Entretanto, 8 maior perte destes trabalhos s#o rstritos so espathamento isotrOpico e suss
splicagdes em problemas de transporte se tornam limitados, uma vez que niio sfo demonstradas pars o
semi-intervalo 8 completividede e ortogonalidade das sutofuncdes.

Deste modo, nos Gitimos snos procurou-se amplisr o estudo, investigando-se problemas de
uml-cspow""""“ pera muliti-grupos incluindo os efeitos de espsthamento onimrbpico“s'”'"'”’.
Estes trabeil.os desenvolveram-se ora stravés do método de Case, ora stravés do principio de inveriincie
de Chandrasekhar em conjunto com o método de Case'18:21)

» Entretanto, fol no trabstho de Siewert!?%! que se propds uma nove técnica pera tratsr de
problemes de semi-espaco em multigrupo. Através dele Siewert o lshlgum‘”', estabeleceram relacdes de
ortogonalidade pars 0 semi-espaco, num modeio de dois grupos e espalhamento isotrépico.

Embors, este trabslho fosse baseado no principio da invarifncie, restrito 8 meios ndo
multiplicadores, os trabsthos de Siewert, Burniston a Kriese!3%) e Burniston, Mullikin & Siewert!d



'
“estabelecem que 0 teorema demonstrado por lshiguro‘”' pode ser colocado tanto pera 0 caso de meio
multiplicador ou néo multiplicador em base matemética solide'4’,

Através da mesma técnica, Ishiguro‘g' ampliou o estudo pars um modelo de espslhamento
anisotrd, ‘co.

Em outros trabelhos citados, utilizou-se da geometria plana; para outras geometriss (estérica)
tem-se 0 trabslho de Schnatz!23) ¢ Kaper"”.

1.3 - Objetivo

Utilizando-se 8 teoria de transporte de néutrons de dois grupos, 0 método de Case e as relacdes
de ortogonalidsde pars semi-intervalo de Ishiguro, propde-se obter resuitados numéricos precisos pera
trds problemas cléssicos de transporte — Milne, Fonte Constante e Albedo — considersndo-se
sspathamento anisotrOpico num sistema vicuo-Sgua leve pura.

Embora véirios problemas tenham sido resolvidos pera o espalhamento isotrépico e resultsdos
numéricos opmomados‘"'”""( porém séo pouco conhecidos os resultados numéricos quando se
sssume espalhamento snisotrépico 9.10.1)

Os resultados obtidos por Bosler e Metcsif''! sBo besesdos ne resoluclo de squacSes integrals
singuleres sssim como os resultados de Metcalf ¢ Zweifel!!”),

. .Acredits-se que com Q stusl desenvolvimento de modernos computadores, squele tipo de
encaminhamento possa realmente conduzir 8 resultados precisos ¢ de répide convergincia.

Entretanto, preferiu-se conduzir os céiculos deste trabslho, a despeito de nove tecnologia, 3
resoluciio numérics de equacGes regulares convencionals, @ mostrer que:

8) realmente & possivel, stravés do uso ds relacdes de onooomlidmm:

b) o chiculo do sistema em que as equacdes sfo conduzides & faciiments elsborado,
fornecendo bos precisio e répida convergéncis e,

c) 8 obtencio stravés do esquems proposto, de resultados numéricos que Possam ser
utifizedos em conjuntc com os resuitados dos diversos métodos sproximativos.

2 - DESENVOLVIMENTO ANALITICO

2.1 - Introdugiio

A pertir do método de expanslo em autofuncles singuisres estsbelece-se 8 solucio yeral da
equaclio de transporte de ndutrons de dois grupos com espalhamento anisotropico.

Demonstra-se relacdes de ortogonalidade concernentes ds solucdes da equaclo de transporte ¢
faz-9¢ splicacles stravés de problemes cléssicos de teoris de transporte.

2.2 - Soluglio Gerel da Equaglo de Transporte

A equaglo de transporte de ndutrons de dois grupos, estaciondris, com espaihamento
snisotrdpico com simetria azimuta!l pars geometris plsna.



)
L Vilzp) + o0y (za) = [ 6y (up), ()l

+ 1 ol (2 ) (2.2.1)

9
U Valza) + o¥alzp) = [ Gy sV zp)dw

S L R TV VN P T 13 174 (2.2.2)

¥ilz, 1) e Y;y(z, u) sdo os fluxos angulares nos grupos 1 e 2 respectivamente; 0, e 0; sdo as seccles de
choque total macroscOpicas pers cada grupo.

Considerase 0 meio homogéneo e as funcdes de transferéncia f.(u, u') para ij=1.2 pera
quando se assume espalhamento linesrmente anisotrépico fornecidas pels sequinte equagdo,

1 3 .
= - {o) m T g (1) ' 223
'tl 7 [o”' + %Y a") + 70”‘ [TITI '

%pa @ ol s80 85 seoodes de choque de espalhiamento macroscbpicss que descrevem 8

transferdncia dos ndutrons do grupo j pars o grupo i quando se toma os ter.nos de ordem 0 e 1 da
fungo f(u, ') expandids em polindmios de Legendre; "l' representa & secgiio de choque de fissho

macrosodpics pars 0 grupo j; Fi ¢ 0 nimero médio de néutrons produzidos por fisslo no grupo | e, X,
represents a probebilidade que os ndutrons de fissdo possusm energias no grupo i (x; + X3 = 1).

Assume-ss, sem restrices, que 0, <0, e dividemse ss equacDes (2.2.1) ¢ (2.2.2) por 0;.
Define-se 0=0,/0; o, fazendo-se uso de x =0;2 escrevem-se as equac3es resultantes em uma forme
matriclel conveniente, » mesma utilizada na referincia'??).

Deste modo tem-se:

0
B W) + B Wixa) = € [ Winu')dy'

x
+u 9 f_" \.ll(x‘y')“' du’ (2.24)

A matriz T represents,

Is= o0 (2.2.60)

h 01
O vetor fiuxo engular, ¥(x, u) ¢ definido como,

Ying) = Wy {x.p) - Vilo l.ll)-l' (2 7 5b)

i Valxul |  [Yaloa2i0]

e a5 matrizes das secgdes de choque macroscOpiras do transteréncia por,



c-= C e de elementos C =—1'[0 o) + xv.0. ] (2.2.6c)
1 Caaf W20, P -
e
by, b 3
B=|'" """, de elementos by = - AL (2.2.6d)
B 1 b Y20

Ter-se-b esnalhamento isotrépico quandc se tomar bij =0.

Reith e Siewert'?2) obtiveram um conjunto de suto-solugGes da equacio (2.2.4) apresentando,
no intervalo total, as propriedades de completividade e ortogonealidade das solugdes.

Ishiguro!®! considerando o semi-intervalo estabeleceu a propriedads de ortogonslidede das
solugOes da equacdo (2.2.4).

A solucio numérica dos problemas propostee neste trabelho, é obtido utilizando-se 0 mesmo
formalismo e notago apresentados por lshigurom, visto tratarse de problemas tipicos de semi-espego.

O método empregado é descrito sucintamente a seguir:

“;a_ Wixu) + TWixu = QWD £} Q) ¥ (il (2.2.6)
%

onde se definem as metrizes Q( u), (2 x 4) ¢ D, (4 x 4) como sendo:

Qi) = [t &1l (227

sendo a matriz | unitéiia (2 x 2),

D [(é QB} ' (2.2.8)

A solucdio que se propde para a equacio (2.2.6) 4 ds seguinte forms;

Wixu) = Elvu) exp (~x/v) . (2.2.9)

Aplicando 8 equacdo (2.2.9) ns equacio (2.2.8) obtém-se a equaclio das sutofuncBes spds
cancelsr a dependéncia espacial,
_Hy

(£ - ). Flva) = QDT () M (0, (2.2.10)



unde se detiniu:
M = [ Floudu, 2.2.11)
e
= . (2.212)
™ <fig g ']

A wluglo ds equacio (2.2.10) é escrits como sendo,

F vu) = Elva) QL) D L) M), (2213
onde
Y
" 0
T s MU REY P TR KR SOy (2.2.140)
0 v, tu
EV ) = vk + 10 5 ), ve - ) e (2.2.14b)
o0
a=1,2,
Em(l'.u) =vKivu) + u"’(vbg(v.u),w(- 1, -1) u(l, ", (2214
o o
P 0 Slov — ) 0
oy —
Kvau) = H o | = ‘ (2.2.14d,0)
(] —_—
V—u 0 5ty - )

¢ pois, como foi observado por Slewert o Zweife!'28.29) ng goluclo de equaclio (2.2.10) trés regides
11
devem ser consideradas: v¢(- 1,1), w(-;,—) e ve(-1,-10) U (1/0,1), ¢ 0 sfmbolo P das equacles (2.2.14)
0
indice que es integrais deverBo ser interpretadas atrevéds do signiticado de vslor princips! de Csuchy



Os autovalores discretos * v, s30 as rafzes positivas da funcdo de dispersiio A(z) = det A(z) onde,

Mz =} + 2 [ 0(1Q" ) DL(2), (2.2.15)

u-z

e o cardcter (") foi emprogado para representar a mudanga i para ¢ 4 na linha superior da matriz, sssim:
Q*w) = [L u 2] (22.18)

Representa-se por z uma varidvel complexa; preferiu-se esta representacdo na equacio (2.2.16)
uma vez que as rafzes desta equacao podem ser real ou eomplexa“

O vetor de normalizacdo M( ¢ v) deverd satisfazer;
Atv)iM(ty) =0 (22.17)

e 0( u) & definido por;

] i
o) =[°M nj (2.2.18)

11
para O{ ) =1 se pel -—, ) e G(u) - O para valores fora daquele intervalo.
o 0

As fungoes w&”(u) e w‘z’(v) s30 obtidas, para o autovalor contfnuo ve(-1,1), stravés do
seguinta requisito;

det [My) —w() 0 () Q° WD ] =10 (22.19)
onde

M) =0+ vP [ O Q' () X orm. (2.2.20)
- ~ e ~ H—-v -

@ 0s vetores de normalizagio correspondentes Mf" ") e M2 (1) através de,

A - wiMwgwa WD mi'e) =0 (2.2.218)

B - WMo WMo M ) =0 (2.2.21b)

Reith ¢ Siewert'?2! demonstraram que as solucdes estabelecidas constituem um conjunto completo pere
a expansfo no intervalo total de funcdes arbitririas de Holder.



Deste modo a solugdo geral da equagdo (.2.6) pode ser escrita como:
K
Wixu) = _§1 [A(ui) Fvmexp-x/v) + Al- v} E v )
i=
exp /w)] + F21OT A ) EY ) + AL (0) ES i) ] exp (- xvd oo

i f:/a A2 (w) 5‘2)(”#) exp (-x/iVdr + P

¥ part(xh),

x2 0,pel 1,1, {2.222)

1
onde A(t ), A!”(V), Ai )(l’) e A(z,(v) s30 coeficientes de expansdo a serem determinados através de

condicoes de contorno adequados e, i representa 0 namero de pares‘”’ de auto-valores discretos;
¥ art{X:H) € uma solucao particular resultante de problemas a serem estudados (Capftulo 2.4).

Para completar esta parte seguen. »igumas consideraches sobre a equagdo adjunta.

A equacdo adjunta é definida substituindo-se E) na equacio (2.2.6) por D e resolvida de maneira
andloga 3 j4 exposta. Em particu’ar, foi demonstrado 3" que o espectro dos auto-valores da equaciio
adjunta ¢ idéntico ao da equacdo (2.2.6).

A partir deste ponto utilizar-se-4 do (ndice ‘a’ para se referir a funcoes relacionadas com a
equacdo adjunta.

2.3 - As Relagoes de Ortogonalidade

As relagdes de ortogonalidade de semi-intervalo das solugBes da equacdo (2.2.22) foram obtidas
"t uma maneira formal através da técnica do ‘‘invariant imbedding”’.

Essas relacOes constituem a parte principal de todo 0 desenvalvimento analftico pois, é 8 pertir
de seu estabelecimento que se obtém certas fungdes matriciais, semelhantes 3s funcles H de
Chandrasekhar, sobre as quais é possivel expressar os coeficientes de expansio da equecdo (2.2.22) e
obter-se resultados numéricos exatos através de equa;lbes integrais regulares, evitando sssim o célculo dos
coeficientes através de equagOes integrais singulams‘1 18.1)

Como foi observado, os coeficientes de expansio equacdo (2.2.22), devem ser determinodosm
stravés de condic3es de contorno apropriadas.

Considerando-se um meio ndo multiplicador constitufdo de um semi-espaco, 8 solucdo para este
sistema em geral pode ser escrita como,

K
Vi) = T Alv) b exp (xiv) + 11 A0 2P ) exp ( x/v) dv

+ 101AN ) ¢ wa + A0 BIwa exp xm) dv + Wpixa), (23.1)

onde \Vp(x, K) representa uma solugdo particular corresporkente a termos de fonte nfo homogéneas que
devem existir e que devemn conter, como no prohlema de Milne, um termo divergente (como x -0},
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Os coeficientes na equagio (2.2.22) correspondentes a0: autovalores negetivos slo tomedos

como zero s condiclo fisica de que a solucio homogénes é finita. As autcfungdes ¢ slo as derivades por
Reith e Siewert e podem ser escritas explicitamente, enquanto as autofuncBes El"(v, M) possuem em

geral radicais, como;

By glvm) + Aqq4lv) & (ov —p)

o —u
M = : (232)

Baglom) + Naglx) § (v —w)

V—u

a=1e 2

onde Aaﬁ(v u e lqﬂ(v) representam os elemeriios das matrizes  A(wu) = C +mm A e AW

Para 0s outros sutovetores, normalizam-se as equagdes (2.2.14c) e (2.2.14a) pera 38 obter;

(A (DA (o) — Aga(9)dy ()]

| To-a

2wy = . 2a3)

”:‘_L;'[An(l’)An(w) = A2(9)g () + AIS(Y — p))
ve(tl1),

e soluggo discreta,
-

w, th A )Ba(tvp) = Aaw)By (2 vp)]

Plnal = 4 ' 234)
(A ) Baa(t vp) = Aga(v)Bg, (2 v
Y tu

onde AgglE), @8 =1,2 slo 03 elementos das matrizes Alc), £ =1 v, @ ME), £ =, @ A(¥) =det A(v).

Na referbncia'® estdo resumidos os resultados finais sobre s relacdes dy ortogonalidade.

Os coeficientes na equacdo (2.3.1) devem ser determinados através ds condigio de contorno ne
frontelrs do meio, x =0.

A condiclo de contorno pode, em geral, ser escrita ne seguinte forma,

K
) = ‘E'A(v') 'b(v.,u)



"

C AN 0 Y i + AP0 @1 ) av

v Al e 200 dp | u € (01 {2.3.5)

Vin

! {:) & uma fungiio conheqida, yue deve possuir, dependendo do problema em estudo, uma
soluciio particular, uma distribuigdo incidente especffica.

Estabelecendo-se relagbes de ortogonalidade, procura-se obter as solugdes da equacio (2.3.5) ne
seguinte forma;

1
) =— [8 (v u), § ,i=1,2...,
Aly) NG [8 vu) bu) )i K (2.3.60)
(1) ' {1} = '
A =— [8, (v, )] vel0,V/0), @=1,2 {2.3.6b)
e
A‘2’(u, = * [g(z’(y#),.““)], VE“/O, 1), (2.3&)

onde (x,y) representa um produto interno apropriado, N(v)), Nm(v) e Nm(v) fatores de normalizaclio ¢
(¢, u) um vetor adjunto adequado.

_ Definem-se as matrizes (2x2) 5 (u, i), hiy) e A u') pora um semi-espago (x> 0), nllo
multiplicador - fantes livres por;

1
910w == f 3 s 1 (0,4) di', 1 €00, 1) 2.27)
£, Yoo du = g Bl du, (2.38)
e
£, Wixuuds = f Uurgixu) da, (2.39)

onde ¥{x, u) § uma solucdo de semi-espaco da equacio (2.7 4).

(7

Através do principio da invaridncia Po da reciproc idade da matriz 3 obtiversm-se as seQuintes

equacdes;
1 du’

f' s (' ) g \ {72 3.10a)
2 0° I

hlu) = | +
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f

IE'
E
[

2
o=
|

) S

W'.u) dy',

1 -
Tsluu) + —slpu ) Z =200 D ¥,
u

onde se definirem as seguintes matrizes (2 x 4),

Y = b, W)

dWw) = [b, W)

-],

- L.

Definindo-se as seguintes matrizes;

T ™
say) =
L ‘zl“‘l .Wo)
[ hy s lom)
Hu) =
| Ml 0
Q4 (ou)
L =
Ll w

$12(opit,)
s2(i )
hy2(ou)

haal u)

Qi 2(om) ]

220 1)

pode-se expressar a matriz S da equagdo (2.3.10c) por;

(637 10

2,
B+,

$luuy) =

) = (Hu

P DV ),

L §,

{2.3.10b)

{2.3.10¢c)

{2.3.11a)

(2311b)

(2312)

(23.12b)

(2.312¢)

{2313

{23.140)
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P TN ) ~L W], (2.3.14b)

As matrizes \.l"(u) n 1!"(#). uel0,1) satisfazem as seguintes equagOes integrais regulares nfo
lineares;

$) = QM) + 4 W) D S DIBWIQ K 2.3150)

M+

{2.3.16b)

PUW) = Q) + 4 O DS B gt (i) -

As equagdes (2.3.15a,b) representam quatro equacdes acopladas em termos das matrizes H( u),
Htu), Lig) el (p)

Pode-se entretanto, através da equacao (2.3.10a), obter-se equagGes integrais assim,

Hi) =) +p tﬂu):(;- f; &.(ﬂ')g(p') ;i:-; (2.3.164)

.

~ B LWB 1] L Wgh) y—,di -

e de maneira andlogs & adjunta,

My = 1+ i, € 1] ) (2.3.16b)

I
1- du’
-—ut e fo Loy ——— ,
© - u o+
Equac3es integrais similares ds anteriores podem ser deduzidas pars as matrizes L(u) e L ().

E, & possivel demonstrar-se que as matrizes H{u), H (1), L(u) o L (1) esto relacionardas
stravés das seguintes equacdes;

M [I-CH )= L3 —ué,i,ol (2.317a)
Huf1-CcH, 1=1L
HHW[I-CH ) =L (2" -uB L. (2.3.17b)

Onde se define o momento de ordem a da matriz G{u) por
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G = J38 0 Gl % du, (2.3.18)
para Glu} = Hip), H (u) . Ll e L (1)
Atraves da equagdo {2.3.8) obtém-se uma equacdo integral singular da matriz H,
El(v) AMy) =) +vP f:) l}(u)g(u)g' () ”—d_i‘-, DT'(v), vel0,1), {2.3.19a)

e um vinculo discreto sobre H,

M

d
“—”i

[1+ v ) HWI0W Q") — D L) | M) = 0 (2.3.18b)

Para as demais matrizes, equacoes anilogas podem ser deduzidas.

Considerando-se 8 matriz H como fung3o da varidvel comnlexa z, demonstra-se que ela (splica-se
também para as demais matrizes) ¢ analltica e em quaiquer ponto no corte do plano complexo de -1 &
0 s0 longo do eixo real, exceto para z ~ Yy onde possui um polo simples.

Baseando-se nestas matrizes, lshiguro(g) demonstrou que a autofunclo W(E, u), £ =v, ou €(0,1)
& ortogonal no semi-intervalo ue(0,1) ao conjunto (¢, u) de tal forma que,

I; OlE ) PlEM pdu = 0, # £,
EE =y, ou €l01), (2.3.20)
onde

BlEm) = [ EK(EM WD 82 (1) + Bikw 2 (B | VIE) (23.21)
com s matriz §2,(£) (4 x 3) definids pela equacdo
2,08 = [0 -t 1 P Wowa*w Erin (2.322)
~8 -8 0o ~ - - i + E -~ 0
0 vetor V(¢) da equacdo (2.3.21) ¢ definido oo

Agyall)
vig) = *12 JE v, ou clfo, 1) (2.3.23a)

Aaﬂ(e)
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[ e N, (B |
vithg = Vi = ,E€l0, 1/0) (2.323b,¢)
R Ny, (8|
(22)_

¢ as fungdes Nd,(E) s30 calculadas na referéncia

Uma vez estabelecido o teorema das autofungoes no semi-espaco, é necessério que se determing
relagies de normalizagdo (integrais)(m que permitem expressar todos os coeficientes de expansio que
aparecem na equacdo (2.3.5) em termos de integrais da funcio de expansdo | { 4).

Ishigury, na referéncia'®’
semi-intervalo e intervalo total.

apresenta um resumo destas relagOes de normalazaclio psa o caso de

Assim, os coeficientes de expans3o na equagdo (2.3.5) pocem ser obtidos como,

1 -
Av) = —— [ 8(v.u) | d (2.3.244)
v N fo 8Wik) L (1) pou
A = —— 118 ) L dudu . ve (0, 1/0), @ = 1,2, (2:324b)
N O
Ay = f3 8 wa) L ududu, ve (1o, ) (23.24c)
N(2,(V) 0~ ~

As integrais nestas equagBes podem ser obtidas, quando |( i) é uma funclio simples, em termos
das matrizes H e de outras fungdes conhecidas. Por exemplo, se I( u} = d(-§, u), temse

’

' aw P(- = ..z_z.. (£ () !
fo 81w - ba o = = VIEIDEIDQOYE),

£ =y, ou el01, {2.3.25)

(22)

onde o vetor U() é definido na referéncia e a matriz (4 x 2), QUE) por,

d
U = TEE) - £ S Y10 Q° () u—;“—z DI § (2.:3.26)

(Comperando-se com a equacdo (2.3.22), a definicdo da matriz €1 (£} é ums exceclo ne regra que se
estabeleceu para o (ndice 'a’).
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/.4 - Aplicagdes no Semi-Espago, Nado Multiplicador

Selecionaram-se ltrés problemas t(picos de semi-espaco, Milne, Fonte Constante e Albedo — para
por em prética o formalgsmo anal(tico estabelecido. A partir deste cap(tulo somente serd considerado 0

caso de Kk =1.

2.4.1 — Problema de Milne

O problema de Milne consiste basicamente em se conhecer a distribuicBo de néutrons em
qualquer ponto de um semi-espago, contendo no infinito uma fonte responsével pelo fluxo de néutrons,
e que faz fronteira (convenciona-se x =0) com o vécuo isento de fontes.

A solucdo deste problema, através da equacdo de transporte de dois grupos, deve satisfazer as
seguintes condicOes de contorno;

im ¥ (xu) e "Y1 < oo, (2.4.1.12)
X ~» 00

e
¥(0u) =0, ue(0,1) (2.4.1.1b)

Seja pois a solucio do problema de Milne, ¥, (x, u);
Ypalxat) = AFv ) oy ) eV + A, (v, ) e XV

1o
+
!0

[A‘[‘)(u,l!)('1’(v’“, + A;”(V)‘P;”(V'H) ] e"x/p dV
1 -
+ !1/0 A(z)‘v'(!)(z"u’u) e K/Vdv' x> 0' u 6(0'1) (2.“1.2’

A solugcdo (2.4.1.2) satisfaz a equagdo (2.2.4) e a condigdo de contorno dada pels (2.4.1.1a).

Impondo-se a normalizacdo de A(-v;) =1, e aplicando a8 condigdo de contorno (2.4.1.1s)
obtém-se

1
—blva) = A P + [ AP D gy
1T LA 2w+ A W 1w |,

4 €l0,1) (2.4.1.3)

Multiplicando-se a equacdo (2.4.1.3) por pZ)(V:,#) e integrando sobre u no intervelode 0 8 1,
obtém-se através do teorema da ortogonalidade no semi-intervalo (ver equacdo (2.3.25)). O coeficiente
de expansdo discreto, utilizando-se as equacgdes (2.3.24a,b,c),
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v LI -
Alp)) = — = —— V)€, 1) D Qv Up,) (2.4.1.4)
2 Ny - - T

e pelo mesmo procedimento obtém-se,

My =~ 2 1 YuS 1D 2w U,
Ay ) TR Vo WI2,0D Qpy) U (v,
vel0,1/0), a=1,2, (2.4.1.5)
1 . -
a2y = - 2 V2 0) 2D 2y) U ) ,
vy +y N(2)(”) - - -
ve(t/o, 1), (2.4.1.6)
onde
Ay ()
Uiy, = , (2.4.0.7)
Ay )

e as funcbes N(v, ), Nm(v) e N'? 30 as integrais de normalizacio estabelecidas na referéncia'22!.

Determinados os coeficientes de expansdo, a distribui¢do do fluxo angular em cada grupo ¢
facilmente obtida stravés da equagao (2.4.1.2).

Define-se a distincia de extrapolagdo — z, — @ distincia ds interface na qual 8 componente
assintbtica do fluxo escalar (b(x) = /' ) W(x, u)d i) se anula.

A distincia de extrapolacdo é obtida através da equacdo (2.4.1.2) quando se absndons s
contribuiclo continua.

Assim,

1
zZ = - 5]}' in A‘Vl,', (2.4-'-8)

[a]
onde Afr;) é o coeficiente discreto definido pela equacdo (2.4.1.4).
2.4.2 - Problema da Fonte Constante

O problema da Fonte Constante é representado por um sistema vicuo-meio, que contém fontes
sotrbpicas de intensidade constantes distribuldas através do meio.
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Considera-se a seguinte equacao de dois grupos;

]
b W) + T¥bu = C f ) Wourldw + uB f1 Wda + S,
{2.4.2.1)

onde S é um vetor constante conhecido.

A solugdo que se procura obter para o problema da Fonte Constante deve satisfazer s equaclio
(2.4.2.1) e a seguinte condigido de contorno,

Y (0u) =0  puell) (242.2)

Seja pois a solucdo que satisfaz (2.4.2.1),

- 1 -
Vo lxa) = AW @y e X+ g AT ) 912 e gy

+ f:)IO [Ag"’(v)(g(l‘,(y.p) + A;"(V)‘!"z”(v,ﬂ) ]e‘x/ll dv
+ ‘!pm(x,.u) , k=19, (2.42.3)
= B 4
onde ‘!pnn‘x‘“) = [}.: - 29] ! -§: (2.4.2.4)

4 1 solucdo particular exigida pels equacdo (2.4.2.1).

Aplicando-se 3 condicdo de contorno (2.4.2.2) na equagdo /2.4.2.3) obtém-se,

1
YoardlOH) = Aly) & wy,u) + fi/o A(z,‘”)‘!’m(l'.u) dv

t/o

+]o

(A W + A ) (o,0) Jaw, (24.2.5)

Fazendo i ) = -¥

~ port

{0, 1} na equagdo (2.3.27a) obtém-se,

1 - - 1 ~ o
T e ——— ) u) ~————
A = = iy Galvn) S D g LTWRL) TR A

. Z‘: \gwtto,u) {2.4.2.8)

_ que reduz »,
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LI .
Afy)) = - N Uil @ nmi[o!} 1" -2 I's. (242 1N
'

apds manipulagOes algébricas e uso da equagado (2.3.15b).

De maneira anéloga, obtém-se os coeficientes para ve(0,1),
Alv) ' 9w 9 T 1 (2.428)
1) = — y - - o
oy YW 2010117 - 261 s,
onde se emprega o (ndice T para representar a operagdo de transposicio matricial.

2.4.3 — Problema do Albedo

O problema do Albedo é representaco por um semi-espago adjacente 80 vécuo com uma
fronteira plana em x =0, possuindo no interim do vécuo uma fonte uniforme de néutrons que
atravessam a superficie em x = 0.

A solucdo proposta a este problema que satisfaga a equagdo (2.2.4) e se anule quando x - oo,
deve estar sujeita 3 seguinte condicdo de contorno,

W(0,u) = F, ue(0,1), (2.4.3.1)

onde F é um vetor constante conhecido.

A solucio \g.(x, 1) pode entdo ser escrita ¢ o,

Y ) = A Ible M 4 117 AP GE wa + AP 0 e

+['

. A‘z’(u)?‘z’(u,u)e_"" v, x20, ue(-1,1) (2.43.2)

Fazendo-se uso da condicdo de contorno (2.4.3.1) tem-se;
F = Ay, )0y, u) + [;/0 (A e i, + A 0 v u) oy

¢ £ AP T dv, welo) (2.433)

iplicando-se a equacdo (2.4.3.3) por ul(t, u) e em seguide integrando em u no intervaio de
0 a 1, obiém-se os coeficiantes de expansdo de maneira anidlnga ao problema anterior.

1 . - P
Alr,) = O W) Q)10 F, (2.4.3 49

'
iy
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ANy = vl mio ) F
v L [QLI'E, 24
« Ny C a (24.34p)
e
1 ~ -
Ay = N vPma,mie 1l E. (2.4.3.4c)
14

Define-se o Albedo § para o problema do Albedo como sendo a razdo entre a corrente de
néutrons que retornam do meio através da ‘ron.zira e a corrente que penetra no meio,

B= 17 W00, -uhuau /1) 17 1) 0,10 us (243.6)

3 — CALCULO NUMERICO DQS CASOS ESTUDADOS

3.1 — Introdugio

O propbsito deste capftulo € mostrar 0 tratamento numérico empregado na resolugdo dos
problemas propostos neste trabalho.

Serdo apresentadas as_principais etapas do desenvolvimento numérico e as simplificac3es
efetuadas, quando necessirias, para os termos que envolvem integrais quando da avaliacdo da distribuiclio
do fluxo angular, fluxo total (escalar) e da corrente.

Para todos os casos estudados utilizou-se do computador 1BM 370/155 do Instituto de Energie
Atdmica do Estado de S3o Paulo. Os programas digitais utilizados sdo escritos em lingusgem Fortran IV
e em dupla precisdo.

As etapas efetuadas podem ser seguidas através do seguinte fluxograma:

Céalculo dos autovalores
discretos

}

Obtencdo das fungdes matriciais
H , L e adjuntas

}

Obtengdo dos coeficientes de
expansdo para cada caso

e e e e}

Solugdes Albedo, Fonte
Constante e Milne
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3.2 — Célculo dos Autovalores Discratos

Através do método desenvolvido por Burniston e Sicwmm, Ishlgurom estabeleceu, com todo
0 necessério rigor matemético uma pquacio que permite obter o par de sutovaiores discretos.

Seja a equacio de obtenciiq destes pardmetros,

2 . K -
=1+ 2exp (== f) o A Bl 5 du] AN AT o) k=1, (321)
L T

onde A{z) = det Az} explicitedo pela equacia (A.7),

A) = Al =) - 227! [C+

2im
t & d

VAl (32.2)

FANE ]

Na avaliscio numérica dos autovalores empregou-se 0 método de Quadrsturas de Glun”"'
pera se csiculer numericaments a integral da equacho que os define.

Deste modo pode-se expressar a integral como,

N
5} txidx = T o, fix), (3.2.3)

onde os parmetros x, ¢ w, {nés e pesos respectivaments) para N pontos de quadraturss estlo tsbelsdos
em manuasis de fungies matematicas.

O intervalo de integracdo (0,1) da funclo arg A’ 4} foi subdividido em sete intervalos, 0.0,
0.8i, 10.8, 1/0 - 0.01l, {1/0 -0.01, V/ol: |1/0, 0.85], 10.88, 0.90|, |0.00, 0.995|, ¢ 10.985, 1| pois speser
da funcBo arg A’( u) ser continua no intervalo de m(o,n"' sla spresents um aito gradiente para pontos
proximos de u=1/oe u=1.

Para cada intervalo de integracdo utilizarem-se vinte pontos de quadraturs.

Os sutovalores s8o entlo calculados stravés de um conjunto de equaclos algébricas que comple
» equaclo (3.2.1).

Obtidos os sutovalores, virios testes slo efetuados pars verificar sua precisbo.

Finaimente o resuitado obtido 6 refinado iterativamente beseando-se no método de
Newton-Rephson de tal modo que,

/\(v.a)

v, - .
a ANy
a

Y (3.2.4)
a+ 1)

4 0 valor que v, assume apds » a-dsima iteraclo.

'

onde A'(v, } 6 o derivads da funclo de dispersfio e Y,
a a

A precis3o que se ohtém apds trés iteraches é de doze algarismos significativos
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3.3 - Céiculo des Fungdes Matriciais

Baseando-se no trabatho de Kriese e Siemrt“s’, lshiguro“” estabeleceu a partir das equages

resultantes para as funcoes matriciais H (cap(tulo 2.3}, um conjunto de equacSes integrais acopladas, de
ripida convergincia, destinadas ao célculo numérico destas fungoes.

O desenvolvimento, para o espathamento anisotropico, considera os cascs de k=1 e x =2,

embora para o espathamento .:.isotrépico nBo esteja ainda determinado 0 niimero méximo de pares de
sutoveiores discretos (rafzes da equacio de dispersio).

onde

Sejam ss equacoes obtidas;

.

1]

M ) = 1 — kG LSy HWgIK )

u4u

-

u St 1, Lengwgiu) —
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Para as equac3es acima foram definidas as seguintes identidades,
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(3.32)
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(33.4)

{3.5.5)

(3.3.8)



v (1 +p)
+
aw = | T LK =1 (3.3.75)
0 1
e
y(u)=[[g+v3_eﬂ ) 151} c 0, 13.37h)
[ ]
S =[1 - CA NI -uBL |8 (338)

As matrizes H, L e adjuntas siio calculadas iterstivamente stravés do conjunto de equacdes
ascima definidos e das equacGes (2.3.13a,b) para cada ponto u; do intervalo (0,1).

Obtém-se aphs cads iteracéo (a), o valor méximo &, das diferencas sucessivas entre 03 valores
dos elementos de cada matriz.

Ou sejs;

5 = méximo {8,i=12,...,2N}, (3.3.80)
'.onde
w) — G,,‘a {u) {3.3.9b)
ocom G"‘ representando os efementos de cada matriz.

A iteracBo termina quando & se torns menor do que um vslor e dessjado,

Para verificar @ precislo dos resultados obtidos, fazse uso de varias identidades analfticas, ds
queis s funcdes matriciais obedecem,

o) [det H'(w) [0 (3.3.10)

Para asta variticacdn criouse a sub roting S H |, Apéndice B.

b) Vinculos discratos das matrizes He L
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1) Hly)
n o B s 1€+ F ZATUM = (L + viH EATUGY (33.11)
]
2 L
v fy L) s (G Taiu =(n lg-2¢1+ L ZATUM)
(3.3.11b)

Neste teste, os valores obtidos das tungdes matriciais e de seus inoimentos s8o verificados através
da diferenca entre os membros das equacOes (3.3.11a,b).

c) Através das cqun?iiu (2.3.15a,b) obtém-se » seguinte relaglo entre 03 momentos das
fungbes matriciais 9),

¥, =1 )D[®,—ta ] = D[ ~20 D], (3.3.12)
onde
¥, = D) Qg i (3.3.130)
2, = 0 Q*CAIGWI Widu, (3.3.13b)
[ ]
z! Q
° ] 52"'

sendo |4 ume matriz unitdria (4 x 4).

O esquems empregado nesta tese consiste em verificar se a diferenca entre cada elemento de
cads membro da equacdo (3.3.12) se situa a0 1edor de ¢ vezes menor do que o menor dos dois
elementns o sejs, ascravendo 8 equacdo (3 3.12) sunhohcaments como E = D tem se,

I S D”\’ ‘£,

; S TLELID Y i)=1,2 (33.14)

'
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d) Finalmente faz-se uma altima verificagdo dos valores obtidos, utilizando-se a equacio
(2.3.19a). A verificagdo & feita para varios pontos, através da regularizacio da integral
sinquiar e do célculo anal(tico da integral de valor principal.

Para tal, elaborou-se a sub-rotina SINGH (Apéndice B) que também avalia 0 momento de ordem
até dez para cada lado da equagio {2.3.19a), simbolicamente tem-se,

j’:’Ed"dv=f;[_)v°dv.a=0.1,...,10: (3.3.16)

osta verificacdo é utilizada para confirmar a equivaléncia entre os lados esquerdo e direito da equacio
(2.3.192).

3.4 - Solugio Numérica dos Casos Estudados

Uma vez obtidas as funcBes H{ u), L( u) e adjuntas, os coeficientes de expansdio sfo faciimente
calculados através das equacOes que os definem, uma vez que estas $30 expressss em termos destas
fungdes (capftulo 2.4); nSo sendo necessdrio empregar nenhum artificio numérico na sus avaliscio uma
vez que niio apresentam termos singulares.

Pars verificar a precisdo dos resultados obtidos construiu-se 8 sub-rotina CHECK-1 (Apéndice B)
que efetua as mesmas verificagdes empregadas pers 8 equacio (2.3.19s) isto &, comperacio dos
momentos entre 03 membros das equacdes (2.4.1.3), (2.4.2.5) ¢ (2.4.3.3).

Dois tipos de integrais apsrecem na aveliacio do fluxo angulsr: integrais ordindrias e de valor
principsl, definidas em dois intervalos, 0 < u<1/oe1/o<u<1.

As integrais ordindrias s80 calculadas numericamente empregendo-se o método da Quadratura de

Gaum.
As integrais de valor principe! do tipo,

Py fix) dx, x,e{s,b) tém a singulsridsde removide analiticamente através do seguinte

s x-x

]
procedimentom.
fix) fix) —f{x )
PP dx = P ——dx+ tx )P dn, a<x_ <h
®x - x, ' x-x, * x—x, °

A primeira integral ds equaco (3.4.1) nfo envoive singuleridades enquanto que 8 sequnda
integratl pode ser avaliada analiticamente resultando,

b-—-x
PRt -t — O (2.4.2)
* x-x X, —8

remavendo assim a dificuldmade de avalis-la numericaments.



A tase computacional deste cdiculo é feita através do procedimento denominado regularizago.

Seja a equacdo que descreve o fluxo angular, equagoes (2.4.1.2), (2.4.2.3) e (2.4.3.2), as
autofuncgdes i definidas pelas equacdes (2.3.22), (2.3.23) e (2.3.24).

Ao se calcular numericamente os fluxos angulares (grupo 1 e 2) a parte discreta representada
pelas equagbes (2.3.24) ndo necessita de artificios numéricos, uma vez que ndo apresenta singularidades.

Porém, ao se trabalhar na regido continua (0,1) surgem termos integrais do tipo singular e nSo
singular relacionados com a regido de integracdo (equagtes (2.3.22) e (2.3.23)).

A fase regularizagdo do programa digital, elaborado para a avali.780 do fluxo angular, calculs
distintamente estes tipos de integrais. Ela consiste basicamente no ciiculo numérico do procedimento
analitico de remog¢do da singularidade j& exposto, considerando o grupo de energia e a regido de
integracdo.

Analisando-se em separado cada fluxo angular tem-se:

Seja a regido (1) definida paera ve(0,1/0), o fluxo anguler do grupo 1, que envolve o termo

1/lo dv
—— , & singular para todos os pe(0.1/0).
0 ov—u

1o dv

O fluxo angular do grupo 2 que envolve o termo P |

é singular para ve(0,1/0), e
regular pera ue(1/0,1). 0 v-u

Para a regido (2) definida para ve(1/0,1), o fluxo angular do grupo 1 que envoive o termo
1

¢ regular para todo .
1/0 ov—pu

dv
O fluxo angular do grupo 2, que envolve o termo P/ —-~ ¢ singular para pel(l/o,1) e
regular para ue(0,1/0). 1o y-u

Desta forma a fase regularizacdo avalia 8 componente singular do fluxo enquanto que os termos
n3o singular & calculado através do método de Quadratura de Gauss.

Estes procedimentos fazem parte da sub-rotina FLUXM, que caicula fluxos angulares.

O célculo dos demais pardmetros, correntes, fluxos totais, distdncias extrapolads e Albedo, nBo
necessitam de artificios numéricos, uma vez que se definem'22) os vetores de normalizac8o.

Uote =g et o (3.4.3)

comn

VI P MV I DR TP
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“Ar12(v) “Aatn)
U = . ve(1/a, 1), Uly,) = 1 €(0,9) (3.4.4ab.c.d)
A il
Obtendo-se,
I e = E[E-2CTUIE, 345

4 — RESULTADOS NUMERICOS E COMPARACOES

4.1 — introdugio
O objetivo desta fase & o de apresentar a precislio com que foram obtidos os resultados.
Paralelamente sfo discutidos comparativamente os efeitos de espalhsmento isotrépico e
linearmente anisotrépico.
4.2 ~ Perimetros Bésicos

Para os casos estudados neste trabalho, considera-se o sistema viruo-dgua leve pura. As energias
dos ndutrons situam-se nos seguintes intervalos,

Grupo 1: 0. eV < E < 0.0253 eV
(]

Grupo 2: 0.0253 eV < E <€ 0.532 eV.

Utiliza-se das secgdes de choque macroscopicas de espslhamento isotrOpicas definidss por

Metcalf e Zweifel'' ! pera se caracterizar as matrizes Z e C e a seguinte relaclo,
] 0
B=C¢C .0 €p,<, (4.2.1)
0 P

para caracterizar a perte anisotrpics, considerando-se virias combinacdes de p; e p; dentro do intervalo
0<p <.

Um programa digital é entdo utilizado para determinar os sutovalores discretos da equacdo de
dispersdo. Para ot dedos da Tabels I1V.2.1 sdo obtidos duas rafzes reais. Os autovsiores sfo também
calculacdos através do método de expansBo em esféricas harmdnicas; considerando s somente 8 expansfo

P, 1

A Tabela 1V.2.2 apresenta os resultados obtidos através das dois métodos.



Tabela IV.2.1

Seccies de Choque de Espalhamento !sotrépico

0y 4.8822 02 3.2343
011 3.8180 012 0.3524
O21 1.0326 Oz22 28669

Tabela 1V.2.2

Autovalores da Equaclo de Transporte de Dois Grupos

Exato P-1

p1 D2

Discreto Continuo Discreto Continuo
0.0 0.0 7.190978 o0<v<1 7.174198 0.743007
0.0 0.3 7.494821 0<vr<1 7.477082 0.746774
0.0 0.5 7.724217 o<vr<1 7.705750 0.749314
0.0 0.7 7.979698 o<vr<1 7.960419 0.751876
0.1 0.3 7.519677 o<vr<1 7.501982 0.754223
0.1 05 7.749547 0<vr<1 7.731127 0.756841
0.3 0.5 " 7.804201 o<v<1 7.785961 0.775416
0.3 0.7 8.061606 0<v<1 8.042473 0.775416
0.5 0.7 8.123994 0<v<i 8.104954 0.792390

Os autovalores para ¥ > 1 sdo solucdo da equagdo de transporte de um grupo“”; isto também ¢
vardadeiro para 8 teoria de transporte de dois grupos. Observa-se ns Tabela 1V.2.2 que a inclusdo do
termo linearmente anisotropico na funcdo de transferéncia faz com que haja um aumento sens(vel nos
sutovalores, crescendo 3 medida que se incorporam altos graus de anisotropia. Esta comportamento é
treduzido devido & meior difusdo dos néutrons, os resultados obtidos pelo método aproximativo esto
bern proximos dos do exato.

Estabelecidos os autovalores, as matrizes H, L e adjuntas sdo calculadas através de uma
sub-rotina (Apé&ndice B) iterativamente.

A Tabela 1V.2.3 apresents os resultados obtidos para a matriz H( k), H () eas H  H, . L e
I.,.o quando se considera os graus de anisotropia py =0.1 e p, =0.3.

* As Tabelas seguintes (1V.2.4; 1V.2.5; IV.2.8 e I1V.2.7) mostram os resultados obtidos nas vérias
verificagBes efetuadas com os valores ohtidos das fung¢ies matriciais.

Observa-sa que com 0 aumento de pontos de quadratura, aumenta 8 precislo dos resultados. A
precisBo que se obtém nestas verificaches & cle pelo menos doze algarismos significativos apds treze
iteracdes.




Tabela 1V.2.3

Matrizes Fundamentais, py = 0.1, p; = 0.3

I Hy () Hya(p) Hay () Haz ()
0.0 10 0.0 0.0 1.0
0.1 1.196762 0.137860 0.034539 1.193600
0.2 1.326058 0.274349 0.065446 1.342018
0.3 1.431995 0.413361 0.095386 1.476304
04 1.5623488 0.553615 0.124591 1.601823
0.5 1.604756 0.694044 0.153116 1.720848
0.6 1.678271 0.833876 0.180981 1.834609
0.7 1.745642 0.972563 0.208197 1.943867
0.8 1.807989 1.109719 0.234774 2.049144
0.9 1.866132 1.245072 0.260723 2.150817
1.0 1.920687 1.378434 0.286058 2.249178
u .“(#) .“(u) .“(u) ."(u)
0.0 1.0 0.0 0.0 1.0
0.1 1.196771 0.046987 0.101324 1.193590
0.2 1.326070 0.093469 0.192050 1.342002
0.3 1.432001 0.140774 0.279986 1.476287
04 1.623478 0.188465 0.365811 1.601811
0.5 1.604721 0.236180 0.449685 1.720847
06 1.678199 0.283658 0.631661 1.834623
0.7 1.745523 0.330706 0.611770 1943903
0.8 1.807813 0.377199 0.690043 2.049207
09 1.865887 0.423044 0.766611 2,150911
10 1.920365 0.468178 0.841212 2.249309
Matriz Elemento
1" 12 21 22
H, 0.950310 0.303922 0.160217 1.685183
tl. ° 0.950306 0.103447 0.441347 1.685204
-‘-‘o 0.188366 -0.152128 ~0.078128 0.162002
L 0.198366 -0.051767 -0.,229638 0.162892




Tshela V.24

Verificaclo das EquagBes (3.3.11a,b}) Simbolicamente |E — D | = DiF, p;

hane

| - Metriz H
¢ E] 1 D| 1 D.i.Fl Ez 1 Dz= D'Fz
Q=20+20 0.75868(— 01) 0.75868(— 01) 0.55511(— 16) 0.23085( 0) 0.23085( 0) 0.27756(— 15)
Q=20+40 0.75868(— 01) 0.75868(- 01) 0.83267(- 16) 0.23085( 0) 0.23085( 0) 0.70777(-15) °
Q=40+40 0.75868(— 0t) 0.75868(— 01) 0.55511(— 16) 0.23085( 0) 0.23085( 0) 0.83267(— 15)
I§ — Matriz L
Q=20+20 0.20689(— 02) 0.20689(— 02) 0.11338(— 14) 0.11596(— 01) 0.11596(—01) 0.15847(—14)
Q=20+40 0.20689(- 02) 0.20689(—- 02) 0.12234(— 14) 0.11596(—01) 0.11596(-01) 0.17200(- 14)
Q=40+40 0.20689(— 02) 0.20689(— 02) 0.12267(— 14) 0.11596(- 01) 0.11596(—-01) 0.17686(—14)
Tabela 1V.2.5
Verificacio de Idet H™! (-v;) | = 0, € = 107!'3, p, = 0.1, p; = 0.3
Q = N, + N; Representa os Pontos de Quadratura Utilizados sendo N; no Intervalo (0,1/0) e N; no (1/0,1)
{
* Hii(-5) Hii(v) H3! (b)) H3i(w) Idet 5! (vy) |
Q=20+20 0.333(0) - 0.465(0) -0.868(— 1) 0.121(0) 0.572(—16)
| Q=20+ 40 0.333(0) - 0.465(0) —0.868(— 1) 0.121{0) 0.485(— 15}
| Q=40+40 0.333(0) —0.465(0) -0.868(— 1) 0.121(0) 0.682(—15)
! !
5 -1 -1 -1 -1
! Hy ) Hol o) L Y Hl o) Idet H™* (-1, ) |
t Q=20+20 0.332(0) -0.163(0) - 0.250(0) 0.123(0) 0.114(-15)
| Q=20+40 0.332(0) = 0.163(0) - 0.250(0) 0.123(0) 0.392(—15)
Q=40+ 40 0.332(0) - 0.250{0) 0.123(0) 0.583(— 15}

—0.163(0)

*~ 0 nimero A x 10% ¢ escrito como A(B).




Tabela 1V.2.6

Verificaclo da Equacfio 3.3.12, pars Trés Conjunios de Pontos
de Quadratura pars p; = 0.1 ¢ p; = 0.3.

Dy D3 Dqa Dyq
0.402(—15) 0.871(-16) 0.206(-16) 0.312(-46)
0.347(-16) 0.236{—-15) 0.112(-16) 0.997(-16)
0.333(-15) 0.268( —15) 0.110(-16) 0.121(=16)

Dj, D;3 D35 D34
0.199(-16) " 0.640( - 15) 0.727(-17) 0.867( -18)
0.854(-16) 0.888( —15) 0.166( -16) 0.121{-16)
0.125(-15) 0.109(-14) 0.187(--16) 0.226( -16)

D3, Dy3 Dis Das
0.374(-16) 0.601(-16) 0.347(-17) 0.208(-16)
0.431(-16) 0.988(-16) 0.520(-17) 0.208(—-16)
0.439(-16) 0.112(—-15) 0.520(-17) 0.262(-16)

D4y D43 Dss Das
0.137(-16) 0.156(—16) 0.260(-17) 0.0
0.318(—16) 0173(-17) 0.520(-17) 0.139(-16)

0.378(-16) 0.269( - 16) 0.607(-17) 0.139(-16)




Tabela IV.2.7

Veriticacio da Equacho (2.3.15a)

0.465(-- 14)

v D1,y D2 D1y Di,

0.439(— 10) 0.457(—11) 0.145(—10) 0.328(—10)

0.05 0.439(- 10) 0.457(-11) 0.145(—10) 0.329(- 10)
0.777(— 14) 0.581(—16) 0.444(— 15) 0.866(— 14)

0.933(— 14) 0.162(—14) 0.495(- 14) 0.688(— 14)

0.10 0.755(— 14} 0.169(— 14) 0.461{--14) 0.466(—14)
0.755(— 14) 0.205(— 15) 0.722(-15) 0.777(— 14}

0.289(— 14) 0.481(—15) 0.208(— 15) 0.400(— 14)

0.20 0.511(- 14} 0.658(— 15) 0.680(— 15) 0.600(— 14)
0.844(— 14) 0.262(—15) 0.847(— 15} 0.844(— 14)

0.155(— 14) 0.749(— 15) 0.291(— 15) 0.311(—14)

0.30 0.244(— 14) 0.161(—14) 0.125(—15) 0.377(—14)
0.666(— 14) 0.555(— 16) 0.763(— 15) 0.644(— 14)

0.444(— 15) 0.146(—14) 0.125(—15) 0.400(— 14)

0.40 0.444(— 14) 0.228(— 14) 0.291(—15) 0.466(— 14)
0.755(— 14) 0.215(— 15) 0.146(— 14) 0.711(—14)

0.261(— 13) 0.223(-13) 0.208(—13) 0.167(—13)

0.60 0.188(—13) 0.391(—13) 0.138(-13) 0.131(-13)
0.509(- 14) 0.370(—15) 0.847(—15) 0.577(—14)

0.559(~ 14) 0.149(-14) 0.226(— 14) 0.222(—15)

0.80 0.125(- 14) 0.198(—14) 0.375(— 15) 0.133(—14)
0.104(~ 14) 0.279(—14) 0.777(— 15} 0.133(—14)

0.179(- 07) 0.162(— 08) 0.998(-08) 0.849(—08)

0.70 0.179(— 07} 0.162(—08) 0.998(—08) 0.849(~09)
0.113(-13) 0.526(-13) 0.863(—14) 0.359(-13)

0.229(— 14) 0.347(— 15) 0.173(—14) 0.178(—14)

0.80 0.111(- 16) 0.842(-14) 0.111(-156) 0.163(—14)
0.666(— 16) 0.616(— 14) 0.196(—14) 0.534(-14)

0.600(— 15) 0.192(-14) 0.569(~ 15) 0.666(—15)

0.80 0.379(— 14) 0918(—-14) 0.233(-14) 0.897(—14)
0.134(-13) 0.124(-14) 0.476(—14)
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Conhecidas as fun¢des matriciais, os coeficientes de expansdo sio calculados separadamente,
através do programa digital de cada problema (Apéndice B). A Tabela (1V.2.8) resume os coeficientes de
expansdo discretos obtidos para .cada problema e a Tabela (1V.2.9) os coeficientes cont/nuos.

4.3 — Solugbes Numéricas

Os resultados dos problemas propostos sdo apresentados e analizados em separado para trés
casos de espalhamento; isotiopico (p, = 0.0, p; =0.0) e dois anisotrépicos (p, =0.0, p» =03 e
p; =0.5). A escolha destes casos é arbitriria, uma vez que a apresenta¢do dos resultados de todos os
casos de espalhamento (para varios graus de anisotropia) tornaria por demais longa esta apresentacdo.

4.3.1 — Problema do Albedo
Dois casos s3o analisados:
a) fonte constante, isotrOpica e unitiria no Grupo 1;
b) fonte constante, isotrépica e unitéria no Grupo 2;

(a) A seguir é apresentado um conjunto de graficos que visam facilitar a visualizacdo do modo
como se comporta a populagao de néutrons neste sistema.

As Figuras (4.3.1) e (4.3.3) mostram a variagcdo na distribuicdo do fluxo angular no Grupo 1 e
2.

Nestes graficos s3o apresentados, para efeito de comparac3do, os espalhamentos isotropicos e
anisotrépico. Ainda visando a facilidade de comparacdo, foram também tracados grificos da mesma
distribuic3o em coordenadas polares (gréficos 1V.3.2 e 1V.3.4).

Na anélise dos gréficos (1V.3.1) e (1V.3.2), nota-se que a anisotropia no espalhamento é bem
pronunciada para pontos préximos da fronteira, isto ocorre pois este limite de divisdo introduz uma
_discontinuidade no meio. Este efeito é bem pronunciado no fluxo emergente a0 meio, (x =0) gréfico
(1vV.3.1) e {IV.3.3) e se faz sentir, ainda em pontcs do interior do meio (x =2.0) e se acentua 3 medida
que se incorporam maiores graus de anisotropia, veja-se para x = 0.5 nas figuras (4.3.1) e (4.3.2).

Nota-se na Figura {1V.3.2) que o espalhamento dos néutrons & mais pronunciado para a frente,
na direc#o do meio, como consequéncia o fluxo total de retorno, Grafiro {I1V.3.5) tem menor magnitude
em pontos préximos da fronteira.

Efeito inverso & observado para o Grupo 2, Gréfico (1V.3.4) o fluxo total de retorno é de maior
magnitude em pontos proximos da fronteira. Para ambos os grupos, a partir de x = 3.0, figuras de fluxo
total, o fluxo de retorno decresce, acentuando o fluxo incidente a0 meio

Estes comportamentos sdo melhor visualizados através da variacdo da corrente J(x), Figuras
(1v.3.6r e (1Vv.3.8).

A infiuéncia da fronteira no espalhamento dos néutrons, para os dois grupos, vai decrescendo 4
medida que se penetra no interior do meio, apresentando um carater nitidamente isotrépico.

Os Gréficos (1V.3.9) e (1V.3.10} apresentam os resultados obtidos, para o fluxo total, através da
expansdo em polindimios de Legendre, em P, para efeito de comparagdo. Ndo se verifica comportamento
~<tranho, mesmo para pontos proximos da fronteira, onde este métodn ndon produz bons resultados.



Tabela 1IV.2.8
Coeficientes de Expanslo Discretos

Albedo
) P F=() F=@) Milne Fonte
Constante

0.0 0.0 6.72642 5.14937 -~ 0.830951 ~331.117
0.0 03 6.72090 4.86819 - 0.823532 —327.244
0.0 0.5 6.71500 4.63060 ~0.817922 - 324573
0.0 0.7 6.70683 4.49281 -0.811679 —321.814
0.1 03 6.41854 5.06117 - 0.823386 —317.880
0.3 0.5 7.18593 5.36101 —0.817463 -351.915
0.3 0.7 7.17745 6.14606 ~-0.811295 —348.787
0.5 0.7 7.53107 5.62248 ~0.810857 - 369.389




Tabela IV.2.9

Coeficientes de Expansfo Contimuos p; = 0.1, ps = 0.3

Miine Albedo Fonte Constante

v Al () A ) AV E= AW Al (p) Fid) AL ) AV w) AV )
0.02 -0.0060679 - 0.0143569 —-.1725822 0.2194284 0.6083180 —0.4242523 2.640571 - 4,797079
0.10 -0.0049270 -0.0121060 -.1582802 0.2037192 0.54(55426 -0.4112311 1.992983 -- 4085534
0.20 -0.0040180 -0.0101885 -.1495231 0.1924496 0.5087827 - 0.4062988 1.56£0339 — 3534162
0.30 -0.0033289 - 0.0086964 -.1449047 0.1860087 0.4845585 -{.4095079 1.356074 - 3.142620
0.40 —-0.00272%4 - 0.0074366 - -.1421464 0.1833162 0.4670671 -0.4205966 1.207118 — 2.844523
0.50 —0.0021195 - 0.0063181 -.1385671 0.1844903 0.4467270 —-0.4413002 1.099764 - 2.613701
0.60 ~0.0012826 —0.0053109 -.1236939 0.1902069 0.3887772 ~0.474046" 0.9572629 - 2.330230
0.66 -0.0000332 - 0.0049402 -.0602466 0.1893126 0.1781652 -0.4770612 0.5304752 - 2.330230

v A2y A2y Al2l(y) A2y
0.70 0.008293 - .480140 1.28174 6.235039
0.76 0.012772 -1.59534 451645 14.79852
0.82 -0.009207 —6.80512 20.3469 52 04301
0.86 -0.211837 - 27.6026 85.5843 179.7018
0.88 -0.383416 -35.1330 110.948 208.0068
0.90 -0.269097 -18.9007 60.8013 100.4522
0.94 -0.094693 —4.47914 14.9608 18.13740
0.98 -0.037670 —1.32474 459871 3.580253

¢



Figurs 43.1 — Distribuicho do Fluxo Angular, Albedo F = (§), Grupo | com Espalhamentos: Isotrépico
{—, ps =0.0; p3 = 0.0}, Anisotrépicos (- -, p; =0.0; p; =N.06) e (-- -, p, =0.3;p, =0.5).



Figurs 3.2 ~ Distribuiclo do Fluxo Angulsr, Albedo F = (§), Grupo | com Espalhamentos: Isotrépico
{-, py =0.0; py =0.0) e Anisotrépico (- -, p; =0.3; p; =0.5).
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Figurs 43.3 — Distribuiclo do Fluxo Angular, Albedo F = (}), Grupo 2 com Espathamentos: Isotrépico

(= p1 = 0.0; p; = 0.0), Anisotrépicos (- -, py = 0.0; py = 0.6) e (-~ -p; = 0.3, p; =0 5).



Figurs 43.4 - Distribuicbo do Fluxo Angular, Albedo F = {8), Grupo 2 com Espslhamentos: Isotrépico
{—, p1 =0.0, p; ~ 0.0} Anisotrépico (--, p; =0.3;p3 = 0.5).
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Figura 436 -

Fiuxo Totwl, Grupo 1, Albedo, F = (3}
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Figura 43.7 — Fluxo Total, Grupo 2, Albedo, F = (3)
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{b)} Na anélise dos Graficos {I1V.3.11) e (1V.3.12} nota-se que 3 anisotropia é bem pronunciada,
veja-se np fhixo angular emergente, em pontos préximos da fronteira (x =0.5) e (x =2.0).

O. caréter isotrGpico, porém, vai se acentuando a medida que a influéncia da fronteira do meio
vai decrescendo.

Comportamento andlogo é verificado para o Grupo 2, Gréficos {1V.3.13) e (1v.3.14).

O espalhamento dos néutrons do Grupo 1 é para traz, tomando-se como sentido o meio,
Gréfico (1V.3.12) induzindo um fluxo de retorno de maior magnitude para pontos préximos da
fronteira, Gréficos (1V.3.15), comparado com o fluxo incidente ao meio.

Comportamento inverso ¢ verificado para o Grupo 2, Graficos (1V.3.17) e (1v.3.18).

Os Gréficos (1V.3.19) e (1V.3.20) representam o fluxo total em cada grupo, obtidos através da
expansdo P - 1.

A Tabels 1V.3.1 reproduz os valores calculados para os Albedos (ﬂa.,). 0s (ndices a e vy
representam respectivamente o termo de fonte e o grupo de néutrons. ’

Tabela 1V.3.1
ﬂaa - Albedos
EXATO
) P2 Biy Bia B2, Baa
0.0 0.0 0.406351 0.456386 0.155752 0.682338
0.0 0.3 0.405262 0.457637 0.155467 0.674673
0.0 0.5 0.404510 0.458398 0.155210 0.669014
Q0 0.7 0.403736 0.459083 0.154886 0.662829
0.1 0.3 0.399840 0.454598 0.140720 0.628111
Q.1 0.6 0.400364 0.460039 0.155997 0.668348
0.3 0.6 0.391719 0.463370 0.167616 0.666970
0.3 0.7 0.390894 0.464051 0.157286 0.660756
0.5 0.7 0.381703 0.467441 0.158962 0.669285

EXPANSAO P -1

0.0 0.0 0.381345 0.480010 0.163816 0.673522
0.0 0.3 0.380132 0.481289 0.163539 0.665778
0.0 06 0.379297 0.482062 0.163285 0.660062
049 0.7 0.378436 0.482761 0.162962 0.653814
01 0.3 0.375793 0.483132 0.164396 0.665051
Q.1 0.6 0.374940 0.483908 0.164143 0.659326
0.3 0.5 0.365860 0.487662 0.166806 0.857768
0.3 0.7 0.484941 0.488353 0.165580 0.661518

0.5 0.7 0.356287 0.492191 0.167409 0.649889
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Figurs 43,11 — Distribuiclo do Fluxo Angular, Aibedo, F = (3}, Grupo 1 com Espalhamentos: Isotrépico
{--, p1 =0.0; p; =0.0), Anisotrépico (-, p; =0.0;p3 =06} e(--- p; =0.3; p; =0.5).



Figurs 43.12 — Distribuiclo do Fluxo Angulsr, Albedo, F = (}), Grupo 1 com Espalhamentos: lsotrépico
{=, ps 0.0, p; = 0.0) o Anisotrépico {- -, p; =0.3; p; ~ 0.5).
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i yurs 43.13 — Distribuicho do Fluxo Angular, Albedo, F = (}), Grupo 2 com Espalhamentos: Isotrépico
(-, py = 0.0; p; = 0.0), Anisotrbpicos{--, p; =0.0;p; =0.6) e (---, py =0.3, p; =0.5).



Figurs 43,14 - Distribuiclo do Fluxo Angular, Albedo, F = (), Grupo 2 com Espalhamentos: Isotrbpico
{— p =0.0; p; =0.0) e Anisotrépico (--, p; =0.3; p; =0.5).
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Figurs 43.16 - Fluxo Total, Grupo 2, Albedo, F = (3)
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Figura 4-3.19 — Fiuxo Total, Grupo 1, Albedo, F = (§) Expansfo P -1



00 . — N ' —
00 40 80 120 180 200

Figura 4-3.20 Fluxo Total, Grupo 2, Albedo, F = {§) Expansfo P ~ 1
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4.3.2 — Problems da Fonte Constante

Os Grificos (1V.3.21) e (1V.3.22) apresentam a variagio na distribuicdo angular como fungio do
&ngulo e da distancia dentro do meio respectivamente, para o Grupo 1.

Observa-se como a distribuicao angular se torna progressivamente mais isotrdpica e cresce em
magnitude com a distincia dentro do meio.

Nota-se na Figura (4.3.23) que o fluxo total, quando se admite espalhamento isotrépico, tem
magnitude sempre maior que o fluxo total com espalhamento anisotrépico, crescendo esta diferenca 3
medida que se incorporam maiores graus de anisotropia na funcdo de transferéncia.

Este comportamento é justificado pois, 0 autovalor discreto no caso isotr6pico é sempre de
menor valor do que o caso anisotrépico (Tabela1V.2.2) e no interior do meio os fluxos sdo
proporcionais 3 exp(-x/v;).

Na distribuicdo emergente a0 meio para pontos préximos da fronteira aquela justificativa ndo se
aplica pois nesta regido, ocorre uma descontinuidade no meio, tornando o espalhamento mais
anisotrépico e acentuando mais a anisotropia quando se incorporam maiores graus de anisotropia.

Para o caso aqui estudado, o vetor S da equacdo (2.4.2.1) foi tomado como sendo,
o
§ = ,‘ (4-3-2-1)

O problema que se obtém quando se considera a fonte no grupo 1 é virtualmente idéntico so
caso aqui estudado.

4.3.3 — O Problema de Milne

Nota-se na Figura (4.3.26), da distribuicdo do fluxo angular emergente e no interior do meio,
que para pontos préximos da fronteira (x=0.5 e x=2.0) a anisotropia do espathamento é bem
acentuada pois, sendo o meio homogéneo, ocorre uma descontinuidade introduzida por aquele limite de
divis3o; e este efeito & medida que se incorporam maiores graus de anisotropia na fungio de
transferdncia.

Através da distribuic3o emergente (x =0.0) este comportamento é melhor caracterizado pois,
além do efeito de fronteira, a absor¢o per si introduz uma enisotropia no espalhamento pois o vacuo
atua como um absorvedor puro (¥(0, ) =0, ue(0,1).

Porém, 3 medida que o efeito de fronteira decresce, o cariter isotrbpico do espalhamento se
acentup (x=5.0 e x = 10.0) e paralelamente se verifica o aumento na magnitude dos fluxos angulares
pois no interior do meio eles crescem exponencialmente em direcdo da fonte (sfo proporcionais a
expix/vy)).

Pode-se ainda notar que o fluxo angular isotropico &, para pontos afastados da fronteira, sempre
maior que o caso anisotropico. Como j4 foa observado, isto é decorrente do fato de ser o autovalor
discrato anisotropico sempre maicer que o isotropico e aumentando este comportamento 3 medida que se
INCOrpocam mainres ot aus de anisotropia.
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Figure 43.21 - Fonte Constante, Distribuiclo do Fluxo Angular, Grupo 1, com Espsihamentos: [so-
trépico (—, py = 00; py = 0.0), Anisotrdpicos (- -, p; = 0.0; ps =05 e(---, p, =0.3;
p; = 0.5}



Figure 43.22 — Fonte Constante, Distribuiclo do Fluxo Angular, Grupo 1 com Espelhamentos: Iso-
tropico (-, py = 0.0, py =0.0) e Anisotripico (--, py =0.3; p3 = 0.5),
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Figure &3.23 — Fluxo Totsl, Grupc 1, Fonte Constante
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Figura 4 3.27

Fluxo Tomal, Grupo 1 -

Milne
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Na Figura 4.3.27 tem-se a variagdo com a posicdo, em livres caminhos médios, do fluxo escalsr,
b {x) para o Grupo 1.

Tabela 1V.3.2

Distancia Extrapolada, Problema de Milne

[s]Y P2 z, z, (P--1)
0.0 0.0 0.665826 0.6218
0.0 03 0.727570 0.6792
0.0 05 0.776237 0.7245
03 0.5 0.786477 0.7344
0.0 0.7 0.832483 0.7768
03 0.7 0.842937 0.7869
0.5 0.7 0.851652 0.7954

A Tabela (1V.3.2) apresenta a disténcia extrapolada em unidades de tivres caminhos médios,
para vérios casos de espalhamentos, em conjunto com o0s resultados da expansdo P — 1.

Como foi visto, a distdncia extrapolada é definida, como a distancia além da interface, entre os

1
meios, onde a componente assintotica do fluxo escalar, ¥(x) =/ , Yix, ) d y, se anula.

A componente assintbtica é obtida abandonando-se a contribuicdo contfnua que é composta
pela soma dos termos exponenciais correspondentes a ve{0,1), representando essencialmente a influéncia
da fronteira; estes termos decaem com 0 aumento de x de modo que no interior do meio a solug3o da
equac3o de transporte é o fluxo assintbtico‘s'.

Assim sendo, a solugo assintdtica corresponde apenas as exponenciais relacionadas com o maior
autovalor, ¥, e & dominante na regido longe da fronteira.

Notase na Tabela (1V.32) que a medida que se incorporam masiores graus de snisotropis a
distdncia de extrapolacdo aumenta. Este comportamento é justificado pois o decréscimo dos fluxos
totais, perto da fronteira, & menor para anisotropias maiores.

Deve-se ainda notar que para um par de rafzes discretas, a distdncia de extrapolacBo possue O
mesmo valor para cada grupo.

6 — CONCLUSOES

" Através do método de Case e das relagies de ortogonalidade das autofuricdes no s 0sHAco,
estabelecidas por Ishiguro, pode-se convarter o conjunto de equacdes de obtencdo dos coeficientes de
expans3o, equagies inteqrais sinjuiares, num calculo simples das matrizes H em funcio das quaie s»
expressarm 0s coeficientss

0O¢ racultadns ohtidns demanstraram que as 1 elaghes de ortogonalidade podem ser utilizadas com
sur 085, combinadas ¢ome testes noméricos dos Tesultados na solugiio de problemas de semi espaco.
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Estudou-se o efeito de espaihamento linearmente anisotrépico, baseando-se nas proposictes de
que a funcdo de transferdncia pode ser representada através de dois termos da série de polindmios de
Legendre, e que a razao dos coeficientes na série depende somente da velocidade inicial dos néutrons.

Apesar de se ter trabalhado apenas com um meio, acredita-se que foram acrescentadas maiores
informacGes sobre o comportamento de néutrons quando se considera dois termos comparados com
apenas um (espalhamento isotrépico).

Verifica-se que o efeito de fronteira, bastante pronunciado no fluxo emergente, ainda persiste
em alguns livres caminhos médios no interior do meio, 0 que confirma a prética de incorporar-se secgoes
de choque de transporte na teoria da difusdo.

Quanto aos efeitos de espalhamento anisotrépico sobre o comportamento da populacio
neutrdnica, observou-se que, embora o comportamento esteja qualitativamente, em geral, de acordo com
nossas expectativas, por exemplo o aumenta na distdncia de extrapolagdo @ medida que a anisotropis se
torng mais pronunciadl: em contraposicio sdo observadas diferencas quantitatives bern menores na
distribuicio sngular.

Entretanto, como s considerou somente um caso, igua leve pura, nfio se pode afirmar que aste
comportamento é geral.



68

APENDICE A

Neste apéndice sdo apresentadas explicitamente virias funcoes e integrais descritas por Reith e
Siewert utitizadas no desenvolvimento deste trabalho.

Como foi visto nos capftulos que precedem este apéndice os elementos das matrizes C e B sfo
designados respectivamente por C,l e bij de maneira aniloga os elementos de A sfo a. e o3
determinantes das matrizes A, B e C; respectivamente por A, B e C; complementando utilizouse a
seguinte representacao;

V) 1 0 (1+2)
= - = - Xn
Tiz) = tanh™ "z 2 " (A1)
Entao;
Anla) Ayl
/‘_\(z) = L2 E-1, 1) (A.2)
/\21(1) /\n(l)
_/\1 1w A:)“’n 1 1
a(l’, = ,I’E(","-) Ui, (A 3)
Az ¥) Az2{v) 0 v
e
X”(l’) M:(l’) 1 1
Ap) = vel—-, ), (A.4)
Ale) Agav) o0
. -
onde,
2 2 1
A'G(l) = 6'0 + 23|al —2ZA|0(02 )T(;'z’), (A.&)
1
Argfd) = 83g + 20342 —220,4(2°) T (Y, (A.5b)
7
M) = 8yq + 20 g8 = 00,4 (W) T (00), (A 5¢)
Mglv) = 810 + 203082 ~ WM (W) T 1), (A.5d)

paraa- 1 e?2



A funco de dispersdo Alz) = det Alz) pode ser descrita como:

1 1
AMz) =1+ 222 Plz) — 22P,(2) T ) — 22P,(2) T &) +
a2 4

, 11
VS P TEAT

(104 E

onde
Pyl?) = ayy + a;; + 2A2°,
Py(z) = ¢,y + (oay; + 2¢4,83; — 2c,30;,)2 + 20A2*,
Po) < g + (827 + 2c328y; — 2€3,8,2)2° + 2A2*,

e

2 )
C + (0cz;ay, * €11837 — €281 — 0C2182)2° + 0AZ

Pq (2)

QOs valores de contorno da fungdo A(z) podem ser expressos por:

At ) =1+ 23P () — P (T (op) — 2u Py(u)Tu)
+ G2P T o) T(k) — m? p? Py(p)@(u)
Foimp [ Py ()0 (u) + P3n) — 2uPy ()T ()0 ()

o uPe(u) T {ou) ], mel- 1,1},

onde
i 1 1
T'lou) = T(ou), para pel— -, .
n 1
e
, 1 1 1
T'lou) = T—), para ue( 1, --)U (-, 1)’
. au o /]

[Eg—

As integrais de normalizaciio podam ser resumidas através des equsgoes;

1 d
- )~ 20.P T-Y]— Al
N(u.) vi l P’(V') 2”' 4(1',) oy, ldl LA

{A.6)

{A.7a)
{A.7b)

(A.7¢c)

{A.7d)

{A.8)

(A.0s)

(A.9b)

{A.10e)
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11
NV = » A (v)/\‘(v).ve(";.;l. {A.10b)

1 1
N2w) = A (A W), vel-1, ~ ;) U(;. 1. {A.10¢)

Finaimente o8 mtegrars Naﬂ sa0 obtidas pela seyuinte equagdo;

Naﬂ(") = X“a(v)hp(v) + h.za(v) A;p(u)

+ w01 [Barglov' Asglov') + B, )ag") |

11
-, {A.11)

(2

af =1, 2 vel-
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APENDICE B

Relagdo dos programas e subprogramas utilizados na resolucdo dos problemas propostos neste
trabalho.
B — 1 Introdugdo
Faz-se a descrigdo suscinta do céiculo executado pelos programas e subprogramas elaborados
para este trabatho.
B — 2 Solugio da Equacdo de Dispersio
| — Pragrama Principal

PR1: calculo dos autovalores discretos da equagdo de dispersan.

11 — Subprogramas
a) FUNCTION ZFL(2Z): Resolugdo da equacgio A.6.

b} FUNCTION ZFL(Z): Resolugdo da derivada da rquacio A 6.

B8 — 3 Solugdo dos Problemas Propostos
| — Programa Principal

O programa principal é constituido por um conjunto de comandos de definicdo de varidveis
necessirias na solugido dos problemas. Ele é construfdo de tal forma que permite obter as solugGes de
nuaiquer dos prohlemas moditicando-se ou introduzindo-se apenas alguns comandos especfficos de cada
problema.

No Apéndice C sdo apresentadas as listagens tanto deste programa principal como dos

subprogramas utilizados.

Il — Subprogramas

a) HMATRIX: Calcuta e testa a precisio dos resultados das matrizes H{ ), L{ ) o
adjuntas,

b} SHKZ, 11, 12}: Calcula o modulo do determinante do inverso da matriz H(4) no
ponto 2 ¥;. Os parametros |1 e 12, sdo controladores de céiculo.

c) SINGH(Z, IC, IH): Faz o teste dos valores abtidos das matrizes H{ u) e L{ u) através
da rquagio integral singular equacio 4.3.16a e calcula 0 momento da equacdo 2.3.15.

d) LAMBDA( Z): Calcula A, A o MEZT), N A e A (E2),
affr LD "“ﬂ .I““ a0«

#) VECT(Z, 11, 12): Calculy os vitores de normalizacio, V e U.
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f) FNORM(Z, 11 e 12): Cilculo dos integrais de normalizagdo, N{v,), N' () e N2(v).

g} SOM(Z, 11, 12): Cilculo da matriz $2(2).

h} SOA(Z, 11, }2): Célculo da matriz Q,(2.

i

m)

n)

o)

SOD(21, Z2, 1, 12): Céiculo do produto 2.(2)) D Qaz;).
CHECK1{ IC): Testa as condi¢hes de contorno, através dos momentos.

FLUXM(Z, UO, FLUX1, FLUX2): Ciiculo da distribuicdo do fluxo angular, onde z ¢
a distdncia em livres caminhos médios, e UO & o dngulo.

DENSM(Z, DEN1, DN2, DAS2): Céiculo dos fluxos escalares, {DEN1, DEN2) e dos
fluxos assintdticos (DAS1, DAS2).

CURRMI(Z, CUR1, CUR2): Ciiculo da distribui¢do da corrente.
CHECK2: Compara duas formas de obtencdo das integrais de normalizacdo no

intervalo (0, 1/0) e calcula os coeficientes de expansdo nos pontos 0, 1/0 e 1, quando
se toma o limite analftico das equagoes (2.4.1.4, 5 e 6).
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APENDICE C

Listagens dos programas digitais elaborados para: cilculo dos autovalores discretos, problema de
Milne que engloba o célculo das fungGes matriciais.
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ABSTRACT

Typical half-space problems in two-group neutron transport theory sre solved numerically using the

singuier-sigenfunction-expansion technique, considering isotropic-and linesrly snisntropic scattering. ﬁ

< Numerical resuits are reported for the Altedo, Milne snd ConstantSource problems in 8 helf-space pure
fight-weter medium using isotropic scsttering data set of Metcalf end Zweifel snd considering verious degress of

snisotropy.
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