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RESUMO 

Utilizando-se a técnica dos propagadores no grande 

"ensemble" desenvolvida por MontroU e Ward desenvo1 vemos as 

propriedades magnéticas de um gas de elétrons interagentes 

submetido a um campo magnético forte. 

O propagador livre const ru i do adequadamente mos tra 

que o paramagnetismo de spin não possui termos fortemente de 

pendentes da tempera tura, ao contrari o do resultado de Isi-

hara^^. 

Ao cons i de rarmos a densidade de eletrons constan -

te, as oscilações dHVA da susceptibilidade, considerando os 

efeitos das in te rações de troca de la. ordem, exibem s omen-

te uma fase, em acordo com resultados experimentais, enquan_ 

to que Ichimura^^ e Isihara^^ obtiveram duas fases que dife 

rem de T T/_2. 

Os efeitos das i nte rações de troca de la% ordem nas 

oscilações dHVA da susceptibilidade magnética e velocidade 

do som se traduzem num fator exponencial nas amplitudes de 

oscilação (fator de Dingle), sendo a temperatura de Dingle 

1 i nearmen te dependente da velocidade de Fermi. 

Os calcul os das con tri bui ções dos d i agramas em a — 

nel para a grande função de parti ção, nos mostram que a a-

proximação usada por Isihara pai^ estes cálculos naoe boa 

e que as oscilações dHVA das contri buições dos d i agramas em 

anel para a grande função possuem uma fase que difere de 

1 9 
Ti/Z da obtida por Isihara . 



ABSTRACT 

Using the propagator's technique in the grand ensemble 
developed by Montroll and Ward we investigate the magnetic 
properties of aiijjiteracting elétron gas in a strong magnetic 
field.^ 

The free propagator properly constructed shows that 
the spin paramagnetism does not have a term with strong temper^ 

19 
ture dependence, contrary to the result of Isihara . 

Considering the elétron density to be constant, the 
dHVA oscillations in the magnetic susceptibility and sound velo
city, considering the effects of 1st. exchange interactions .show 
only one phase in agreement with experimental result^, while 
Ichimura^^ and Isihara^^ obtained two phases differing by T T / 2 . 

The effects of first order exchange interactions in the 
dHVA oscillations of the magnetic susceptibility and sound velocity 
give rise to an exponencial factor in the amplitudes of oscillatior 
(Dingle factor), being the Dingle temperature linearly dependent 
of the Fermi velocity. 

Th-e calculations of the ring diagram contribution to the; 
grand partition function, show that the aproximation used by 
Isihara for this calculations is not good and the dHVA oscillations 
of the contributions from the ring di agrams for the grand partitic 
function have a phase differing by ir/2 from that obtained by 
I si hara. 
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.INTRODUÇÃO 

Um dos assuntos mais importantes das teorias de 

muitos corpos tem sido a mecânica estatística do gás de ele 

trons^"^. A partir de 1930, pela observação feita por de 

Haas e Van Alphen^ (dHVA) do comportamento oscilatorio da 

susceptibilidade magnética de um crtstal de bismuto submet_i_ 

do a um campo magnético forte, muitas experiencias e 

trabalhos teóricos baseadosna mecânica estatística do gás 

de elétrons tem sido feitos. 

Foram real i zados mui tos trabalhos teóricos utili -

zando-se o modelo de elétrons livres para explicar qualita

tivamente o comportamento da parte constan te (susceptjbili

dade de Landau) e da parte oscilante (oscilações dHVA) da 

susceptibilidade magnética do gas sujeito a um campo magné

tico forte. 

Dingle^^ introduziu de forma semi-empír i ca um fa-^ 

tor exponencial (fator de Dingle) nas amplitudes de oscila

ções da susceptibilidade, explicando que esse termo era oca^ 

sionado pelo alargamento dos níveis de Landau, devido as iji 

te rações dos elétrons, não consideradas nos modelos não i n-

teragentes. 

Ichimura^^ e Isihara^^(*) estudaram a susceptibi 1 j_ 

dade do gas interagente sujeito a\jm campo magnético forte, 

utilizando o método dos propagadores no grande "ensemble"d£ 
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senvolvido por Montroll e Ward * (no apêndice A e feito 

um breve apanhado do método). Obtiveram para a~s oscilações 

(*) Chamaremos no decorrer deste trabalho esta referência 
por (I). 

l O T W T O üt ÊWtRtíi^ A T O » 
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dflVA da susceptibilidade duas fases que diferem entre si de 

•ir/2» contrariando os resultados experimentais que sÕ exibem 

uma fase, o que aparentemen te sugere uma inconsistência do 

19 

formalismo. Isihara admitiu que as oscilações dHVA com 

uma das fas es domi nam as oscilações com'a outra fase, s em 

contudo explicar corretamente como este fato ocorre. Assim 

hã pontos que não es tão cl aros no que concerne ãs oscila — 

ções dHVA da susceptibilidade do gás interagente. Devido .a 

este fato poucos trabalhos foram realizados tratando o gas 

interagente. 

Nosso intuito e calcular a susceptibilidade de Lain 

dau e as oscilações DHVA de um gas de elétrons interagen

tes , e comparar nossos resultados com os anteriores. 

Adotaremos o mesmo método usado por Ishimura e Isi_ 

hara. Este método nos permite um tratamento unificado p a r a 

a parte constante e oscilatória da susceptibilidade de um 

gãs de elétrons interagentes sujeito a um campo magnético ex̂  

terno, onde os efeitos de spin são considerados. 

Ao longo do trabalho usaremos os parâmetros adime£ 

s i ona i s : 

onde - ^ ^ A ï - representa a energia assoei ada ao campo 

magnético H, JÁ-Q é o magneton de Bohr e í\ o raio de Bohr. 

O método usado (veja apéndice A) consiste em cons-

truir â grande função de partição somando os termos provenj_ 

entes do gas sem i nte ração , dos efei tos das interações de 

troca de primeira ordem, dos diagramas em anel , etc. , con -



forme abai xo 

Podemos calcular a susceptibilidade magnética por 

21 
meio de : 

sendo Z a f ugaci dade, p= ^ e V volume do gas. A densida_ 

21 
de do gas pode ser calculada por 

Se o campo magnético aplicado é forte; isto é: 

°^ &<!(<'<i (condições dHVA) 

a susceptibilidade exibira um comportamento osci1atõrio ,pr£ 

duzindo o efeito de Haas-Van Alphen. 

No capítulo I construiremos o propagador livre e 

calcularemos a grande função de partição e a s uscepti b i 1 i da_ 

de magnética para o gas interagente. 

No capítulo II cal cul a.remos a contribuição para a 
V 

grande função de partição proveniente dos termos de intera-

ção de troca de primeira ordem. Adicionaremos os resultados 

dos capítulos anteriores, no capítulo l U , onde teremos a 

grande função de partição e susceptibilidade magnética ate 

interações de troca de primeira ordem. Considerando a densj_ 

dade de elétrons constante, mostramos a existencia do fator 

lUSTlTUTO DE EÚm\k ATÓMICA 
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d(i Dingle e mostramos a existência de uma única fase para 

as oscilações dHVA, de acordo com os resultados experimen -

tais; mostrando que a hipótese de que a densidade de ele — 

trons envolvidos no fenômeno e constante, leva a resultados 

consistentes. Devido ao crescente número de experiências p¿ 

ra a determinação das oscilações quânticas da velocidade do 
? ? — ? Í; 

som dentro das condições dHVA " , incluimos neste capítu

lo nossos resultados para a velocidade do som do gas inter£ 

gente sujeito a um campo magnético forte, com efeitos de 

troca de la. ordem. 

No capítulo IV faremos um estudo sobre as contri -

buições oriundas dos diagramas de anel para a grande função 

de partição, e por fim concluiremos nosso trabalho no-^capí-

tulo V. 



CAPITULO I 

I•1 Propagador para o sistema 

Nosso modelo consiste em tratar o cristal como um 

gas tridimensional de elétrons interagentes, sujeito a um 

campo magnético uniforme H aplicado na diraçao z. O efeito 

do potencial periódico e colocado em termos de uma massa efe 

ti va médi a d o c r i s t a l { m * ) . 

Assim a Hamiltoniana para o sistema sera dada por: 

(i-i) 

onde 0^ representa o spin, A o potencial ve tor, o ma£ 

neton de Bohr e g e o fator de Landé. Usando o gauge de Cou 
V 

lomb ( V.A = 0) temos: 

(1-2) 

(1-3) 

onde m^ e a massa do elétron livre. Assim definindo-se 

2m 
(1-4) 

lasTiTino oe ENERCÍA ATÔWECA 



e omitindo-se as linhas nas grandezas acima, podemos traba-

Iharno sistema em que 1i = 1 e 2m* = 1. ' 

Resol vendo-se a equação de Schroedinger para um e-

letron num campo magnético IT - Hz teremos os autovalores e 

autofunções (ü = 1 » 2m* = 1) 

^r.y-C'^^h)'^- * i i-i^- (1-5) 

e KiHy^o)\ l r > (1.6) 

onde ^̂ f,(y) é o n es 1 mo polinomio de Hermite, \Ty represen

ta o estado de spin, e 

(1-7) 

Usando as autofunções e autovalores, e utilizando-

se a fórmula (A-8) temos para o propagador livre(para os ca[ 

culos veja apêndice B). 

5 u , g — — 1 _ _ 

onde 

(1-8) 

(1-9) 

U > < U (r-io) 
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1.2 Sis tema sem interação 

•Calcularemos nesta seção a grande função de parti

ção e a susceptibilidade magnética para o gãs sem interação. 

Utilizando-se as fÕrmulas ,(A-11 , 12, 13) e a proprl 

edade dos propagadores (A-31 ) desenvolvidas no apëndij^e A 

deste trabal ho, temos para a grande função de partição do 

gãs livre: 

r 

onde Tr̂ p significa o traço sobre as coordenadas de spin, e z 

a fugacidade. 

A soma em (I-ll) pode ser trans formada em integral 

pe lo uso da trans formação de Mel 1 i n: 

^ * 2X11 ) SMJim 

e temos 

0<C<!l (1-12) 

( 1 - 1 3 ) 

onde os kets \Xy e U > representam os estados em que a comp£ 

nente z do spin vale mais ou menos 1/2, Convém salientar 

19 

que Isihara nao construiu adequ adamen te o propagador, oca^ 

sionando resul ta dos incorretos para termos oriundos das in-

terações coulombianas do gis. 
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(1-16) 

Def-i ni ndo-se a susceptibilidade como X = ̂  onde 

- - 21 M e a magnetização dossistema por unidade de volume, temosT 

Retendo-se os termos de ordem mais baixa dentro das 

condi ções dHVA temos: 

(*) Os parámetros 6, í , oc , Ç foram definidos na introdu
ção deste trabalho. 

insTíTino D E EMERGIA ATôira 

onde a integral espacial foi efetuada dando o volume do gas? 

Da forma explícita do propagador (I-B) temos: 

Assim, a grande função de parti ção pjira o gãs s em 

interação é dada por: 

c\ ico 

Efetuando-se a integral acima (conforme o apêndice C ) , e re^ 

tendo os termos mais importantes dentro das condições dHVA, 

teremos : 



ou em unidades regulares temos 

(1-19) 

onde 

(1-20) 

sendo 

(1-21) 

1̂ 

onde ¡dí=. 

(1-22) 

(1-23) 

sp 

O termo ^-J é a susceptibilidade paramagneti ca de 
vido ao spin para o gãs de elétrons livres, e foi calculado 

29 • ^¿'^ 
pela primeira vez por Pauli e o termo e a suscepti
bilidade diamagnética para o gas de elétrons livres, calcu-

1 2 

lado inicialmente por Landau 

O efeito de Haas-Van Alphen é ocasionado pelo ter

mo oscilante que faz com que a suscep ti bt̂ l i dade magne^ 

tica dentro das condições dHVA oscile com o inverso do cam

po magnético. O termo é bem menor que o termo cons-
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A ( - ^ ) ^ ^ ^ - ^ (1-25) 

Quando se considera um sistema com uma relação de 

di spersão geral (não quadrãti ca como es tamos assumi ndo) mos

tra-se que atraves das medidas dos periodos para determinada 

direção de a-plicação do campo magnético, pode-se determinar 

as áreas extremas das Órbitas dos elétrons na superfície de 

Fermi^^ perpendicular ao campo magnético. Contudo nossa idéia 

i estudar o gas isotrÕpico de elétrons interagentes (disper

são quadrãtica). "Í*" 

Definindo-se (em unidades -H = 1 , 2m*= 1) 

r'-us L£2¿^lüliiíiil:^ ^ „ 2 6 1 

tante Ŷ ""̂  , como se pode ver de ( 1-20 ,22). 

Muitos trabalhos foram feitos para o estudo do efei_ 

to de Haas Van-Alphen tratando o gas de elétrons como um sis^ 

tema sem interação coul ombi ana^ ̂  " ̂  ̂  , que mostram a concordãji 

cia do resultado obtido em (1-22). 

De V i do a o argumento de Si nh , o termo ma i s i m por tari 

te da soma em (1-22) corresponde a il = 1 e temos: 

que mostra o comportamento oscilatório da susceptibilidade 

com o inverso do campo, com um período dado por: 
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1 9 r -QSí l 

Mos tramos na figura 1 o comportarnen to d e r com 
o campo para varias temperaturas no caso el as sico {g = Q) e 
no caso quan ti co (g = 2 ) , tomando 'í̂  = 4-.0 . 
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CAPITULO I I 

11.1 Termos de interação de Troca de la> ordem(1 st.Exchange) 

Nesta secção trataremos os termos de interação de 

troca de Ia.ordem; calculando a grande função de parti ção e 

a suceptibi1 idade correspondentes a esta ordem de interação. 

De (A-32,33) e pelo uso da transformação de Mellin 

(1-12) temos para a contri bui ção das 1nterações de 1 a.ordem 

para a grande função de partição: 

^ \ ^ « ' ) Lcíp/^o) L(ç,ĵ Çû) (ii-i) 

onde 

C0P,íf0Y=2- l '^o^^Ç.tfSi^.o) o<C<i ( I I-2) 

e OCr\^ ^/r e o potencial coulombiano. Juntando-se( 11-1 ) 

e ( I I-2) temos: 

i ^ Z . ^ z a i i l ^ V ds \at -Ê 1 

(II-3) 
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( U - 4 ) 

S'̂ 'atViÇAM.V̂  (O¿S> StuVwt) PxCD-A.y^ 
onde 

As contribuições principais da integral (II-4) são 

proveni entes das regiões: 

i) s = O e t = O 

.ii) s = 0 e o C t = = u + ifi.Tt ou t = O e s = u + i S l T ^ 

onde u <í< 1 

As •contribuições provenientes dos polos reais (ex -

cluindo a origem) e da região em que os polos em s e t são 

maginãrios são desprezíveis frente as contribuições menciona 

das acima (dentro das condições dHVA). 

As contribuições do polo da origem nos dao a parte 

constante da contribuição para a grande função de partição -

das interações de troca de la.ordem(Veja apéndice E). 

\ 

^ S„ l>\ar^^^^3i-[i^H^^l\^ (11-6) 

O traço tomado na exprés são acima sobre os es tados 

de spin e importante, pois se este não fosse tomado ocasiona^ 

ría termos adicionais nos efeitos de spin, como ocorreu em 

(1). 

Tomando-se o traço e efetuando-se as integrais espa^ 

ciais em (II-3) (Veja apéndice D) temos: 

e 
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Onde (Veja apêndice F) 

I , - . ^ \ X d t i V ! cA-fi-f (II-7) 

(2ni)^ J . \ 53/2 t'-'z TV 
(11-8) 

Aqui, para o calculo de I^, foi assumido que e 

analítica como função de S , para S > 0(*). 

Assim temos: 

As contribuições mais importantes do tipo ii) den

tro das condições dHVA são dadas por (Veja apêndice G): 

(*) Se porventura, em fu turo trabalho for provado o contra
rio, a modificação a ser feita neste trabalho e somente 
com respeito ao termo JluS 

rnnvjxo D E EKER6IA mts^ 
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onde a linha na somatória significa quejj.=:0 é excluido e 

(n-12) 

-^5 
- 1 e e ^ '^oi^ï^C^^'-^fi^^'] (11-13) 

Onde c' e o contorno {fig. c.2) que envolve um ponto de ra

mificação, e vK.Cr> é a função de Bessei de ordem V . Col o -

cando-se (11-12.13) em (11-11) temos: 

sendo 

(11-14) 

onde a mudança de variãveis 1^ 1 > "r/Pp foi usada. Ê fãcil 

ver que I pode ser escrito como: 

I, 5 ^ X^c^ ^ C O S ce^ T (A^í) (n-16) 

onde 

(11-17) 

(11-18) 

Nas condi ções dHVA(^-íí 1 ) podemos aproximar o cose

no no integrando de (II-17)(Veja apêndice G) obtendo-se 
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(11-19) 

A mesma aproximação não pode ser feita para ^sC^,^^ 

pois dã um resultado divergente, No limite '^=0 temosT^Ce^o')=0 

assim dentro das condições dHVA: 

(11-20) 

Portanto, temos, para a parte oscilante das contri_ 

buições para a grande função de partição, provenientes das 

inte rações de troca de Ia,ordem: 

CO 

(11-21) 

Por meio de (Î-17), retendo os termos mais importa¡n 

tes, as contribuições para a susceptibilidade magnética pro

venientes das interações de troca de la.ordem são dadas por: 

(11-22) 

(11-23) 

( U - 2 4 ) 

onde 

Pe 
(11-25) 
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CAPITULO I H 

111 ,1 Gãs com interação de troca ate la.ordem 

Nesta seção adicionaremos os resultados das duas s£ 

ções precedentes. A grande função de partição, considerando 

termos de interação de troca ate la.ordem, e dada pela soma 

de (1 - 16 ) .(11 -10) e (11 -21 ) : 

-hovi ose 

( H I - l ) 

(III-2) 

onde 

. r~i c'Sc 

4- í-i ~ ~ ^ 

(III-3) 

( U I - 4 ) 

Por meio de (1-17). retendo os termos mais importan^ 

tes dentro das condições dHVA, ou somando-se os resultados -

(1-18), (II-2.3) e (11-24),,. temos para a susceptibilidade ma¿ 

néti ca com efei tos de troca ate la. ordem; 

laSTITUTO DE EliERBIA ATÖMIC* 
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7 - 7 1 7 - (II1-6) 

onde 

( I I R - 7 ) 

C50 

+(^^ c-i'^cc. C^") Co. {In-8) 

Assim, ao tratarmos o gas de elétrons como um sist£ 

ma interagente, a susceptibilidade magnética exibe um compor 

tamento oscilatorio com ondas tipo seno(como no gas nffo int£ 

ragente) e cosseno(que chamaremos daqui por diante fases se

no e cosseno). As oscilações dHVA da susceptibilidade obser

vadas experimentalmente exibem a mesma fase que a susceptibj_ 

lidade oscilatoria calculada pelo modelo de elétrons livres-

(1-22), isto é, exibem fase seno. A equação acima nos mostra 

que a* amplitude da. fase cosseno (dentro das condições dHVA) e 

maior que a da fase seno, contradizendo aparentemente os re

sultados experimentais. , 

Contudo, o momento de Fermi que aparece nas fÕrmu -

las até agora deduzidas, é o momento de Fermi(Pc) do gãs in-

teragente sujeito ao campo magnético H e a temperatura T, en^ 

quanto que o momento de Fermi que e utilizado nos dados exp£ 

rimentais (onde se obtém a fase seno) e o momento de Fermi -

(PQ) do gãs de elétrons^ livres sem o campo magnético aplica

do e no zero absoluto. 
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=̂  e=i ~sU^M(Tn%() 

(*) A banda de elétrons que esta produzindo o efeito dHVA 
no cri s ta 1 . 

O resultado {111-8) nos da o efeito de Haas-Van AJ_ 

phen, se considerarmos a energia de Fermi constante (hipõt£ 

se esta usada por Blackman^^ e Dingle^^), fazendo com que 

a densidade de elétrons oscile para manter esta constância, 

isto é, alguns dos elétrons na banda dHVA{*) são transferi

dos para outras bandas. No caso de elétrons livres, esta hi_ 

pétese nos conduz a oscilação dHVA para a susceptibilidade 

do tipo seno, como observadas experimentalmente. Contudo,es 

ta hipótese, quando aplicada ao gás interagente, nos conduz 

a oscilações dHVA para a susceptibilidade dos tipos seno e 

cosseno, em desacordo com os resultados experimentais. 

Assumiremos em nosso modelo que a densidade de elé 

trons seja constante, A densidade de elétrons, a partir da 

grande função de partição é dada por: 

Assim colocando-se (III-3) e (III-4) em (III-9) e 

retendo os termos mai s importantes dentro das condições dHVA, 

temos : 
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Onde Pq é 0 modulo do momento de Fermi do gas de e-

letrons livres. Devido a nossa hipótese de invariância da 

densidade, temos que, igualando-se (III-IO) e (III-ll), che-

gamos ã relação que conecta Pp. com P^. 

oo 
8 ^ n ' b ^""^ 8 

^^V\ u n % < ) 2 ( 111 -12 ) 

Podemos resolver (111-12) por um processo iterativo, 

considerando s <'< 1 (interações fracas, que e a hipótese bá

sica para o tratamento perturbativo adotado neste trabalho). 

Con forme o apéndice H , temos apÓs vari as i te rações: 

^xiHo L Co^ Ci^'y.)U-njM-l.) ^, ri-gnLUljl (111-13) 

onde o Tndice zero nos parámetros dignifica que o momento de 

Fermi considerado e aquele obtido pelo mo délo de ele trons lj_ 

vres (Pq) na ausencia de campo magnético e no zero absoluto. 

No processo iterativo as fases seno e cosseno são 

expandidas, e levando em conta que s << 1, obtemos somente u 

iiia fase. 

E interessante observar que o fato de considerar -

fias a densidade, de elétrons livres e dada por: 

-iL ' (IU-11 ) 
3 T V ^ 
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mos : 
oo 

V 

Os resultados (III-15) e (III-16) nos dão as susce£ 

tibilidades paramagniticas e diamagnéticas para o gas inte— 

ragente dentro dos efeitos de interação de troca^ de primei

ra ordem. 

O resultado (III-15) nos mostra o paramagnetismo de 

mos a densidade que produz o efeito de Haas Van Alphen cons_ 

tante, acarreta um caráter oscilatório par^ o momento de 

fermi e consequentemente para a energia de Fermi. 

Convém salientar também, o interessante fato de ?^ 

conter somente a fase seno; isto fará com que a parte osci

lante da susceptibilidade possua somente a fase se no. 

Usando-se (111-13) em (III-7) e (111-8), e reten

do-se os termos mais importantes, dentro das condições dHVA, 

temos para a parte constante da susceptibilidade: 

onde as susceptibilidades paramagniticas e diamagnéticas 

são' dadas por: 

Para a parte oscilatória da susceptibilidade tere
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Fl= ^ % {III-18) 

^ i^Ci-V (III-19) 

As figuras 2 e 3 mostram o comportamento do parama£ 

netismo e diamagnetismo para o gas interagente (parte cons -

tan te da susceptibilidade). O efeito das in terações de troca 

de la.ordem no paramagnetismo não possue termos fortemen te -

dependentes da temperatura, em oposição ao resultado "obtido 

por (I) que e fortemente dependente da temperatura. As inte

rações de troca de pri me i ra ordem produzem no d i amagneti smo 

um termo fortemente dependente da temperatura. 

Na figura 4 temos o comportamento da s uscepti b i 1 i da_ 

de constante total e como se ve, o gas exibe um comportamen

to paramagneti CO para quaisquer e temperatura, em contras

te ao resultado obtido em (I), que diz que, para certos valo 

res de r^ (região metãlica) e de temperatura ( T < , 100°K), a 

susceptibilidade como um todo (a parte constante) e diama gn£ 

ti ca. 

O resultado III-17 nos dã a parte oscilatoria da 

susceptibilidade, responsável pelo efeito de Haas Van Alphen, 

mostrando o fato experimental da susceptibilidade exibir so-

1 9 

mente a fase seno, fato este nao provado por Isihara e por 

Ichimura^^, ocasionando aparentemente uma inconsistência no 

formalismo usado. 

lt;S11irUT0 DE EHERGIA ATÔCÍK^ 

spin e nos mostra que o resultado calculado em (I) esta i n — 

correto devido a construção inadequada do'propagador com res_ 

peito ao spin. 

Oefi ni ndo-se: 



PROAC 

15,04 

I0,04 

5 , 0 + 

-S,0 

T X I O ' K 
9 = 2 

F i g u r a I 

F i g u r a 2 



-1.0 

T . 10" K 

T » I 

F i g u r a 3 

F i g u r a 4 

lOSTITUTO DE EMERâlA ATlMtCA 
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de: 

V-5 

.Vi 

(iir-20) 

{111-21 ) 

onde 

.0 n T̂ * - 1 

17 

(III-22) 

Dingle introduziu semi -empi ri c amen te um fator ex_ 

ponencial decrescente nas amplitudes de oscilação da susce£ 

tibilidade obtida pelo modelo de elétrons livres, fator es

te denominado fator de Dingle. 

(111-23) 

onde Tp é -a constante que depende do material, denominada 

tempe ra tu ra de Dingle. Dingle explicou que este fator seria 

oriundo do alargamento dos níveis de Landau ocasionado pe

las colisões dos elétrons em geral. Sendo, em nosso modelo, 

os elétrons interagentes, este fafor deve aparecer do form£ 

1 i smo. 

Reproduzimos na figura da pagina seguinte um tTpi-

27 
co resultado experimental do efeito de Haas Van Alphen e 

como vemos o "range" das variações do campo magneti co e bem 

34 
menor que o seu valor absoluto , £v'jj<< •g' . assim 

Em unidades reguiares temos para a susceptibilida-



45.0 kG 45.5 kG 46.0 KG 

Efeito de Haas Van Alphen no^ Ouro com H na 

direção [110] (r-1.2°K) 
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(111-24) 
Vi 

Usando o fato de Is('^>^"^ "yl^^^ temos que, nas 

condições em que as experiências são feitas, 1° ê uma con£ 

tan te 

L( íX-^^r)^l(^,f) = X (1 n - 2 5) 

Nas condi çoes experi mentai s somente se detecta o 

33 o pri mei ro termo da soma em (III-22). Como Ie < < 1 podemos 

aproximar os termos nos colchetes de (111-22) pela exponen-

ci al decrescente 

onde 

(III-26) 

assim 

, . - ¿ A l o e 

físJ&jiL¿^' cc^(^4^^:)^--<^f^:-i) e (III-28) 

onde identificamos T^j^ como a contribuição para a temper^ 

tura de Dingle do material das in terações coulombianas de 

troca de la.ordem dos elétrons da banda dHVA. Como vemos , 

T^^ depende linearmente de Vp (velocidade de Fermi) pois 
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III.2 - Velocidade do Som 

Muitas experiências tem sido feitas para determinar 

as oscilações quânticas da velocidade do som em materiais -

- 22-25 
nas condições dHVA ; assim e de grande importancia de -

terminar est*as oscilações para o gas interagente. 

Na formulação sobre oscilações na velocidade do som, 

35 

Rodriguez aproxima o cristal a um corpo isotropico, calcu

lando as velocidades longitudinais a partir do "Bulk modu -

lus": 

V - 3^ (111-29) 

onde B e o "bulk modulus", f a densidade e a modulo 

de rigidez. 

IHSTITUTO DE EMERfilA ATÔfitlCfi 

quanto maior for a velocidade de Fermi, mais interagente e 

o gãs . 

Nossos resultados mostram que as interações de tro^ 

2 6 

ca de la.ordem não mudam os períodos das oscilações ; so -

mente ha uma diminuição na amplitude ocasionada pelo fator 

de Dingle. 

t importante observar que o fator de Dingle calcu-

lado neste trabalho (proveniente dè interações eletron-ele-

tron) Q de natureza quãntica. Em um cristal real, alem das 

interações eletron-eletron, as impurezas e imperfeições e -

xistentes darão termos que contribuirão para o acréscimo da 

temperatura de Dingle. 
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B= B . o N + (III-30) 

Assim, a velocidade do som como função do campo 

magnético é dada por: 

^,,,).,-\ji(È^^p , , 3 E > r ; w (1,1-31) 

Como a parte não oscilante do "Bulk modulus" e bem 

maior que a parte oscilante, a mudança fracional na veloci

dade do som com respeito ao campo magnético aplicado é dada 

por: 

' V(o) ~ 2j>-oVo) (111-32) 

2-0 

A pressão do gas interagente, e dada por : 

!i3 V S . ( I U - 3 3 ) 

Colocando-se (III-3) e (H^-4) em (III-33) teremos 

para a pressão, considerando efeitos de troca de la.ordem: 

CO 
L 3 <\ 

L 4 - T í̂̂  ' - (III-34) 

O "Bulk modulus" recebe contribuições tanto da par; 

tü iónica, que não depende do campo magnético, como da par-

te eletrônica, que tem uma parte dependente do campo magné

tico, e outra não dependente: 
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Como vemos, novamente temos duas fases para as oscilações ; 

mas ao utilizarmos a relação (111-13) que conecta cowP^ 

temos: 

03 

^5 jí:/^5¿^u(«ít%,) l^-i'Wj-y/j (in-35) 

27 
O "Bulk modulus" e definido por : 

(111-36) 

Mas 0 momento de Fermi no zero absoluto do gas de 

elétrons livres (P^) é função do volume do gãs: 

(in-37) 

sendo H o número de elétrons do gas. Assim, retendo-se os 

termos mais importantes dentro das condições dHVA temos: 

Se = 4 : (111-38) 

' ^ í f Z ^ 2n^ (III-39) 

Em unidades regulares temos: 

(III-40) 

inSTlimo D E EÍ3ERGIA ATÔItfíCn 
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(111-41 ) 

(III-42) 

Usando (III-32) e as mesmas considerações feitas na 

seção anterior temos: 

ir 
(111-43) 

que nos mostra que os períodos das oscilações quânticas da 

velocidade do som não são alterados e, assim como na susce£ 

tibilidade, as interações de troca de la.ordem se traduzem 

num decréscimo das amplitudes de oscilação, com um fator de 

Dingle li nearmen te proporeional a velocidade de Fermi do 

gãs. O desaparecimento de uma das fases por meio do proces

so iterativo, tanto para a susceptibilidade magnética como 

para as oscilações quânticas da velocidade do som, em açor--

do com os resultados experimentais, indicam que o processo 

iterativo realizado neste trabalho é correto. 
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CAPÍTULO IV 

IV.1 Contribuição dos diagramas em anel para a grande 

função de partição 

Nesta secção estudaremos os termos provenientes dos 

diagramas em anel; devido ãs aproximações usadas, não conec

taremos os resultados deste capítulo com os precedentes. Con_ 

tudo os cálculos aqui apresentados são mais precisos que os 

1 9 

e f e t u a d o s p o r i s i h a r a . 

Na construção dos diagramas em anel, conectamos ar

bitrário numero de torons arbitrários, por igual número de -

interações formando um anel. para remover as restrições das 

integrais em temperatura ( ̂ * ,(3",.. . ) , precisamos obter os au^ 

tovalores ( >JC^)) da equação de autovalores (A-49) do opera

dor G(q,cx:) definido por (A-56). A contribuição dos diagra

mas em anel para a grande função de partição e dada por (Ve

ja Apêndice A). 

JU S -.-JL \ { L l^Cf - i n [ l t -UCp %¡Cp]}<^% (IV-1) 

sendo u(^) a transformada de fourier do potencial de Coulomb. 

Conforme apresentado no apêndice (I) temos para os 

autovalores ^ 



onde 

(IV-3) 

Pa ra o calculo dos autova 1 ores , efetuaremos em duas 

etapas: 

i) A primeira considerando (como c/>>l) 

(IV-4) 

Esta aproxi mação foi usada em (I). Ob temos com esta 

aproximação (Veja apêndice J ) , 

( I V - B ) 

onde "q* são coordenadas adimensionais, e 

(IV-6) 
CO 

oo 

(IV-7) 

sendo '^J=<^^+%^ 

{IV - 8 ) 

2^2 

aaUTUTO D E EMER61A ATÔMICA 
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Em (I), Isihara considerou a integral como a mais 

importante, considerando I^ praticamente nula, contudo em no

vo trabalho (Veja Apêndice K ) , dentro das condições dHVA mos

tramos que: 

Assim a primeira etapa nos deu: 

00 

(IV - 1 2 ) 

O que nos mostra que as oscilações dHVA dos autovalo^ 

res são principalmente do tipo seno, enquanto que as obtidas 

em (I) são do tipo coseno. 

ii) -Na segunda etapa melhoramos a aproximação feita em i) 

para certos valores de s e t( = /^*^s). Ê conveniente utilizar 

a fórmula para /̂ -Cq) proveniente da integração de (IV-1) com 

respeito a P^: 

^ -̂Hí¥̂ ''̂ SU*«.(í|iL?) SH--A^o 
S í 0 4 ^ 1 • 

e I^, 12 dados por: 
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onde 

(lV-14) 

Expandindo-se A(s,t) e M(s,t) considerándoos»!, sen 

do p>^«^ um parâmetro a ser fixado, temos a tabela IV.1 abai_ 

XO 

TABELA IV.1 

A C O . i ) 

r q - iT 

A ( 5 , ^ ) = e>^^[-¿j.] -faca s^i e ( i v - r s ) 

Como vemos, para s > l e t > 2 a aproximação (IV-4)é 

boa; contudo para os valores tabelados acima existem regiões 

em que esta aproximação não e boa. Corrigiremos o resultado 

de i) devido ao diferente comportamento exposto acima; as

sim, aos autovalores calculados em 1) devemos adicionar: 

(IV-16) 

(IV-17) 

laSTlTUTO DE EMERGIA ATOHKía 



33 

onde ^, (q') são as correções aos autovalores, devido ao dif£ 

rente comportamento daquçle assumido em (IV-4). Para manter 

a continuidade de A(s,t) nas diferentes regiões escolhemos 

(IV-18) 

Conforme apêndice (L), temos para as correções dos 

autovalores: 

CO 

onde; sendo ~q variáveis sem dimensão. 

t (IV-21 ) 

Tembs então para os autovalores corrigidos: 

(IV-22) 

onde 

(IV-23) 

(IV-24) 

Como se torna muito difTcil o calculo da função de 
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partição com a expressão acima para os autovalores, faremos-

uma aproxi mação. Como os termos seno e co,sseno em k , j )são 

importantes somente quando q ^ ^ ^ 2^, e como os autovalores 

serão somados em j para o calculo da grande função de par

ti ção, as s umi mos que a contribuição oriunda destes termos S £ 

ja bem menor que a oriunda dos, termos restantes'* isto é, as

sumimos que: 

(IV-25) 

e temos : 

{IV-26) 

(IV-27) 

Como se pode ver de (IV-26), na região em que Qj^^*^ 

a parte constante dos autovalores tem simetria cilíndrica no 

espaço dos momentos, ocasionada pelo fato da componente q^ 

não sentir os efeitos do campo magnético, mas 'sente os efei -

tos da degenerescencia de Fermi até q^ - 6p. Este comporta -

mento coincide com o obtido em (IV-6) (coincidente com o re -

sultado obtido em (I)). Contudo nà^Vegião q|^ » 2^ (IV-26)nos 

exibe uma s i metri a es feri ca , não exibi da em (IV-5) e em (I). 
1 o 

Isihara , devido a construção inadequada do propaga^ 

dor, no que diz respeito ao spin, obteve para as partes osci

latorias dos autovalores e das contribuições para a grande funi 

ção de partição dos termos dos diagramas em anel^ o fator de 

spin (1 + cos(5<n/2) ), concluindo que para _ g = 2 somente on-
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e dividindo-se o espaço "q*̂  em regiões, assumimos o seguinte 

incm-niTn n e FHPDf i iA ATrtwEí»n 

(las com -X par existirão nestas oscilações. Como vemos, nos

so resultado mostra que o fator de spin correto e cos(^-5.í) e 

todas as ondas em princTpio existirão. 

A parte oscilatoria dos autovalores tem simetria es^ 

ferica no espaço de momentos, ao invés de si me tria cilíndri

ca como obtida em {ÍV-12) e em (I). Assim as correções fei

tas na 2a. etapa alteram sensivelmente os autovalores na re

gião q_^> 2-jp . 

Uma das propriedades dos autovalores, e que o termo 

(IV-27^) 

deve dar um termo divergente, (pelo fato do potencial ^de Cojj 

lomb-ser de grande alcance), e a contribuição das interações 

de troca de primeira ordem para a grande função de partição, 

com o sinal oposto, que e finita. E possível mostrar que os 

autovalores usados em (I) (assim como (IV-6) e (IV-12)) não 

produzem o termo divergen te, enquanto que os autovalores da

dos por (IV-26) e (IV-27) produzem tal termo. Isto confirma 

que as correções provenientes da segunda etapa são bastante 

importantes. 

Devido ãs aproximações usadas, e como e mui to d i fí-

cil o cálculo exato dos autovalores, não consideraremos os 

termos [3**̂ /̂ 8-'̂ •̂̂ •g?] em ^"cf,p Usando-se o resultado de 

u • ' 37 Kojima : 
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sendo 

(IV.32) 

Das formulas acima vemos que: 

^T" ^ (IV-33) 

Assim, aproximando-se (IV.l) .'temos que a contribui

ção para a grande função de partição proveniente dos diagra

mas em anel é dada por: 

ÍAA. CJ^ = -Xv^ CJ ^ + ^ LZJ^- (IV-34) 

onde 

sendo "V variáveis sem dimensão e "Uc^^J ='^n^V^^ép, e^trans-

comportamento para ^ ^ j j ^ '• 
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(IV-37) 

mudando a soma em j em (IV-35) e {IV-36) 

7 
2 U 8 

oo 

(IV-38) 
-00 

e efetuando-se a integral em (IV-36), levando em considera -

çao os comportamentos ass umi dos para nas diferentes re -

giões descritas por (IV-29 , 30 , 31 ), temos para a'parte oscj_ 

lante da contribuição dos diagramas em anel para a grande 

função de parti ção: 

£ c V c o s ( ^ ^ V . ^ W ( e [ ^ y - % ) (IV-39) 

onde 

-(IV-40) 

1 

1 

2^4 
(IV-41 ) 

(IV-42) 

E vemos que a contribuição dos diagramas em anel, 

contém somente a fase seno, isto é, o mesmo comportamento do 

ma i or te rmo oscilatÕrio das interaçoes de troca de la.ordem. 

Pode se'r que, da mesma maneira que as oscilações do tipo se-

formada de Fourier do potencial Coulombiano nestas variáveis 

Defini ndo-se 
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e obtemos ( Veja--Apêndi ce M) 

(IV-46) 

IfiSTlTUTO DE EUERGIA ATáUtCA 

riü das interações de troca de la.ordem, este termo desapare

ça no processo iterativo, 

Podemos dividir a parte constante da contribuição -

dos diagramas em anel para a grande funçaõ de partição: 

^'v^ov^ p_,-non ^vioYv t-v'^"" 

C J ^ = ^ Ca^^ -V C J J ^ Ci;) - - W {^j^^ C ^ ^ ( I V - 4 3 ) 

onde, usando-se ( I V - 2 9 , 30, 31), temos: 

V E = ^ H [ A U i UC^) - Jlw(M >cz) Ul^^)] ( IV-44 ) 

Em { I V - 4 3 ) , estendemos o comportamento esférico da 

parte constante dos autovalores, valido para a região que 

clui momentos pequenos, para todo o espaço 'q* , e corrigimos 

esta extensão com os dois últimos termos de ( I V - 4 3 ) . 

Um cálculo aproximado da contribuição oriunda da re_ 

gião,de grandes momentos ( I V - 4 4 ) nos mostra que este termo e 

da ordem de ̂ ^̂ '̂  . Como a contribuição principal provém da 

região de pequenos momentos, e devido ãs aproximações usadas 

para a obtenção dos autovalores, não consideramos este termo, 

O termo X>t, Cí^. • Cz) nos^^da termos que sao pequenos 

quando T»-"< 1. assim assumimos: 
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(—.-non ^ 

(rv-47) 

onde 

C = .6589479 e = .3213355 

Os dois primeiros termos obtidos acima são análogos 

38 

aos los, termos obtidos por Isihara e Kojima no cálculo das 

contribuições dos diagramas em anel para a grande função de 

partição, na ausencia de campo magnético. Os coeficientes nu

méricos não são iguais pelo fato do campo magnético modificar 

a região de integração ( no cálculo de (IV-47))que naquele 

cálculo ê esférica, por uma região ctilTndrica. O terceiro ter 

mo em (IV-47) aparece pelo fato de termos dividido o comporta, 
38 

mento da parte constante dos autovalores em regiões 

Nossos resultados, contudo, não serão conectados com 

os provenientes dos efeitos de troca de la.ordem, devido aos 

parâmetros usados nas divisões das regi ões de di ferentes com

portamentos para os autovalores, não serem precisos. 
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CONCLUSÃO 

Considerando efeitos das interações de troca de pri^ 

meira ordem, dentro das condições dHVA, a parte constante da 

susceptibilidade do gas interagente nos mostra que o parama£ 

neti smo de spin não possui termos fortemente dependentes da 

temperatura (fig.2), em contraposição ao resultado obtido em 

(I) que possui um termo dependente fortemente da tempe ra tu -

ra; erro este ocasionado pelo,tratamento inadequado da parte 

spinoidal do propagador livre em (I). Os efeitos das^^intera-

ções de troca de la.ordem no di amagneti smo dependem fortemen^ 

te da temperatura (fig.3). Contudo a susceptibilidade cons -

tante total (parte constante da susceptibilidade) e positiva 

e decresce com a temperatura (fig.4), em desacordo com o re

sultado obtido em (I) que diz que para certas temperaturas -

( T ^ ino°K) e certos valores de r (região metálica) a par-

te constante da susceptibilidade é negativa. 

Considerando a densidade de elétrons constan te, ob-

tivemos somente ondas do tipo seno para as oscilações dHVA -

da susceptibi lida de e velocidade do som para o gãs interagejí 

te, em acordo com os resultados experimentais. Este resulta

do vení elucidar a aparente inconsistencia do formalismo usa

da, originaria do Tato de Ishimura^^ e Isihara^^ terem obti

do por meio da mesma técnica usada por nos, ondas do tipo se^ 

no e cosseno, sendo as ondas do tipo cosseno maiores que as 

do tipo seno, em desacordo com resultados experimentais. 

lElSTlTUTO •£ £MEKGIA ATÕIWV 
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1 9 

Isihara assumiu que as ondas do tipo seno devem -

ser mais importantes sem contudo explicar tal fato. Devido a 

um processo inadequado de normalização dos resultados Isiha

ra obteve em (I) efeitos de estrutura fina nas oscilações 

dHVA da susceptibilidade ("fine rippling waves"), que mos -

tramos não existirem quando o processo de normalização e ade 

quado. Acreditamos que os efeitos de estrutura fina são oca

sionados pelo potencial period ico da rede cristalina, não l£ 

vado em consideração em nosso modelo. 

O aparecimento de ondas semente do tipo seno, indi

cam que no efeito de Haas Van Alphen a densidade de elétrons 

livres na banda de condução e constante; e a energia de Fer

mi oscilatória, ao contrario de p e s q u i s a d o r e s ^ ^ ^ que assu-

miam a energia de Fermi constante e a densidade de elétrons 

na banda dHVA oscilatória. 

Os efeitos das in terações de troca de la.ordem na 

• susceptibilidade magnética e velocidade do som se traduzem -

num fator exponencial (fator de Dingle) linearmente proporcj_ 

onal ã velocidade de Fermi, em acordo com os resultados expe 

rimentais, e com a hipótese usada por Dingle^^, de que os e-

feitos das interações dos elétrons dariam origem a um fator 

exponencial. 

O fator de Dingle calculado, oriundo das interações 

coulombianas de troca de la.ordem,xé de natureza quântica. 

Num cristal real, além das interações elétron-elétron, Impu

rezas e imperfeições existentes contribuirão para a tempera

tura de D i ngle. 

Seri a de utilidade que se-^realizasse experiências em 
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que se medisse a temperatura de Dingle para varias concentra 

ções de impurezas e de defeitos de um de}:erminado cristal, e 

comparássemos o valor extrapolado destes dados para concentra 

ção nula de impurezas e de defeitos, com o fator de Dingle -

obtido neste trabalho. 

As oscilações dHVA da susceptibilidade para o gãs 

não interagente, nos mostra que a temperatura promove um de

créscimo nas amplitudes de oscilação, devido ao termo 

(SmW(*^^J^1). Acredita-se que as interações el etron-el etron pro

duzam efeitos anãlogos aos da temperatura; isto vem apoiar a 

aproximação feita em (111-26), Acreditamos que o efeito glo

bal do decréscimo das amplitudes das oscilações dHVA , da 

susceptibilidade e velocidade do som para um cristal real ,se^ 

ja dado grosseiramente por: 

e x p í - H- ^ ^ ^ ^ " ^ o g -v ^ 
'^r L V, -VxcOo ihCOo irtUJo -v^t^o /_ 

onde o primeiro e segundo termos, dentro dos parênteses, são 

os efeitos da temperatura e das interações elêtron-eletron , 

e os dois últimos termos são relacionados com as concentra -

ções de imp'urezas e defeitos existentes no cristal. 

Nossos cálculos para as contribuições dos diagramas 

em anel, nos mostra que a aproximação usada em (I)(etapa i 

no calculo dos autovalores neste trabalho) não é boa. As co£ 

tribuições dos diagramas em anel para a grande função de pair 

tição dão oscilações dHVA do tipo seno principalmente, em 

contraste com as oscilações do tipo cosseno, obtidas em (I). 

Embora a precisão com que calculamos as contribui -

ções dos diagramas em anel para a grande função de partição. 
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1E3S71TUT0 DE EMERGÍA 

não nos permita que conéctenlos estes resultados com os oriují 

dos das interações de troca de la.ordem; podemos ver que o 

fator de spin para as oscilações das contribuições dos dia -

gramas em anel e dado por: eos ( "J^^/^. ). Que diz que em princT_ 

pio ondas de qualquer Ji , proveniente dos diagramas em anel, 

contribuirão para as oscilações dHVA. Sendo que o fator de 

spin obtido em (I): 1 + cosí-a^ií¿). nos diz que para g = 2 » S £ 

mente ondas com A par nos darão contribuições dos diagramas 

em anel para as oscilações dHVA. 
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APÉNDICE A - Método dos Propagadores 

Consi doraremos neste apendi ce um apanhado breve so

bre a técnica dos propagadores no grande "ensemble". 

Consideremos um sistema composto de N partTculas que 

interagem por meio de um potencial o ; a hamiltoniana do sis_ 

tema é dada por: 

H'-Ho+^t (A-i) 

e as autofunções e autovalores são dados por: 

Introduzimos uma nova função de onda no espaço T^-^ft 

(espaço de coordenadas e de temperaturas recíprocas), defi — 

ni ndo-a como: 

-/SR 

r -iSH ~i 

H ^ e J=0*i a função definida em (A-3) deve satisfazer como 

a equação de Bloch: 

(A-4) 

A solução desta equação pode, ser obtida resolvendo-

se a equação integral: 
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Notemos que o Kernel KĈ '̂ j/i ;7̂ j/3') deve ter as 

mesmas propriedades de simetria que \rCr*^^[i) com respeito is 

permutações das coordenadas , O Kernel representa a pro-

pagação de um conjunto de coordenadas (r ,/3* ) para (r ,(3) 

e i chamado propagador. 

De (A-4) e (A-5) verificamos que o propagador e na 

realidade a função de Green que satis faz a equação: 

sujeitas ãs condições subsidiarias: 

k C a » ^ SCf'^-r*^) quando (̂i (A-7) 

U. 1) - O se ftz<ft\. 

•N Ï 

onde por simplicidade de notação usamos 2 para (r",(â ) e 

1 para ("r'̂ .lS' ). 

Resolvendo-se (A-6) temos para o propagador: 

Igualando-se -O na equação acima, vemos que 

K(>̂ 'fe,r'o) se reduz ã matriz densidade canónica. Temos então a 

importante relação: 
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Onde a figura acima e a representação por diagrama 

do "Ji-toron". 

IttSTlTUTO D E EMÊRaiX ATÊMÏC* 

Investigaremos agora o caso em que a interação ã 

pequena comparada com , de modo a podermos aplicar o meto 

do das perturbações. 

A.1 - Grande Função de partição para o gas não interagente 

Q primeiro termo de (A-9) no processo perturbativo 

{termo de ordem zero) corres ponde ã função de partição canõ-

nica para o si s tema s em i n teração 

r ÁKr^''í^>r''o^^' (A - 1 0 ) 

Sendo o propagador regido pela hamiltoniana sem • 

interação (H = H^), e e chamado propagador livre. A simetria 

das partículas esta embutida na construção de \^t,i7'^fi;r*^o') ; 

isto e, e um determinante ou permanente dos propagadores pa

ra uma partícula; conforme as partículas sejam fermions ou 

bosons . 

Se o determinante (ou permanente) do lado direito 

de (A -10 ) é expandido, varios produtos dos propagadores para 

uma partícula 'aparecerão, que podem ser classificados pelo 

número de ciclos ou troca de partículas. Por exemplo um típj_ 

CO "A -toron" na função de partição livre, e dado por: 
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Definindo-se 

sendo os sinais(-) e (+) referentes a fermion e a bosons, e 

6 20' 
z a atividade absoluta, mostra-se (veja Isihara ' ) 

C O ^ 

L 2^2 ^ \ > í I a ^ ' M (A.13) 

OU em termos de representação por diagramas temos: 

A. 2 - Função de Partição com Interações de troca de la.ordem 

(Ist.Exchange) 

Desenvolveremos nesta seção de maneira detalhada a 

obtenção da contribuição para a grande função de partição pro 

veniente das in terações de troca de la.ordem, visto a inexis

tencia de publicações para a obtenção deste termo em detalhe. 

No processo perturbativo a função de partição can5nj_ 

ca é dada por 

^ ^ ^ ^ ^ t á ^ (^-15) 

onde (n) diz respei to ao número de i nterações envolv i das. 

Vamos considerar o termo de la.ordem em (A-15) para 

explicar o mecanismo da obtenção das contribuições das intera^ 

ções de troca de la.ordem, para a grande função. Este termo ë 
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dado por: 

z 
N Mi"-

(i 

(A-16) 

Devido a indistringuibilidade das coordenadas , pela 
M 

integração dr podemos fixar um dos NI termos do 19deter-

minante (ou permanente) e. multiplicar por NI. 

A soma [ li contém (g) termos 
devido ã integração 

multiplicar por: 

á7 .N podemos fixar um dos termos e 

il) -
N ! 

(A-17) 

assim (A-16) pode ser escrita por: 

(A-18) 

Vamos dividir as- N partículas em dois grupos, um 

sendo um "Jl-toron" possuindo uma interação entre duas das 

ji partículas. Devido a escolha de^um dos termos do determi

nante (permanente) e a fixação de um dos termos do potencial 

de interação, as partículas 1 e 2 devem estar sempre dentro 

do -toron", logo ¿5^ 2. O segundo grupo contendo (N-Jl-)par-

tículas sem interagirem. Não consideraremos torons que inter 

ragem entre si, pelo fato destes termos darem resultados di

vergentes que se cancelam ao considerarmos o "background" a-
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(A-19) 

Assim cada termo acima aparecera (51-2)1 vezes. 

Os diagramas acima representam partículas, haven

do uma interação entre duas delas; por exemplo para Jl =4 e 

s == 2 temos: 

^ ^afí^ymW^Í^^^^^^^ (A-20) 

o segundo grupo de (N-ií.) partículas; podemos dividj_ 

-Io em m ^ /'jl'-torons" sujeitos a condição: 

Lvn^)!' (A-21) 

Sendo que cada di agrama deste grupo terã um peso(a-

nãlogo ao peso dos termos de ordem zero; veja Isihara * ) : 

IBS71TUT0 D E EHEHSIA A T Ô M I C A 

propriado ao sistema. 

Os "ji-torons" devem ser multiplicados por (̂ jjlg)» ^1. 

to e, n9 de maneiras possíveis de se escolher SL -2 partícu -

las (pois duas estão fixas) dentro de (N-2) partículas. 

Existem ^ maneiras das partículas se disporem 

dentro do "il-toron" sendo que (JÍ-1) maneiras dão torons di

ferentes; como na expansão em diagramas abaixo: 
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{A-22) 

Assim temos : 

(A-23) 

Com a restrição (A-21). Assim a contribuição para a grande 

função de partição proveniente dos termos com uma interação 

e dada por: 

00 N 
r r 

Definindo-se a soma: 

00 00 

1 ' . o ."^l 

^ ̂  -1 *-

2 Ï - T C I . 
(A-25) 

e pelo fato da soma em N em (A-24), as restrições na soma 

em "s" e 2.yr\)f' desaparecem e temos: 

o (A-26) 

Se fizermos considerações análogas no 39, 49,...te£ 

mos do lado direito da expansão (A-15), considerando apenas 

os diagramas que não ha interação entre os "torons", e que 

cada toron contenha apenas uma interação; por exemplo , não 
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o 

0 terceiro termo de (A-15) no da quando somado em N; 

a seguinte contribuição para a grande função de partição 

(A-27) 

o n es 1 mo termo de (A-15) nos dará para a grande fun_ 

ção de partição, o termo 

(A-28) 

- Usando os termos de (A-15), considerados acima; te

mos que a grande função de partição proveniente destes termos 

é dada por 

oo oo 

Onde C - i v A ^ ^ contribuição para a grande função de 

partição, proveniente das interações de troca de Ia. ordem 

cons i'ierando termos como na fig. A-1 ; mas termos como na fig. 

A-2 . 
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st — 1 — exchange); e dado por: 

Usando-se a propriedade dos propagadores que pode ser 

deduzida da sua forma explícita: 

e definindo-se: 

"t—i. 

temos para a contri bui çao das i nteraçÕes de troca de la. or

dem» para a grande função de partição: 

J U S , , - | ^ ' Í 4 ¿ t<^O?H0Lc\(i;T^o)Lt^:(5 ; V Í o ) (A.33) 

A. 3. Contribuição dos diagramas emanei para a grande função 

de partição 

As contribuições para a grande função de partição pro 

ven i en tes de termos que na expansão ( A-1-5 ) são represen tados 

por diagramas na forma de anel de torons ligados por intera

ções (veja fig. A-3); são chamadas contribuições de diagramas 

em anel para a grande função de partição. As contribuiçõesdos 
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diversos tipos de anéis com 1 partículas denominaremos b'^ 

V 

E bastante difTcil expli.car os fatores de peso dos .1 r r 

diferentes anéis; para uma leitura mais extensa, embora não 

total mente elucidativa recomendamos a referenci a 6 ou 20 ; 

efetuaremos aqui um breve, apanhado destes termos. 

Consideremos a pertubação de 2a. ordem corresponden 

te ao processo ilustrado na fig. A-4 abaixo. 

00 

Esta figura e a representação de uma partícula, que 

se propaga no espaço de temperaturas recíprocas de (7,o) até 

(S*^) apôs interagir com duas outras partículas 46 coordena

das ("r̂', |3') e (^2» P'')* ^ contribuição para a grande 

função de partiqSo oriunda de um processo deste tipo é dâ  

da por: 
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{A-34) 

'o D 

Podemos usar a transformada de Fourier do potencial 

onde 

{A-35) 

1 

(A-36) 

Para o caso do potencial coulombiano; 

Y (A-37) 

Os propagadores em (A-34) podem ser expressos no es_ 

paço de momentos por meio da relação: 

Na equação (A-34) as coordenadas"?' aparecemapenas 

em exp C"p-p>-'̂ '>.r']' 

Assim a integração de (A-34) em T ' tíos dará a fun

ção del ta de Dirac, 
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^ e^|,[-v-t>'(f-'?>-4).7]<)T' S ( " f - f ' - ? ) (A-39) 

Isto indica a conservação de momento: 

P' = T'í (A-40) 

Como "p e~p' são os momentos antes e apÕs a i n t e r a 

ção, dizemos que a partícula perde momento "q" na interação 

Ao fazermos as integrações sobre T ' ' e "r" , ^leis 

de conservação de momento similares aparecem: 

? " - P ' - r ; P"-P (A-41) 

Onde q e o momento que representa a interação 

. Y C I Ç " - . T ' 0 * ' combinarido-se (A-49).e (A-41) te 

mos 

^ ^ < (A-42) 

Isto é, o momento que entra em um ponto do "1-toron" 

i- emitido no outro ponto. Utilizando-se os resultados acima, 

e definindo-se o propagador no espaço dos momentos: 

lílâTlTUTO D£ EtlERGlA ATftMtCA 
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temos que o processo representado por (A-34) fica: 

Esquecendo-se um dos 1C(Ç) da equação acima; introd]¿ 

zimos um novo propagador para uma partícula com uma interação 

Ele corresponde a um processo unitario envolvido no 

diagrama em anel. Nesta expressão a diferença de coordena — 

das (í̂ '>_ aparece apenas na exponencial; assim a contribuj_ 

ção para i)̂  oriunda de Ü "1-toron" formando um anel e dada 

onde por simplicidade as coordenadas de temperatura dos pr£ 

pagadores foram omitidas. O fator ^ ̂  " ^ e o peso do 
2 

Jí.-anel , e o fator - ou + se refere a fermions ou bosons. 

Usando-se a equação (A-45) e efetuando as integra -

ções, concluimos que todas as interações são representadas p£ 

Io mesmo como resultado das integrações nas coordenadas 
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espaciais. Como G-j depende apenas de cíí\p"-/3'l em geral, en_ 

tão as integrais em {i podem ser efetuadas 'no range de O a |3 

desde que introduzamos o fator ¡/̂^̂  . Assim (A-46) fica: 

*• 2 Í . 1 . \ \ Jo ) 

{A-47) 

As integrais múltiplas acima podem ser efetuadas em 

termos dos autovalores da equação integral: 

(A-48) 

Assim, podemos expandir G-j (qjl(i"-(i'1 ) em termos das 

autofunções normal i zadas 

(A-49) 

Mas 'devido ao caráter periódico dos torons, ha a con^ 

dição de que: 

(A-50) 

Assim a função característica normalizada, é dada por 

(A-51) 



58 

•p 
(A-52) 

Efetuando-se as múltiplas integrações de (A-47) te

remos : 

A fim de achar a contribuição para a grande função 

de partição dos termos em aneis, devemos somar sobre, 51^ note 

mos aqui que estamos consi de rando por brevidade somente uma 

pa rte de b^ ; corres pond ente ao di agrama de ^ "1 - toron". 

00 

No caso geral, que não deduziremos aquT, isto e, on 

de todos os diagrama em anel são levados em conta; d e v e r í a 

mos partir em vez do elemento unitario dado por (A-34), por 

um elemento mais geral, como; 

^ iioC>,^"+^P;1'(sO<í|>o"S--rn) (A-55) 

representado na forma grafica como abaixo: 

tí os autovalores são: 
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co 

^ ,o< V L 2 ^ ̂ -^f ̂ L _ ^ K i f ) (i'̂ p̂-î "̂  (iVs/i-̂ o 

Os autovalores correspondentes H equação (A-4B) são: 

e a contribuição para a grande função de partição; o que ch£ 

mamo s contribuição dos di agramas em anel para a grande fun — 

ção de partição, e dada por: 

A.4 Função de Partição total 

Dentro do que foi apresentado nas seções anteriores 

des te apêndice, podemos ja concluir na existencia de contri-

buição para a grande funao de partiçãít com interações de tr£ 

ca de la, ordem, 2a. ordem, e assim por diante. Lembrando que 

a contribuição provinda dos diagramas em anel , envolvem to

das as ordens de interação, temos: 

e chegaríamos a um 6(^1,(V ), mais geral que o G-j ("q .¿V ) con

siderado : 



60 

APÉNDICE D: Construção do propagador livre 

Por definição 

Substituindo-se os autovalores e autofunções dados 

por (1-5) e (1-6) teremos: 

4-\i*/2: cr 

onde 

I Í > 

e 
(B-3) 

sendo U > e 1 os estados em que a componente z do spin 

vale + 1/2 ou - 1/2,. Mas 

.00 -sf̂ nP̂ Ĉ -ii-̂  y - : í ? 

-00 

IDSTITUTO D E EKERGÍA ATÔÊSfCû 
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^ j ^ H^U) U^Cn) £ (B-6) 

Usando-se a definição de H^(x) como^^: 

W ico . 

temos 

(B - 7 ) 

¿ti *s^í^^^^,a^(v|i-iic)zc ^ ^ x ^ [ . a w ? 3 á K (B - 8 ) 
-oo - ' - C O 

assim (B-2) fica: 

4^^y^ 1 ^ Io. i o o 

Efetuando-se, as integrais envolvidas em (B-9) temos: 

^ c % W \ ® ^ ^ (B- 1 O ) 

onde 

TrzlJ-^ i ̂ -Pa-Pj- « ^^^¿"(XzT^DCy^-vVz) (B-ll) 



APÉNDICE C - Grande função de partição Livre 

De (1-15) temos 
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n 
.c-\.\oo 

¿ 5 (C-1) 

0 contorno da integral acima ê mostrado na fig.C-1 

e pode ser modificado pelo contorno mostrado na fig. C-2. 

A integral tera contribuições do polo da origem e 

dos polos imaginarios, os polos reais provenientes de Sl̂ '0l5) 

não serão considerados; pois dão contribuições despresTveis 

devido ao fator do integrando ê *̂ ,̂ 

C l - Contribuição do polo da origem 

Expandindo-se as funções que aparecem no integrando 

de (C-1) èm torno da origem (SsO), temos para a contribuição 

do polo da origem para a grande função do gãs de elétrons l_i_ 

vres. 

(C-2) 

ondee' e o contorno mostrado na fig. C-2, e usando-se a for-

mula^^ 

-ti 
(C-3) 



X m S 

- 2 - I 2 R E A L 3 

F i g u r a C I 

I m S 

0 
0 

F i g u r o C . 2 

X POLOS DO eixo 
imaûinXr io 

• POLO DA ORtG£M 

IHSTITUTO D E E U ^ G I A A T Ô W C A 
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onde a linha na somatória significa que a origem e excluida. 

Usando (C-3). e rearranjando a soma (C-5) fica 

CO 

C. 3 - Contribuição total dos polos 

Somando-se (C-4) e (C-6) temos para a grande função 

de partição do gãs de elétrons livres 

Sendo Tív) a função gama, temos para (C-2): 

^ ° U ) + U L . ^ ^ ¿ ¿ J f-̂ ŷ í̂ (C-4) 

C . 2 - Contribuição dos polos imaginarios 

Expandindo-se as funções do integrando de (C - 1 ) nas 

vizinhanças dos polos imaginarios, isto e, US^lL+'<^V onde 

at<<l , temos para a contribuição dos polos imaginarios pa

ra a grande' função do gas de elétrons livres: 
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CO 

4 
(C - 8 ) 
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Oefi ni ndo-se 

(D-)) 

e colocando-se as formulas explicitas dos propagadores envoj^ 

vidos em (D-1) temos: 

CS t i \ ) \ \, (Atŷ (íS5t''̂ $̂ (ois> SW^-CPC*) 

o traço sobre os estados de spin nos da: 

(D-3) 

Mudando-se as coordenadas espaciáis para coordenadas 

relativas, temos: 

(D-4) 

onde 

(D-5) 

INSTITUTO D E ENERGÍA ATÔMÍCA 

APÊNDICE D - Integrais espaciais das contribuições das inte

rações de troca de Ia. ordenf para a grande fun 

ção de partição. 
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2 8 
Usando-se coordenadas cilíndricas e os resultados 

A x _ S ~ = e \C^í^y-<) (D-7) 

00 

onde kp(x) e a função de Bessei com argumento complexo de 

ordem zero, teremos para {D-4) 

^, 2V̂ 3.̂  c^^cose.Ci^^C5^^)3 toCJ^P (0_gj 
128 (i-U^ W t l S ) ^ T l t ) 5*'̂ i}'̂  ">(Mê C*«) (.PCfJ Dĵ  C D ^ - I ^ ^ 
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I — I 

APÊNDICE E - Cálculo da uLn-x 

Os contornos das integrais em ( I I - 4 ) , mostrados na 

fig. C-T, podem ser mudados pelo contorno mostrado na fig.C-t2 

do apindi ce C. 

Para o calculo das contribuições provenientes do p£ 

lo da origem ( CA^^"^) devemos expandiras funções no inte

grando de (II - 4 ) para S Í Í O e tí^O, em particular: 

(E - 1 ) 

e teremos 

(E-2) 

Mas e fácil ver que para s,t¿<l: 

5 t 

e 

+ ^ L i . 

e obtemos 

(E-3) 
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onde 

2. \zx[il 3̂ .̂  j^j 53/^ ̂ /z (E - 6 ) 

lOSUTUTO DE EHERGIA ATÓP̂ ÍCÜ 



09 

APÉNDICE F - Cálculo de I^ .^Tg 

F.l - Cálculo de I^ 

Expandindo-se (S + t) do denomi nador de (E-5) em p£ 

tencias de S/t teremos: 

Usando-se (C-3) temos 

,1 

Defi ni ndo-se 

, ^ ^ ^ 2 ^ 0 ^ , : ^ ' ' ^ (F-3) 

vemos que para n ^1 ha contribuição dos. ramos do polo, e 

obtemos: 

Usando-se (F-2) e (F-4) obtemos para (F-1): 
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(F-5) 

Usando-se (C-3) varias vezes, temos: 

mas 

(F-6) 

OO 

e obtemos 

(F-8) 

F.2 - Cálculo de 

De (E-6) temos 

'isando-se (C-3) obtemos: 

{F-9) 

"2 - (F-IO) 
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^ \ ( ás¿t e 

Usando (C-3) e assumindo que ^^i^/i) seja analíti

ca como função de S p a r a S > 0 , obtemos 

I3 X - ' ~ ~~ - ('F-12) 

inSTTTUTO DE EWERGIA ATÔÍÍíCn 

í.3 - C a l culo de J^ 

De (F-9) temos para &> O 

cstt^^ 7 (F-11) 
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• ^ P C N O I C E o - Parte oscilatoria da contribuição para a gran -

de função de partição, oriunda da interação de 

troca de la. ordem l Cjty. J 

Para calcular as contribuições provenientes dos po

l o s s ~ O e = u + iiin ou t = O e oíS-Ul-vXíí onde u = O 

é conveniente partir da equação (II-3), utilizando os resul

tados (D-3) e (D-4) e expandindo as funções que apa recem no 

integrando de (11-3) nas regiões acima mencionadas. Devido a 

si me tria quanto a troca de s e t no in teg rando de (II-3); 

hasta considerarmos s = O e oít^a+iXTí onde u = O, e multi

plicarmos por dois o resultado. Assim as contribuições mais 

importantes (dentro das condições dHVA) provenientes dos po

l o s imaginários, para a grande função de partição são dadas 

p o r : 

Onde a linha na somatória significa que Jl=0 e ex -

cluido, e D^ e D^ que aparecem'^na formula acima, são as 

expansões daqueles dados pelas equações (II-5): 

4(ÍS 4pi ' " 8 Vois U ) 
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onde 

U ^ ¿ ^ ^ ^ _ ( ? a ^ f J C P , r ) ( 0 - 4 , 

(G-5) 

- - 32 usamos para o calculo de e 1^ a formula : 

^L__( e ' - f^/^9>a ;czpV) ' ^ « ^ > - ^ (G-6) 

Sendo 3*y a função de Bessei de ordem V . 

Fazendo a mudança de variável « ^ / f p em (GT3 ) 

temos 

jU- 0 ° " ^ ̂  yj^yinf^^ íi c-y^^cym ^ I (G-7) 

s endo 

Podemos escrever I como: 

tBSTITUTO DE ENERGIA klàUKA 

Rearranjando-se (G-1) temos: 

JU V?) e '^^CY Cosam X,xls (G - 3 ) 
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onde 

Dentro das condições dHVA que estamos interessados, 

temos que Y " — » assim podemos expandir o ,cosse-

no no integrando de I ^ ( X > " í f ) r'etendo somente o primeiro 

termo da expansão. O mesmo não pode ser feito para Ji >^ ) 

posto que, o resultado torna-se divergente. 

Utilizando-se coordenadas esféricas e integrando-se 

em ^ temos: 

32 
Utilizando-se os resultados 

^ J^(fX> JL_ (G.13) 

\ íi&irLivati:! ^ A- ' (G-14) 



obtemos 

C V a (G-75) 

m-nVJÍO DE EKERGÍA ATÔitfíCÃ 
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APÉNDICE H - INTERAÇQESEITIP{r 

Para maior brevidade das formulas usaremos a seguin_ 

te notação: 

^ S C ^ ^ C€-n%<) > V -IÍ̂  4-rc V"^) 

' (H-1) 
e 

C O 

Z _ i ^ " ) sera omitida. 

Nas condições dHVA e como s-¿^ 1 {condi ção'*'implTcj_ 

ta no método perturbativo usado), os termos dentro dos col -

chetes de (111-12) são pequenos; podemos então expandir(lll-

-12) e temos: 

1 + 

Tomando-se os termos mais importantes na expressão 

acima temos : 

Ph. 
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A primeira iteração consiste em substituir Pp por 

P^ em todos os termos do lado direito de '(H-3); assim a pri

meira iteração nos dã: 

Onde o Tndice zero nos parâmetros acima significa -

que o momento de Fermi considerado e P^. 

A partir da expressão (H-4), podemos expressar os 

parâmetros envolvidos em (H-3) que dependam de Pp, em-'termos 

de P^. 

VU|)^tL^J[i.S^Sa&°]-^^^^ (H-5) 

¿2 2n 3^ cn / -1 

((H-7) 
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l^((lX)^\i^,)to) = l ¡ (H-8) 

Colocando-se os parámetros acima, obtidos da la.it£ 

ração em (H-3) e retendo os termos mais importantes, temos 

para a segunda i te ração: 

- V Í t ^ X Vtg.^^¿C^Jri . ^ g ^ ^ ^ - Ü í ! Xls>n-V... (H-9) 

Por meio de (H-9) podemos calcular, analogamente ao 

que foi feito na segunda iteração, os parâmetros em (H-3)que 

envolvem Pp. Substituindo-se em (H-3) e retendo os termos 

dentro da ordem que estamos interessados, observamos que 

(H-9) não muda, assim (III-12) esta iterada; e Pp e dado por 

(H-9). 
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APÉNDICE I - Fórmula dos Autovalores 

Segui remos para a obtenção da formula dos autovalo 

res, o procedi mentó apresentado no apêndice A (A-34 a A-57) 

A transformada de Fourier do propagador dado por 

(1-8) e dada por: 

(I-l) 

Onde o fator e'^ foi introduzido intenciónal mente, 

pois que o resultado não muda com a introdução desta fase, de

vido ao fato dos "torons" nos di agramas em anel não possuirem 

fases. 

Ass-im, de acordo com (A-56) temos (̂ oí*=̂ pĵ -(î \): 

C O oo 

S50,t^i 

(1-2) 

Onde o traço sobre os .estados de spin foi tomado. 

A integração em P^ não foi efetuada, pois a formula acima 

é de ma i s fãci1 manus ei o. 
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De acordo com (A-57) temos para os autovalores de 

G(q , c < ' ) : 

oo 

. 0 0 

(1-3) 

I03T3ÎUTO 
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APÊNDICE J - Autovalores em primeira aproximação 

A primeira aproximação para o calculo dos autovalo

res consiste em considerar 

Assim {IV-2) é dada por 

(J-1) 

•CO ^ ^ ^ U t l í i V Í ) 

onde 
2. 2 R V 2 . 

^1=^;+"^^ (j-3) 

(J-4) 

Colocando-se {J-4) em (J-2) teremos 

CO 

Introduzindo coordenadas adimensionai sff^^"^^-»y^"^ e a trans^ 

formação de Mellin(I-12) temos: 
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HP-

.C-*-MX> .00 

mas de (C-3 ) temos: 

^ ^ ^ =0 se \?^\>l 

logo 

onde 

( 0 - 7 ) 

( 0 - 8 ) 

(J-9) 

A integral SL acima, como no caso do gas ideal ,po 

de ser calculada tomando-se as contri bui ções oriundas do p£ 

lo da origem e dos polos imaginarios. A contribuição dos pô  

los da origem nos da: ^̂"̂  

(J-IO) 

e a contribuição dos polos imaginarios nos dã 
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oo 

Assim teremos 

(J-12) 

(J-13) 

onde 

->-i ̂ ^ap^^i^^feniS^^ ^ • 

(J-14) 

(J-15) 

onde. 

IÜSUTUIO D E EUERGIA A T 6 M I M 

(J-16) 

(J-17) 
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A integral ^3(^2) ^ difTcil e nos dS: 

(J-18) 

Assim teremos para a parte constante dos autovalores: 

(J-19) 
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APÉNDICE K Calculo de I-jí^z) ^ ^z^'^z' 

De { J - 1 4 ) temos: 

\í^^)X'^%-&^ a Ù ^ ^ ( K - 1 ) 

Fazendo a mudança de variável "^^/jj-f* ='>̂  , teremos: 

Como dentro das condições dHVAïY^'^^ '» ̂  o '*"t:e -

g ra ndo e importante para x pequeno, podemos considerar o l_i_ 

; e expandir o integrando retendo o termo 

de ordem mais baixa. 

mi te U | —o oo 

^ 
( K - 3 ) 

3 1 3 6 

Colocando-se o valor da'Mntegral acima * obtemos 

( K - 4 ) 

Analogamente temos para I-iÍP^)' 



86 

^ V Tí O / 

.00 

( K t 5 ) 

31 36 
Inserindo-se o valor da integral ácima * temos: 

( K - 6 ) 

lESSTlTTJTO D E ENERGÍA hltmH 
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APÉNDICE L - Correção dos autovalores 

As correções aos autovalores dados por {IV-6)(IV-12), 

utilizando a tabela IV -1 , são dadas por: 

onde, defi ni ndo-se 

{L-2) 

temos: 

.1 

CL-3) 

oo 

"3 f^z4TlV2«-2 ¿V'^SA^^V^^eoí) 

Colocando-se os valores da tabela IV.1 nas formulas 

acima teremos para as correções dos autovalores: 
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(L-6) 

onde 

C O 

(L-7) 

(L-8) 

Utilizando-se a transformação de Hellin(I - 1 2 ) do c£ 

pTtulo (I) temos: 

C+ i j OO S / S 

A integral acima, como no caso do gas ideal, e cal

culada tomando-se as contribuições do polo da origem e dos 

polos imaginarios, e temos: 

ex? 

Efetuando-se a integral em (L-8), mudando para va -

riãveis sem dimensão (q' — > P^) e escolhendo (i'- '/^^ temos: 

e 

1. N (L-ll) 
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Ass i 111 temos : 

onde 
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APÊNDICE M - Calculo de JU \r!>/.r C^) 

Para o calculo de (IV-45) podemos usar (IV-38) e ex_ 

pandir o logaritmo em potencias de A í m ttí^) , e temos: 

Usando-se a trans formação de Me 11 i n do tipo (1-12) do capTtjj 

lo (I) temos: 

-Onde o contorno da i ntegração em t mostrado na fig. 

M.l, pode ser modificado pelos contornos dos polos reais;mos^ 

trado na figura M.2. 

Efetuando as integrações em q , e chamando 

Él,--1+ 2 ^ . ^ a ^ = i ^ (,,,.3) 

ob t e m o s 

P-,-v>o>̂  Ò ^ rito f'^^'^^ 



- I REAL t 

F i g u r a M . t 

Xm. t 

X POLOS DO EiXO REAL 

REAL i 

F í g u r a M . Z 
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C O ( M - B ) 

38 

Mas de acordo com Isihara e Kojima , as integrais 

na somatória envolvem potencias-al tas de s; assim considera

remos somente os primeiros termos da equação acima. Segundo 
38 

Isihara e Kojima temos: 

,0o 

< s : ^ = : \ R'Í 'U)^!^-XíTi -J^^^L)^ ( M-6) 

.00 

(t.^-_^\Rhix)i^fiijA)¿u^ .mwi (M-7) 

Assim temos: 

insinmo D E EMERGÍA A T I M Í C * 

Efetuando-se a integral complexa nos contornos dos 

polos reais obtemos: 
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