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U M A C O M B I N A Ç Ã O E N T R E O S M É T O D O S D I F E R E N C I A L E D A 

T E O R I A D E P E R T U R B A Ç Ã O P A R A O C A L C U L O D O S 

C O E F I C I E N T E S D E S E N S I B I L I D A D E 

Anton io de A n d r a d e Borges 

RESUMO 

Desenvolve-se aqui um novo método para calcular coeficientes de sensibilidade. 

Este novo método é uma combinação entre as duas metodologias usadas para calcular estes 

coeficientes, que são o método diferencial e o método da teoria da perturbação generalizada. 

O método consiste em fazer como parâmetro integral o fluxo médio em uma região arbitrária 

do sistema. Dessa forma, o coeflciente de sensibilidade passa a conter somente o termo 

correspondente ao fluxo de nêutrons. Para obtenção do novo coeficiente de sensibilidade é feito 

o cálculo do coeficiente de sensibilidade desse parâmetro integral com relação a o através do 

método de perturbação e são obtidas as derivativas funcionais do parâmetro integral genérico 

com relação a (J e * utilizando o método diferencial. 



A C O M B I N A T I O N B E T W E E N T H E D I F F E R E N T I A L A N D T H E 

P E R T U R B A T I O N T H E O R Y M E T H O D S F O R C A L C U L A T I N G 

S E N S I T I V I T Y C O E F F I C I E N T S 

Anton io de A n d r a d e Borges 

A B S T R A C T 

A new method for the calculation of sensitivity coefficients is developed. The 

new method is a combination of two methodologies used for calculating theses coefficients, 

which are the differential and the generalized perturbation theory methods. The method 

utilizes as integral parameter the average flux in an arbitrary region of the system. Thus, 

the sensitivity coefficient contains only the component corresponding to the neutron flux. 

To obtain the new sensitivity coefficient, the derivatives of the integi-al parameter, ^ , with 

respect to a are calculated using the perturbation method and the functional derivatives of 

this generic integral parameter with respect to cr e $ are calculated using the differential 

method. 
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1 C O N S I D E R A Ç Õ E S D O T R A B A L H O 

1.1 Introdução 

Um dos parâmetros fundamentais para se estabelecer a incerteza em parâme

tros integrais de reatores nucleares devido a incerteza oriunda dos dados nucleares básicos 

é o coeficiente de sensibilidade/1,2,3/. Define-se o coeficiente de sensibilidade como sendo 

a razão entre a variação percentual do parâmetro integral e a variação percentual do dado 

nuclear básico. Além de estabelecer um elo de ligação entre a incerteza proveniente dos 

dados nucleares básicos e a incerteza em parâmetros integrais, o coeficiente de sensibilidade 

possui um significado matemático importante, pois pela sua própria definição ele fornece 

uma medida da importância do dado nuclear básico no cálculo do parâmetro integral em 

questão. Dessa forma, o dado nuclear de maior importância para o cálculo de um parâmetro 

integral será aquele que possuir maior coeficiente de sensibilidade, e subsequente ponderações 

no espectro do reator em estudo. 

Parâmetros integrais de interesse na área de Física de Reatores são geralmente 

funcionais explícitos do dado nuclear básico, do fiuxo de nêutrons e da densidade de nuclídeos, 

sendo que alguns destes parâmetros integrais são funções do fiuxo adjunto. 

Matematicamente, essa relação é expressa po r /4 / : 

R ( í ) = I (fr I dE í dn F[(t){r,n,E,t),N{r,t),h] (1.1) 
.Iv JE Jü 

onde h é um vetor N-dimensional cujas componentes contém o dado nuclear básico na qual o 

parâmetro integral R(t) possui dependência explícita; (p e N_ são o fiuxo angular de nêutrons 

e vetor densidade de nuclídeos, respectivamente. Na terminologia de análise de sensibilidade, 

o vetor h é denominado de vetor realização. A dependência funcional do parâmentro inte

gral R(í) no vetor densidade de nuclídeos e vetor realização é sempre da forma de produto 

escalar. Os dados nucleares básicos contidos no vetor realização são os correspondentes às 

componentes do vetor densidade de nuclídeos. 

O coeficiente de sensibilidade é obtido a partir de uma pequena perturbação 

num dado nuclear básico específico a{Q) onde ^ é um ponto qualquer pertencente ao espaço 

das fases e. Considerando o parâmetro integral R(í) como um funcional explícito de (T{g), 



o fluxo de nêutrons e a densidade de nuclídeos são funcionais implícitos de a{Q) através das 

equações de transporte de nêutrons e de transmutação dos nuclídeos componentes do reator. 

Dessa forma, expandindo o parâmetro integral R ( í ) numa série de Taylor /5/ sobre a{g) 

e desprezando termos de segunda ordem e ordens superiores chega-se a seguinte expressão 

matemática/6/ para o coeficiente de sensibilidade: 

SR 6R dN 6R dcf) 
(1.2) 

R{t) [8a{Q} 6N'da{Q) 6(t)'da{g)\ ' 

onde por questão de completeza Sk{r,íl,, E,t) foi definido também como função da posição 

r e direção fl para englobar qualquer dependência do dado nuclear a{g) com a posição r 

(via densidade de nuclídeos) e com a direção íí. O coeficiente 5fc(r, Cl, E, t) pode também ser 

dependente do fiuxo adjunto. 

O primeiro termo dentro dos colchetes representa o efeito direto do dado nu

clear básico a{g) no parámetro integral R{t) enquanto que os últimos dois termos representam 

os efeitos da densidade de nuclídeos e do fluxo de nêutrons devido a cr{g) em R ( í ) , respectiva

mente. Os coeficientes de sensibilidade são obtidos geralmente através de duas metodologias 

distintas: a) O método da teoria da perturbação generafizada / 7 , 8 / e b) O método diferencial 

/ 9 / . Na teoria de perturbação generalizada, os coeficientes de sensibilidade são calculados 

diretamente das equações que regem o problema (transporte e transmutação) através de um 

processo de linearização e com auxílio das funções adjuntas dessas equações. O método 

diferencial calcula os coeficientes de sensibilidade diferenciando diretamente o parâmetro in

tegral R ( í ) e as equações que regem o problema. Como demonstrado por Oblow/10 / ambos 

os métodos produzem o mesmo resultado para os coeficientes de sensibilidade. 

Entretanto, nenhum desses dois métodos é totalmente satisfatório para tratar 

problemas de análise de sensibilidade porque ambos possuem vantagens e desvantagens. O 

método da teoria da perturbação generalizada possui a vantagem de ser independente do da

do nuclear básico, mas depende do parâmetro integral em questão, uma vez que as equações 

adjuntas tem que serem resolvidas para cada parâmetro integral. O método diferencial possui 

a vantagem de independer do parâmetro integral, ou seja as derivativas funcionais do fiuxo 

de nêutrons e da densidade de nuclídeos com respeito ao dado nuclear básico podem ser utili

zadas para qualquer tipo de parâmetro integral, mas possui a desvantagem de ser dependente 

do dado nuclear básico. As derivativas do fiuxo de nêutrons e densidade de nuclídeos com 

respeito a a{g) tem que ser obtidas para cada tipo de dado nuclear básico. Neste trabalho, 

desenvolveu-se uma metodologia que realiza a combinação destas duas metodologias tradicio

nais. Ela é seja independente do parâmetro integral R ( í ) e do dado nuclear básico, ficando 

dependente somente dos efeitos dos fiuxos direto e adjunto. 



1.2 Escopo do trabalho 

A metodologia proposta consiste das seguintes etapas: 

a) Conforme a equação (1.2), o problema da determinação do coeficiente de 

sensibilidade se reduz à determinação das derivadas funcionais do fluxo de nêutrons e da 

densidade de nuclídeos com respeito ao dado nuclear básico (T(g), uma vez que o parâmetro 

integral R(¿) é um funcional explícito de (T{g), (j) e N_. 

b) O termo correspondente ao efeito direto do dado nuclear básico possui a 

mesma forma em ambas as metodologias e pode ser obtido diretamente via método diferencial. 

c) Considerando como parâmetro integral o fluxo médio numa região arbitrária 

do sistema. O coeficiente de sensibilidade só conterá o termo correspondente à contribuição 

do fluxo de nêutrons. Os dois primeiros termos são nulos visto que o parâmetro integral em 

questão é somente um funcional do fluxo de neutrons. 

d) A teoria da perturbação será utilizada para calcular o coeficiente de sensi

bilidade desse parâmetro integral com respeito a (T{Q). 

e) Da etapa antiror, será obtida a derivativa do fluxo de nêutrons com respeito 

a O{Q), pela utilização da equação (1.2). 

f) Considerando então o parâmetro integral como sendo a densidade de nu

clídeos A'' numa região arbitrária do sistema, somente o segundo termo da equação (1.2) 

sobrevive. 

g) Novamente a teoria da perturbação será utilizada para calcular o coeficiente 

de sensibilidade desse parâmetro integral com respeito a cr[Q). 

h) Da etapa anterior, será obtida a derivativa da densidade de nuclídeos com 

respeito a a{Q) utifizando equação (1.2). 

i) As derivativas funcionais do parâmetro integral genérico com respeito a 

•^(^5 01 N serão obtidas via método diferencial e utilizadas as derivativas de (¡) e N com 

respeito a cr(p) obtidas nas etapas (e) e (h) para obter o coeficiente de sensibilidade. 

Dessa forma, a metodologia proposta utiliza ambas as metodologias em uso 

para o cálculo do coeficiente de sensibilidade e possui a vantagem de ser independente do 

parâmetro integral e do dado nuclear básico. 

No decorrer do trabalho, são desenvolvidas todas as equações implícitas nas 

etapas de (a) a (i) e faz-se aplicações em sistemas rápidos bidimensionais e em estado es

tacionário por simplicidade. A aplicação em sistemas reais e em problemas que envolvam 

transmutações não será tratado neste trabalho. Como exemplo ilustrativo será considerado 



um reator rápido hipotético que consiste de um tanque cih'ndrico quadrado, isto é a altura é 

igual ao diâmetro do cilindro não refletor, contendo refrigerante de sódio líquido e um arranjo 

uniforme de elementos combustíveis de urânio. O urânio é enriquecido a 25,6% em U-235, 

e a taxa de volume de urânio-sódio é 0.6, no nível de potência 300MW{th) do modelo. A 

temperatura média do sódio é de 720°F e sua densidade 5 3 j ^ , ou seja, 0 . 8 5 ^ . 

1.3 Histórico 

A análise de sensibihdade foi matéria de intenso trabalho de pesquisa nos anos 

mais recentes e muitas aplicações relativas à estabilidade de problemas de estado. A proposta 

deste trabalho é construir um método que agilize o cálculo dos coeficientes de sensibilidade, 

partindo de uma combinação de dois outros métodos, o método diferencial e o método de 

cálculo dos coeficientes de sensibilidade via teoria de perturbação generalizada. 

Como apresentado anteriormente, as técnicas mais extensamente usadas pa

ra calcular coeficientes de sensibilidade são todas baseadas em técnicas de aproximação de 

primeira ordem, em que pequenas variações do dado nuclear básico são de maior interesse. 

Essas técnicas incluem a teoria de perturbação generalizada, a variacional, ou uma aproxi

mação diferencial direta. Desde a introdução da teoria da perturbação generalizada(GPT) 

por Usachev / l / , o campo de análise de sensibihdade teve grande desenvolvimento. Usa

chev desenvolveu a teoria de perturbação generalizada para estudar o efeito de uma pequena 

perturbação na taxa de funcionais lineares, mais especificamente na taxa de regeneração do 

sistema de reatores, embora preservando seu sistema de criticalidade. Gandini / 2 / , mais 

tarde estendeu esta teoria para taxas de funcionais (adjuntos lineares e funcionais bilineares 

em sistemas críticos). Usachev e Gandini fizeram uso de considerações físicas para derivar 

a teoria de perturbação generalizada. Um caminho alternativo para derivar a teoria de per

turbação generalizada foi desenvolvido por Stacey / 3 ,5 / , usando técnicas variacionais. Ele 

desenvolveu a teoria de perturbação generalizada para as taxas de funcionais de fiuxos li

neares, funcionais adjuntos lineares e, funcionais bilineares em sistemas de fontes emissoras. 

Essa formulação é também aplicada a situações que não se preserva a criticalidade, i.e., o 

auto valor estático da equação de Boltzmann é permitido variar. Uma terceira versão da 

teoria de perturbação generalizada foi dada por Greespan / 7 / , em que ele utiliza técnicas de 

perturbação convencional combinada com a diferença de fiuxo e método da diferença adjunta. 

Entretanto, apesar da aproximação usada para derivar a teoria da perturbação generalizada. 



todas estas aproximações produzem o mesmo resultado. Uma das derivações de coeficientes 

de sensibilidade foi reportada por Oblow / 8 / , por uma diferenciação direta da resposta da 

equação de Boltzmann com relação ao dado nuclear básico. Esta técnica também produz o 

mesmo resultado obtido pela teoria de perturbação generalizada. As aproximações descritas 

acima consideram somente problemas de estados estáveis e foram utilizadas em uma varieda

des de problemas / 9 - 2 1 / . Entretanto, a extensão da teoria de perturbação generafizada para 

problemas de estados não estáveis, mais especificamente para problemas de transmutações, 

não é simples. A dinâmica de reatores nucleares é governada pelos processos de transmutação 

e transporte que são descritos por um sistema de equações não lineares acopladas. Neste tra

balho trata-se somente da análise de sensibilidade para a combinação duas metodologias, o 

método diferencial tratado por Oblow / 8 / , e o método adjunto tratado por Gandini/2/ , onde 

vai-se considerar o parâmetro integral como sendo o fiuxo médio em uma região arbitrária 

do sistema. Assim, o coeficiente de sensibilidade dependerá semente das contribuições dos 

fluxos diretos, e fluxos generalizados adjuntos. 

Gandini / 2 2 / desenvolveu uma teoria denominada de teoria de perturbação 

generalizada, dependente do tempo, para análise de transmutações usando o formalismo não-

acoplado, com a hipótese adicional de uma equação de campo para nuclídeos de dimensão 

zero. Uma aplicação para o problema de actinídeos feita em um reator rápido regenerador de 

metal líquido foi posteriormente relatada por Tondinelly / 2 3 / e Gandini et. ali. / 2 4 / . Neste 

caso, como neste trabalho não esta sendo levado em consideração problemas relacionados 

com transmutações, quando é considerado o parâmetro integral como sendo o fluxo médio 

em uma região arbitrária do sistema, o problema da combinação entre os métodos diferencial 

e adjunto é direta. 

Williams / 2 5 / usando equações similares, analisou o problema de produção 

de plutonio em um reator teórico, com ênfase em análise de incertezas. Uma posterior 

extensão destes métodos incluindo fenômenos não-lineares foi desenvolvida por Kallfelz et. ali. 

/ 2 6 / , que usando a teoria de perturbação generalizada calcularam a influência da mudança 

no fluxo de nêutrons devida a mudança no campo de nuclídeos, na produção de isótopos 

de plutonio em um LMFBER (Liquid Metal Fast Breeder Experimental Reactor). Estas 

análises foram somente parciais visto que a mudança no campo de nuclídeos vem a partir de 

mudanças no fluxo de nêutrons que não foram consideradas. Entretanto, estes métodos dão 

precisão satisfatória para estes problemas quando comparados com cálculos diretos, mas tem 

a desvantagem de precisar de uma teoria de perturbação generalizada separada para cada 

seção de choque na equação de campo do nuclídeo. Aqui como se pode ver pela descrição do 



problema, a aplicação do método desenvolvido neste trabalho se torna direta. 

No formalismo acoplado, Harris and Becker / 2 7 / desenvolveram a teoria da 

perturbação generalizada dependente do tempo para satisfazer plenamente o acoplamento 

entre o campo de nuclídeos e o campo de fluxo de nêutrons. Eles consideraram o problema 

específlco da sensibilidade do custo do ciclo combustível para dados nucleares. Embora seu 

formalismo fosse apresentado de uma forma muito concisa e notação formal de operadores, 

somente problemas muito simples de transmutações foram considerados. A metodologia no 

formalismo acoplado consistente com métodos existentes para tratamento de dependência 

temporal do campo de fluxo de nêutrons e do campo da densidade foi desenvolvido por 

Williams / 2 8 / . Ele fez uso de uma técnica variacional aproximada para derivar teoria de 

perturbação generalizada para transmutações no modelo quase-estático, e analisando / 2 9 / 

o efeito no inventário final de U-235, U-232, e PU-239 devido a mudanças na concentração 

de vários nuclídeos no começo da vida de um reator rápido regenerador de metal líquido. 

Comparações / 2 9 / dos resultados da teoria da perturbação generalizada e dos cálculos diretos 

mostraram excelentes concordâncias. Embora neste trabalho não foi levado em consideração 

o problema dependente do tempo, no trabalho de Williams desprezando o efeito temporal a 

aplicação da metodologia combinada deste trabalho, torna-se direta. 

Greenspan at. all. / 3 0 / , usando procedimento similar àquele de Becker / 2 7 / , 

desenvolveu a teoria da perturbação generalizada dependente do tempo para problemas de 

acoplamento nêutrons-nuclídeos. A o lado do acoplamento entre o campo de nuclídeos e do 

campo de fluxo de nêutrons, eles também consideraram situações onde os nêutrons atrasados 

são importantes. Enquanto o formalismo de Becker usa sobretudo a notação de operadores, 

o formalismo apresentado por Greenspan faz uso explícito das equações de transporte de 

nêutrons. Também, a transmutação de nuclídeos e problemas de aplicação prática são mais 

diretos do que quando foram usados os resultados de Becker. A exemplo de outros trabalhos, 

o trabalho apresentado nesta dissertação também pode ser expandido para o uso na teoria 

da perturbação dependente do tempo, bem como para problemas de acoplamentos nêutrons-

nuclídeos. 

G. Palmiotti and M. Salvatore / 3 1 / , usando técnicas de sensibilidade depen

dentes do tempo, que foram usadas no passado para aplicações em reatores padrões, fizeram 

aqui uma adaptação para cálculo do impacto das incertezas e para estimar a precisão em 

avaliações de radiotoxidade. A metodologia é aplicada para diferentes modos de controle de 

dissipação radioativa, conectado com o European Fast Reactors e o ciclo de combustíveis de 

reatores rápidos integral. Resultados são fornecidos em termos de coeficientes de sensibilidade 



de dados básicos ( secções de choque e constante de decaimento ) incertezas da radiotoxi-

cidade em diferentes tempos de armazenamento, após a descarga e precisão dos dados do 

alvo necessárias para fazer o limite máximo das incertezas. Aqui também foram usadas as 

técnicas de cálculo dos coeficientes de sensibilidade dependentes do tempo que foram usadas 

no passado, como teoria de perturbação generalizada dependente do tempo, Gandini/14/, 

este trabalho pode ser usado, desde que para isto seja desprezado o efeito temporal que não 

é levado em consideração aqui. Para trabalhos posteriores, possivelmente pode-se levar em 

consideração o efeito temporal. 

S. Das / 3 2 / , usando o método de cinética de reator pontual em conjunto com 

o novo conceito de fator de espectro atrasado e fator beta de Growth, usou para calcular 

a sensibilidade do comportamento dinâmico do reator rápido regenerador com grandes va

riações na energia de nêutrons atrasados seguindo a postura de reatividade de acidentes. 

As taxas positivas Damps não são introduzidas para simular as possibilidades físicas mas 

somente para testar a sensibilidade para mudanças no espectro de nêutrons atrasados sob 

diferentes condições. Um mínimo limitado de cálculos transientes são feitos usando o código 

S E N S T V T Y para cinética-pontual, seis grupos de percursores, e feedback Doppler. Os resul

tados dos cálculos de sensibilidade mostraram que a potência relativa, a potência de pico, e 

a energia liberadas são sensíveis às mudanças em /3e// resultante a partir das incertezas nos 

dados do espectro de nêutrons atrasados, mas a sensibilidade da potência relativa é muito 

maior do que a potência de pico e da energia de acidente liberada. Como este trabalho não 

leva em consideração os parâmetros integrais, sua aplicação é mais agil para qualquer que seja 

este parâmetro integral, pode-se também ser usado aqui para o cálculo do comportamento 

dinâmico do reator. 



2 A N A L I S E D E S E N S I B I L I D A D E 

2.1 Método diferencial 

No método diferencial o coeficiente de sensibilidade é obtido a partir de uma 

pequena perturbação num dado nuclear específico cr^. Considerando o parâmetro integral R 

como um funcional explícito de somente para casos estacinarios, e notando que fiuxos e 

densidades de nuclídeos são funcionais implícitos de ay^ através das equações de transporte 

de nêutrons. Considerando uma pequena perturbação no dado nuclear básico ak, tem-se 

6R = R[ak + 6ak]-R[<Tp,] (2.1) 

Dividindo a equação 2.1 por R e expandindo R[ak + ôa^] em uma série fun

cional de Taylor 

R [ak + 6ak] = R [a^] + [^J'^kde + \ jj^^ ^ [ôa^] de+ 

(2.2) 

1 l é R 1 / _ 
2\.led .dal 

8a d£ + . 

desprezando os termos de segunda ordem e ordens superiores em ôa\^, isto é equivalente a 

escrever, 

6R _ R[ak + 6ak]-R[ak] 

~R ~ R ' ^^-^^ 

ou seja, 

6R f dR ÔOk 

R Jedak R 

Deve-se também considerar R como dependente de $t para o caso geral. 

A função de sensibilidade relativa, extensivamente usada em análise de sensi-

bifidade, é dada por, 

dln^_akdR 

^''^^'>-dina, - Rdak ^^'^^ 

Esta técnica para avaliar problemas de sensibilidade esta relacionada direta

mente com o método para avaliação de SR/R, vinda do cálculo infinitesimal, donde surge a 

definição de coeficiente de sensibilidade da forma (ôR/R) / [6agi/agi), que é vista na integral 

2.4. 



o método diferencial obter as funções de sensibilidade em termos de derivativas 

funcionais, é apresentado aqui, para interpretar resultados de sensibilidade a partir de um 

ponto de vista diferencial. Nenhuma referência é feita nesta aproximação para métodos de 

perturbação ou variações, sendo assim, define-se a função de sensibilidade de modo que ela 

pode ser vista exatamente como uma quantidade diferencial. Portanto este método consiste 

em diferenciar o parâmetro integral R em relação aos dados nucleares básicos específicos. 

Neste trabalho, o parâmetro integral R é diferenciado como um funcional explícito de cr̂  (dado 

nuclear básico específico), onde g é um ponto pertencente ao espaço das fases e. Portanto, 

quando são usadas as suposições de que não existe queima no reator, sendo portanto TV uma 

constante e que os dados nucleares básicos são termos de relações independentes, a expressão 

matemática para o coeficiente de sensibilidade é dada por 

Sk = Pk (2.6) 

ou expandindo a diferencial dR/dak : 

rr-,l6R^6_R^'^ ^2.7) 

^ R 5Ugl (5$ ÔOgl 

2.1.1 A s diferenciais 

Considerando o parâmetro integral R definido como um funcional explícito 

das funções $ (e) e do dado nuclear básico a (e) tem-se que: 

R= [$(£) , a(£)] de (2.8) 

Portanto, o problema de análise de sensibilidade, em termos diferenciais, reduz-se a calcular 

a derivada funcional de i?, com relação a uma seção de choque específica Ugi, que é o da

do nuclear básico em um ponto g qualquer pertencente ao espaço das fases e, efetuando a 

diferencial de R em relação a uma seção de choque específica Gg' como, 

dR f dF da{e)^^ f ÕF d.^e) 

d.ag> Je da{e) dag/ .U d9{£) da gr 

onde o primeiro termo do lado direito da expressão acima representa o efeito direto de ag/ 

sobre R e o segundo termo representa o efeito indireto, i.e., o efeito do fiuxo $ sobre R. 

O primeiro termo da equação 2.9 é obtido diretamente através da dependência 

explícita de F em ag'. O segundo termo chamado de efeito indireto é mais complicado pois 

envolve a derivada d^/dak que deve ser obtida para cada dado nuclear básico agi envolvido 
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no cálculo através das equações que regem o fenômeno (equação de transporte ou equação 

de difusão). A dificuldade do método diferencial reside justamente nesse termo, pois ele deve 

ser determinado para cada um dos dados nucleares básicos envolvidos no problema. 

Considerando a derivada funcional de R em relação a 

dR 

d^g) Je d^e) 

que também pode ser escrita da forma seguinte, 

(2.10) 

dR 

se g pertence ao espaço e, tem-se a seguinte equação, 

ÕR _ ÕF mg),ag 

(2.11) 

(2,12) 
d^{g) d<è{g) 

e se ^ n ã o pertence ao espaço e esta derivada é zero, isto porque na equação 2.12 resolve-se 

uma integral envolvendo a função delta de Dirac ô{e — g). 

Portanto, se SK é dado pela equação 2.7 encontra-se, substituindo os valores 

encontrados para cada termo de sua forma, a seguinte equação. 

S, = 
R 

d F da{ê)^_,_^ f ÕF d^je)^^ 

e dag' dag Je d^{e) dag' 

Considerando agora o primeiro termo de 2.13 e notando que, 

da{e) 

(2.13) 

dao 
= à{e-g) (2.14) 

onde dag' = dag' {g). 

Assim, pode-se escrever a equação 2.13 da seguinte maneira, 

Sk = 
R 

dF ^ ,^ /• dF dcèíe) , 

i.,eda{e) ^ Jed^{e)da{g] 
(2.15) 

consequentemente, se g pertence ao espaço e tem-se. 

Sk = 
CkJQ) 

R 

dF[^{g),a{g)] 
+ 

d F dMs) , 1 
-de (2.16) 

da{g) • dHe) da{g) 

Desde que F é um funcional explícito de ak e de as diferenciais dF/dak e dF/d^ são funções 

analíticas obtidas diretamente. Assim, para se obter Sk, torna-se necessário a diferencial 

d^/dak- Na prática, g define uma região do sistema onde ag' é constante. 

Na equação 2.16, o primeiro termo dentro do colchete, representa o termo 

de efeito direto para o cálculo dos coeficientes de sensibilidade, portanto, como R é um 

funcional explícito de ag', esse termo pode ser obtido diretamente, fazendo a derivação ali 

.OMISSÃO WACJONAL DE ENERGIA N U C L E A R / S P íPEfe 



11 

contida. Portanto, a obtenção de Sk reduz-se à obtenção da derivação /dogi, uma vez que 

R é um funcional explícito de $ . 

A obtenção da derivada de $ com relação a Ugi, constitui o maior problema 

do método diferencial, pois esta derivação tem que ser obtida através das equações que regem 

o problema, ou seja a equação de transporte de nêutrons. 

Considerando a equação de transporte de nêutrons dada por: 

L ( < 7 g . , C ) * = 0, (2.17) 

onde L {ag>, C) é o operador de transporte e C representa as variáveis de controle do sistema. 

Diferenciando a equação 2.17 em relação a agi 

dL ^ d,^ ÕL dC ^ ^ 
^ + ^377- + ^ ^ * = O, (2.18) dagi dagi dC dagi 

Portanto, 

í/$ dL ^ 
$ = -

d.agi dag. 

( dL dL dC 

+ y dagi d,C dugi j 
(2.19) 

que é uma equação similar a equação de transporte de nêutrons, mas aplicada agora a 

d $ / d a g ' . O termo fonte dessa equação tem que ser obtido para cada item de dado nu

clear básico e consequentemente a equação 2.19 tem que ser resolvida para cada um destes 

itens. A dificuldade do método diferencial reside justamente neste aspecto. 

A extensão do método diferencial para englobar parâmetros integrais que de

pendam do fluxo adjunto pode ser efetuado imediatamente notando que nesse caso a deri

vativa do fluxo adjunto em relação agi será obtida pelas diferenciais das equações adjuntas 

correspondentes. 

2.2 Método adjunto 

Para calcular o coeflciente de sensibilidade via teoria de perturbação generali

zada, os fluxos direto e adjunto, í>(e) e í ^ e ) , respectivamente, devem ser calculados a partir 

das equações direta e adjunta de transporte, 

{A - A5)$ = L$ = O (2.20) 

e para o adjunto, tem-se 

{A^ - A5t)$t = ^ o (2.21) 
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onde A e são as fugas reais e adjuntas, operadores de absorção e de espalhamento, B e 

são os operadores de fissão real e adjunto, e A é o auto-valor do sistema. Considerando 

agora, o parâmetro integral de um reator, R , como a razão homogênea bilinear dada por: 

R = 
y$t(ê) i í i [E(e-)]$(e)d£ 

(2.22) 

onde. 

1. Hi e H2 são operadores de fluxos adequados que dependem da seção de choque, '^{e), 

2. e e de são os vetores posição e elemento de volume diferencial no espaço das fases, 

respectivamente, 

O coeficiente de sensibilidade na teoria de perturbação generalizada também é 

dado por {dR/R) / (dE {Q) /T,{g)). Fazendo a diferencial da equação 2.22, em relação a cr [p) 

R é o parâmetro integral, tem-se: 

d dR 

d^io) dEio) 

^\e)H,[i:ie)me)de 

^\ê)H2[^{e)]^e)de 
(2.23) 

efetuando as derivadas indicadas, e usando novamente a equação 2.22 pode-se escrever a 

equação 2.23 da forma. 

dR 

da 
= Rx 

a]^de 
+ Rx ' 

dHi[a] 

da 
^d.e 

J [a]Me I ^^Hi [a]^de 
-+ 

R X 

d^ 

I^^Hi[a]^de 

- R x 
/ —H2[a]^de 

j^^H2[a]^de 

(2.24) 

,dH2\a] 

R. - R x 
2[al-de 

I ^^H2[a]^de I ^^H2 [a] $ d f 

considerando a diferencial do parâmetro R, em relação ao fluxo adjunto 

j ^^Hi[a]^de dR d 

I^^H2[a]^de 

(2.25) 
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e efetuando a diferencial proposta acima encontra-se que: 

dR 
/ ^^Ú<^]^^'^f^^H2[a]^de + j ^^^^^^^de j H2[(j]^de+ 

dHi[a] 

jHi[a]^d.eIH2[a]^d£ - JHi[a]^dej ^H2[(T]^d£-

l'^^Hi[a]^dex l ^ t ^ ^ p ^ d ê - - I^^Hi[a]^del^^H2[a]^de 

(2.26) 

I^^H2[a]^dé 

As diferenciais de Hi[a{£)\ e H2[(y{e)\ tendem a zero pois não pertencem ao 

espaço do fluxo adjunto $^ 

dçE>t(p) 

dH2[c7{p)] 

d$t(r) 
= 0 

similarmente para o fluxo $(ê) tem-se, 

= 0 

dR 

d.^^{e) 

Dessa forma, a equação 2.26flca da forma : 

^ 

"^•^^ I(j)^H2[cT](t)de J(j)^H2[c7](t)de ' 

onde foi feita uma vez mais a utilização da equação 2.22. Notando que: 

d^t (g^ 

d$t ( ^ 

é uma função Delta de Dirac, tem-se: 

dR 
= R 

H2[(T]^ 

ri$t [J^^Hi[a]^d€ J^^H2[(T]^d.e. 

Similarmente, diferenciando R em relação a $ , tem-se: 

dR 
= R 

^^Hi [a] $ t j Í 2 [a] 

j ^^Hi [a] $d r j $ t i Í 2 [<T] ^de 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 
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Considerando à derivada da equação 2.24 e multiplicando e dividindo o segun

do termo desta equação por d^^ e o terceiro termo por d^ , encontra-se, 

dR 

d ^ 
= R 

dH, [a (I) 
da{p) 

$ (1) di* (O 
dH2 

da {p) 
(I) di 

y$t [a (I)] $ (I) di* y$t [a (I)] $ (I) de 

/•d#t d$t r / ^ n /-d^t d$t ^ 
/ ^ ^ ^ H , \a (el # (I) di / ^ - r ^ H 2 \a (tj] $ (() d^ 

(I) 1̂ -̂)] $ (I) di* I$t (I) [a (I)] $ (I) df + 

R 

d$ (I) d^ (I) ^ ( 0 © 

./• *t (I) iíi [a (I)] $ (I) df j$t (I) (I)] $ rfç-

(2.34) 

Substituindo as equações 2.31 e 2.32, em 2.34 e multiplicando e dividindo a 

equação resultante por a {g) /R tem-se: 

SR= CJ[Q)^ 1 a{e)^ 
(.-) l-dR d$ 

l'^^H,[a]^de I^^H2[a]^d.e ^ ' 9^ Mo) 

a{Q) f dR d$t 

(2.35) 

R .1 d í T ( ^ 

Cada uma das diferenciais acima, é uma diferencial funcional, caracterizando 

as taxa de variação de alguma variável com relação a outra por unidade de volume, no espaço 

de fases. 

2.2.1 Obtenção de d^/da e d^^da 

O terceiro e o quarto termo da equação 2.35 representam o efeito indireto, 

também chamado efeito de fluxo. Esta denominação vem do fato que ele representa a con

tribuição que a variação no dado nuclear básico produz no fluxo que por sua vez produz no 

parâmetro integral. Da mesma forma que no método anterior, este efeito representa a maior 
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dificuldade de cálculo. Consideremos como ilustração o terceiro termo da equação 2.35: 

Usando a equação de transporte escrita na forma de operadores, tem-se: 

L$ = O (2.37) 

derivando em relação a. cr{g) tem-se 

= (2.38) 

fazendo uma mudança de variável: 

tem-se: 

L (í)] * (í.p) = - 5 ^ * (O = « ( í . 
cuja solução permitiria obter IZ como : 

Vamos considerar que J3 pode ser obtida através de uma outra equação adjunta, F'̂  e a 

fonte Q. A equação da adjunta será: 

Ü [S] pt (ç) = 5^ (2.42) 

portanto o efeito 1^ será: 

/ , = / r* ( í ) Q0I= j ^ * d( (2,43) 

usando a definição de operador adjunto , 

f rt (I) i:de*d|*= I ^ (e, p) Ltrt ( | ) d( (2.44) 

e as equações 2.40 e 2.42 tornan-se : 

f rt (I) Lde*df = / rt (I) gde" (2.45) 

e 

f ^ (i, p) Ltrt (è) d|*= y ^ (ê*, p) S^d( (2.46) 

subtraindo, 

/ r t (ê) (5̂ ^ = / * (f>p) (2.47) 
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comparando as equações 2.47 e 2.43tem-se: 

dR 
J rt (1) Qdf = / ^ * (í>) D I = / * (í, (2.48) 

tem-sae que : 

5t = 
a* (I) 

(2.49) 

que define a fonte a ser usada para obter (^^. Após obter o fiuxo adjunto generafizado, o 

efeito Is pode ser obtido das equações 2.43 e 2.40: 

/3 = / r . ( í ) Q . í = / r t ( í ) ( - - ; ^ * ) . í 

de maneira análoga, o quarto termo da equação 2.35será: 

(2.50) 

(2.51) 

Assim, a expressão para os perfis de sensibilidade 2.35, será: 

./ dan' J dag' 
SR = o-g 

$ t F i [S] ^de f ^^H2 in ^de 
(2.52) 

a¿ 

R 

Para uma taxa linear, faz-se na equação 2.52, $ t ^m conjunto unitário nos 

dois primeiros termos e, despreza-se o quarto termo. Neste método, o cálculo do coeficiente 

de sensibilidade via teoria de perturbação, tem como principal dificuldade, o cálculo das 

equação adjuntas, pois elas dependem de R , através de F F^ que por sua vez são dependentes 

de dR/d^^ e dR/d^ respectivamente, portanto, elas terão que ser resolvidas para cada 

parâmetro integral R envolvido nos cálculos. As equações 2.50 e 2.51 evidenciam claramente 

esse aspecto. 

2.3 Condição de igualdade entre os dois método 

Para um sistema de equações homogêneas (que descrevem um reator crítico), 

o mesmo método pode ser aplicado na produção dos resultados (sumarizados novamente em 

simples notações). Conhecendo as equações para o fluxo direto e para o fluxo adjunto, dadoas 

por: 

L $ = O (2.53) 
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Lt$t = O 

e um parâmetro integral sendo função de $ , $t e ag': 

<Hi(^,^\ag') > 

A função de sensibilidade é dada por: 

<H2{^,^^,ag') >' 

_ ag' dR 
— 

Og^ 

R 

R dXTgl 

dHi dH2 

dag' dag' 

dL a„' 0 
dag'io) 

$g ( f , z ) d.V + 

dÜ o , (I) 

dag'[o) 
<{r,z)dy 

onde Vg (f, z) e (f, z) s ao soluções das seguintes equações: 

ÜTUr,z)^ 
dR 

d^a 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Nota-se aqui que a partir da derivação do efeito direto, o efeito de fluxo, e o efeito de fluxo 

adjunto são claramente dados por: 

< 
dR d^, 

d^g dag 

dL ag' ( 0 ^g {f,z)dV (2.59) 
R ^ d^gdag' ' ./ '99' v ' - ^ d^^,^^ 

Estes resultados são idênticos àqueles derivados usando o método G P T e o método variacional. 

Em conclusão, nota-se que para o modelos simples das componentes de ^g como uma função 

de ag' e para aproximações analíticas para solução da equação de Boltzmann, a aproximação 

diferencial feita é possível para avaliar funções de sensibilidade pela diferença funcional direta. 

As definições da equação para R, os efeitos diretos, fluxos, e adjunto podem ser calculados 

usando a equação 2.59. Estas equações foram feitas para resolver qualquer equação do método 

G P T para os fiuxos Tg (f, z) e F^ (r, z). Aqui a de se dizer ainda que o método onde foi feito 

o parâmetro integral R igual a $g tem também amesma formula, pois ele é apenas um caso 

particular do método adjunto, de modo que quando resolve-se a integral pedida por sua 
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equação este método fica com a mesma forma matricial dos outros dois sendo que as matrizes 

são as mesmas para os três métodos, ou seja: 

[A] = [Cl = [Cl (2.60) 

onde [A] é a matriz do método diferencial, [C]„ é a matriz do método adjunto, e [C]^ é a 

matriz do método onde foi feito R = Phi. 

2.4 Combinação entre os dois métodos 

Depois de feita uma descrição qualitativa do método diferencial e do método de 

sensibilidade via teoria de perturbação generalizada para o cálculo dos coeficientes de sensibi

lidade, fazendo uma análise física e deduzindo suas equações, deve-se mostrar as dificuldades 

criadas por cada um dos dois métodos, nos cálculos dos coeficientes de sensibilidade. 

Assim, para contornar estas dificuldades, propõe-se fazer uma combinação 

entre estes dois métodos, de tal maneira que se possa eliminar as dependências tanto com 

o dado nuclear básico como com o parâmetro integral. Com isto, elimina-se as dificuldades 

existentes nos cálculos de sensibilidade, agilizando os cálculos. Portanto, está sendo proposto 

um novo método que é mais ágil no cálculo dos coeficientes de sensibilidade. 

2.4.1 Método de obtenção 

A partir da equação para os perfis de sensibilidade dada por. 

(2.61) 

a 

~R '9' 

aqui, o parâmetro SR é dado por. 
dR 

^ ^ = ^ (2.62) 
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considerando os parâmetros integrais não dependentes de tem-se: 

dR j^^^IílB^de f ^ l W ^ d e 

d^g> " R f^^Hi[T]^de R / $ t i Í 2 [ S ] $ d £ 

(2.63) 

Conforme o exposto, a dificuldade do método diferencial consiste na determi

nação da derivada do fiuxo de nêutrons em relação ao dado nuclear básico. Para combinar 

ambos os métodos tem-se que considerar o parâmetro integral R como sendo somente um 

funcional do fluxo de nêutrons Da equação 2.63 observa-se que somente o terceiro termo 

sobrevive, pois o quaito termo como já visto é zero, pois está-se tomando o fluxo generali

zado como sendo independente do fluxo adjunto, logo não existe o termo diferencial no fluxo 

adjunto $ t e para os dois primeiros termos pode-se ver imediatamente que dH\\T]/dGgi e 

dH2\^\/dagi se anulam pois não há dependência de R em i í i [S ] e J y 2 p ] - Pode-se, portanto, 

obter o termo d^/dagi a partir dessa expressão, 

d $ f . dL 

A derivada do fluxo de nêutrons, $ com relação &agi, o parâmetro mais difícil 

de ser calculado pelo método diferencial é obtido através do método adjunto basicamente 

resolvendo a equação 2.64. Uma vez obtido d^/dagi, utiliza-se a equação 2.16 para a obtenção 

de Sk- Dessa forma, pode-se combinar o método diferencial e o método adjunto, onde as 

derivadas parciais de R com relação a Up/, e $ são obtidas através do método diferencial 

visto que R é um funcional explícito de $ e agi. 



3 A P L I C A Ç Ã O 

3.1 Descrição do problema 

Paia a aplicação da teoria desenvolvida foi escolhido um arranjo rápido hi

potético constituído de um tanque cilíndrico-quadrado, isto é, de altura igual ao diâmetro, 

não refletido, contendo refrigerante de sódio líquido e um arranjo uniforme de elementos 

combustíveis de urânio. O urânio é enriquecido a 25, 6% em U-235, e a taxa de volume 

de urânio-sódio é 0.6, no nível de potência 300MW{th). A temperatura média do sódio é 

de 7 2 0 ° ^ e sua densidade 5 3 - ^ , ou seja, 0 . 8 5 ^ . Abaixo são fornecidas as tabelas com as 

constantes (seção de choque microscópica em barns) de para três grupos de energia, para o 

U — 235, U — 238 e Na, para a solução numérica do problema. A escolha aqui considerada 

permite obter as soluções analíticas. 

Para a aplicação da teoria necessita-se de alguns parâmetros tais como fluxos 

e outras taxas que irão possibilitar os cálculos dos perfis de sensibilidade. Utilizando-se 

da teoria de difusão de nêutrons, serão calculados os fluxos de nêutrons à três grupos de 

energia, a altura e o raio crítico para o sistema escolhido. Como parâmetros integrais, serão 

consideradas a fração de potência devido ao U-235, as taxas de consumo de U-235 e U-238, 

a taxa de conversão e a taxa de produção do Pu-239, no imcio de operação doreator. Além 

destes, será calculado a taxa de ativação do sódio. 

Tabela 3.1: Constantes de três grupos de energia, U — 235 

g Energ.(mev) X C / - 2 3 5 

v Uf O-tr (Tg^g+2 

1 1.35 -oo 0.575 2.7 1.29 0.08 4.5 1.00 0.50 

2 0.4 - 1.35 0.326 2.53 1.27 0.13 5.7 0.50 -

3 0 - 0.4 0.099 2.47 1.77 0.49 10.0 - -
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Tabela 3.2: Constantes de três grupos de energia, U — 238 

U - 2 3 8 

g V (7 / 

1 2.6 0.524 0.036 4.6 1.41 0.64 

2 2.47 0.01 0.13 5.8 0.25 -

3 - - 0.26 9.6 - -

Tabela 3.3: Constantes de três grupos de energia, N 

Na 

g ^7 

1 0.0005 2.0 0.24 0.06 

2 0.001 3.2 0.18 -

3 0.001 3.7 - -

Para este caso, adotou-se, por simplicidade o modelo da teoria de Difusão de 

nêutrons. Como uma condição necessária para a distribuição de fluxo satisfazer a equação 

de Difusão de Nêutrons e ter uma forma adequada próxima aos contornos do reator, uma 

relação entre o tamanho, a forma, e a composição do núcleo do reator nuclear deve ser fixada. 

Uma vez que todas as variáveis do sistema tenham sido fixadas, a variação de fluxo com a 

posição pode ser calculada. 

Para uma composição específica do reator, existe uma dimensão do reator que 

o torna crítico, e esta dimensão é dada pelo tamanho crítico (no caso de um reator específico) 

do reator. A quantidade de combustível contida dentro desse volume crítico é chamada de 

massa crítica. Todos estes parâmetros críticos também estarão sendo calculados nas próximas 

seções. 

3.1.1 Equação de difusão de nêutrons 

A equação da difusão de um sistema multigrupo é dada por /35 / , 

- DgV'^^g (f, z) + T^tg^g (r, z) = Es ' S,o(g'^g)$g' (r, z) + 

Xg Eg' ^g'^fg' (O ^g'{r, z) + 5^, ( f , z') 

Considerando-se as hipóteses de que: 

(3.1) 
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• Não exista fontes externas, todos os nêutrons do sistema estão sendo criados pela fonte 

de fissão, os termos de " upscattering" podem ser desprezados por se tratar de um sistema 

rápido, a distância exptrapolada {H) do nosso problema seja a mesma para todos os 

grupos de energia, portanto, independente da energia, e considerando que o termo 

Etgíg (r) pode ser escrito como, 

^ í p — ^ag + ^sg 

onde, 

^sg = ^s{g^g') 
9' 

Com estas hipóteses pode-se escrever a equação de difusão para o sistema 

multigrupo da seguinte forma, 

-DgS/^^g {r) + S „ g $ , {f) + E%g ^s0i9^g')% = 2) 

E^il ^sOÍ9'^g)^g' in + Xg E,' ^g'^fg'%' in + Sg' (f) 

onde G é o número total de grupos de energia. 

Com a hipótese de que (H) é a mesma para todos os grupos, pode-se escrever 

que os fluxos de todos os grupos, desde que haja condições de contorno homogêneas e sistemas 

não refletidos, têm a mesma dependência espacial, portanto, 

^g{f,z)=cPgF{r,z) (3.3) 

onde F{r, z) satisfaz a seguinte equação, 

V^F{f,z) + BlgF{r,z) = Q (3.4) 

com condições de contorno homogênea na superfície do reator, portanto, da equação 3.4 

pode-se escrever que, 

BlgF{r,z) = -V-'F{r,z) (3.5) 

Substituindo a equação 3.3 na equação 3.2, e utilizando a equação 3.5 obtém-se: 

-Bl^g^gir) + S„g$g( f ) + E ? > g S , o ( , ' ^ g ) $ , ( r ) - E ^ Í i S . o ( s ' - g ) * p ' ( 0 -

(3.6) 

a qual será a equação básica para a obtenção da condição crítica e dos fluxos de nêutrons. 
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3.1.2 Teoria para três grupos de energia 

Para a solução da equação de difusão de nêutrons para três grupos de energia, 

faz-se a montagem das equações para cada grupo de energia, onde G = 3 é o número total 

de grupos de energia, portanto, para g = 1, na equação 3.6 obtém-se 

-DlBm + S a l + S,O(1^2) + S,O(1^3) " XM^fl * 1 

(3.7) 

- X l í / 2 E / 2 $ 2 - XlZ^3S/3Í'3 = O 

análogamente ao caso anterior, fazendo g = 2 e substituindo na equação 3.6, encontra-se a 

equação para o segundo grupo de energias. 

S s O ( l - . 2 ) + ' ^ l S / l * 1 + -D2Blg + i:a2 + Ss0(2^3) - X2Í^2S/2 ^2 

(3.8) 

-X2Í^3S /3*3 = O 

aná logamente aos dois casos anteriores, para encontrar a equação para o grupo de energia 

g = 3, substitui-se o valor de g = 3 na equação 3.6, 

Ss0(1^3) +X3Í^LS/I $ 1 - Ss0(2^3) + X3i^2S/2 $2 + 

- D s ^ ^ + E „ 3 - X 3 í ^ 3 S / 3 ^-3 = 0 

(3.9) 

Com as equações dos três grupos de energias montadas, tem-se um sistema de 

três equações com três incógnitas em g = 1,2,3, ou seja 

-DLB^G + S a l + S<,0(1^2) + SäO(L->3) - XL^L^FL 

Xlí^2S/2X2*2 - X l ^ ' 3 S / 3 * 3 = O 

$1-

- Ss0(1^2) +X2Í^LS/I 

X2 '̂3S/3<E>3 = O 

$1 + -D2Bl,g + Ea2 + s s0(2^3) - X2t'2S/2 * 2 -
(3.10) 

- 2^0(1-3) + X3Í^LS/IJ $1 - [i;s0(2-.3) + X3L^2S/2j *2 + 

-DsBlg + - XSI^SS/S] $ 3 = 0 

Para simplificar o sistema de equações, faz-se uma compactação dos elementos da equação. 
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fazendo para a primeira equação: 

T = - X l 1^2^/2 

fazendo a compactação dos elementos da segunda equaçãodo sistema, tem-se: 

y = Ss0(1^2) - X2^l^S\ 

< C = Ea2 + ^50(2-^3) - X2t'2S/2 

^ = - X 2 2^3^/3 

fazendo a compactação dos elementos da terceira equação do sistema, tem-se: 

Z = - 1 ) 5 0 ( 1 ^ 3 ) - X3Z^iS/i 

W = -2^0(2^3) - X3l^2S/2 

E = T,a3- X3Z^3S/3 

e o sistema de equações fica. 

-DiBlg + a ] $ 1 - r $ 2 - C/*3 = O 

-Z)25^,g + C $2 - X í - a = O 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

3.1.3 Buckling material 

A partir deste sistema de equações, nos pode-se fazer a montagem da matriz 

que é dada por 
• aii «12 0-13 " $ r ' 0 -

[M] = ^21 022 «23 $2 = 0 

. ^31 «32 033 . . *3 . . 0 , 

(3.15) 
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fazendo a comparação dos elementos da matriz, [M], com os elementos do sistema de equações 

3.14, Tem-se a definição de cada finha da matriz [M] da seguinte forma, para a primeira linha 

da matriz tem-se: 

au = -DiBlg + A 

«12 = -T (3.16) 

ai3 = -U 

para a segunda finha da matriz tem-se: 

«21 = -V 

022 = -D2Blg + C (3.17) 

«23 = —X 

para a terceira linha da matriz tem-se: 

0.31 =-Z 

«32 = ~W (3.18) 

det = 0 (3.19) 

033 = -DsBlg + E 

portanto, da matriz 3.15, pode-se tirar o critério de criticafidade do reator, que é dado pela 

condição de solução não trivial, ou seja, determinante da matriz 3.15 igual a zero, portanto, 

tem-se que, 

«11 «12 «13 

«21 «22 «23 

«31 «32 «33 

resolvendo o determinante da matriz 3.15 usando o método da dupla transposição encontra-se 

que: 

«11«22«33 + ai2«23«31 + «13021 «32 - «3ia22ai3 - «32«23«11 - «33«21«12 = O (3.20) 

Como foi considerado nas hipóteses independente da energia, B^ = y, 

encontra-se para, 041, a22 , ̂ 33 , que 

«11 = ~Diy + A 

«22 = -D2y + C 

«33 = -Dzy + E 

(3.21) 
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(3.23) 

portanto, substituindo estes valores na equação 3.20, fazendo cada uma das multiplicações 

indicadas, e fazendo um arranjando matemático nos termos da equação encontra-se: 

-DiD2Dzy^ + [DiDsC + D2DsA 4- D2D1E) y'^+ 

{-DiCE - D3AC - D2AE + D2ZU + DiWX + D3VT) y+ (3.22) 

(ACE - TXZ - UVW + ZUC - WXA - VET) = O 

fazendo mudanças nas constantes do polinómio da equação 3.22, tem-se 

M = -D1D2D3 

N = D1D3C + D2D3A + D2D1E 

0 = -{DiCE + D3AC + D2AE) + {D2ZU + DiWX + D3VT) 

P = ACE - TXZ - VUW - ZUC - WAX - VET 

e portanto o polinómio da equação 3.22 fica sob a forma, 

My^ + Ny'^ + Oy + P = 0 (3.24) 

que é um polinómio de terceiro grau em y , cujas soluções são as raízes encontradas para 

polinómio da equação 3.24, sabendo ainda que a solução trivial não é solução para este 

polinómio. 

Fazendo algumas operações matemáticas, como dividir todo o polinómio por 

M fazendo uma aproximação para simplificaç ao da solução da equação 3.24, da forma: 

N 
y = x - 3M 

o polinómio fica da forma: 

X — + 
N 

3MJ M 
X — 

3Mj ^ M \ 
— - O 

3MJ ^ M ~ 

(3.25) 

(3.26) 

fazendo as operações matemáticas indicadas na equação 3.26, e fazendo um rearranjo ma

temático em seus termos, com as devidas simplificações o polinómio torna-se: 

x' + 
3M0 - N"^ 

3M2 
x + 

2N^ ON P 

+ 

fazendo na equação 3.27 

e também na equação 3.27 

3p = 

27M3 3M M 

3M0 -

= 0 

2q = 

3M2 

2N^ 1 ON + PM 

27M3 3 M2 

e substituindo as equações 3.28 e 3.29 na equação 3.27 obtém-se 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

x^ + 3px + 2q = 0 (3.30) 
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Esta equação 3.30 é uma versão simplificada da equação 3.27,ou seja, do polinomio de terceiro 

grau em y, e que sua soluções, ou raízes, reais e positivas, que são as mais interessantes, 

dependem do sinal do seu discriminante (fórmula analítica de D). 

Como somente serão levadas em consideração as raízes reais, simplifica-se os 

cálculos do problema, fazendo um estudo do discriminante do polinomio, que vai determinar 

qual das raízes são reais. 

1. se Z) > O ^ a equação tem uma solução (uma raiz real e duas raízes imaginárias); 

2. se D < O —> a equação tem tiês soluções (três raízes reais distintas); 

3. se D = O ^ a equação tem uma solução para p = g = O (três raízes nulas iguais) e duas 

soluções para = —q^ = 0(das três raízes reais duas são iguais). 

Para solucionar este polinomio, apfica-se a fórmula de C A R D A N O , que é dada 

por, 

Xi=u + v 

X2 = eiu + e2V 

X3 = e2U + cjv 

(3.31) 

onde, os parâmetros u e v são dados por, 

u — (3.32) 

e para v escreve-se 

V = 

portanto, as raízes do polinomio podem ser escritas, para Xi, como 

(3.33) 

X,= 

para a raíz X2 pode-se escrever que. 

- Q + X2 = ei 

para a raíz X^ pode-se escrever que, 

•̂ 3 = £2 

+ 62 

-q+[q^+p^ 

-q-[q'+p'^''' 

-q+iq^+p'^^-'^ 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

Os parâmetros €1 e 62 são as raízes da equação de segundo grau em y que é dada por, 

y^ + y+ 1 = 0 (3.37) 

;OM¡SSA0 NflCCNtL CE ENERGIA N U C L E A R / S P IPEü 
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isto é, 

1 . /3 

e para o parâmetro 6 2 nos tem-se que, 

^2 = - ^ - ^ y | (3.39) 

e o descriminante do polinomio é dado pela fórmula seguinte, 

D = q^+p^ (3.40) 

Portanto, basta encontrar o valor de cada constante do problema para encon

trar a solução do polinomio e, portanto, do determinante o qual dará o valor do Buckling 

Material. 

3.1.4 Obtenção da função ^g{r) 

No tratamento de um reator cilíndrico de altura H e raio R finitos, o operador 

Laplaciano é expresso em coordenadas cilíndricas dada por, 

se o eixo-z coincide com o eixo central vertical do cifindro, somente as coordenadas z e r 

devem ser consideradas. Portanto a equação da difusão do sistema multigrupo para um 

reator com o núcleo cilíndrico de altura finita, é dada por: 

^ + i ^ + ^ - ^ B ^ * , ( . » = 0 (3.42, 

As condições de contorno do problema são: 

1. $g (f, z) é finito, 

2. $g (f, z) vai para zero nos contornos extrapolados, isto é, quando r = Rou z = H, 

3. a origem será tomada na metade do eixo central vertical do cilindro de altura H. 

Se agora, admitir-se que $g(r , 2 ) pode ser expressa por um produto de duas funções, uma 

em relação a r e a outra em relação a z, pode-se escrever que: 

%{r,z) = Tg{f)Gg{z) (3.43) 
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que é chamado de método de separação de variáveis. Sabe-se da equação 3.42, que o fluxo é a 

mesma função em todos os grupos de energia, mas quer-se mostrar o caminho matemático de 

como é encontrado o Buckling material por este caminho. Portanto, substituindo a equação 

3.43 na equação 3.42, encontra-se que, 

1 d^Tg jf) 1 dTg jr) 1 d'Gg (z) , 

Tg{r) dr^ Tg{r) Or Gg{z) dz^ ^ ^ 

Aqui, tem-se duas funções uma independente da outra, pois uma tem de

pendência em r e a outra tem dependência em z, e portanto pode-se escrever, 

1 d'Tgif) 1 dTgjr) ^ _ o 

Tg{r) dr^ Tg{f)r dr 

(3.45) 

1 I d^Gg{z) 2 

Gg {Z) ^ dZ^ ^ 

onde c? é uma constante que deve ser positiva ou negativa e que será tomada positiva, e 0^ é 

também uma constante positiva ou negativa e que será tomada também positiva. Mais tarde, 

será vista a necessidade de terem sido tomada positivas. Portanto, da equação 3.45 tem-se 

- a ^ -l3^ + Bl = Q (3.46) 

mas as duas equações devem ser iguais a uma mesma constante portanto, deve-se escrever 

que, 

e esta é a constante única para as duas equações. 

Da equação ordinária de Bessel de ordem zero tira-se a solução dada por, 

T {x) = DgJo (x) + EgYo (x) (3.48) 

ou seja, como foi deflnido x = aor, a solução 3.48 fica da forma : 

Tg (f) = DgJo {ar) + EgYo (ar ) (3.49) 

Como quando r O tem-se que Yo{ar) -+ 00, o que dá uma impossibilidade física de solução 

do problema, e a função Yo{ar) não é igual a zero faz-se £^ = 0. O fluxo deve ser zero no raio 

extrapolado do núcleo R, e considerando a solução fundamental da equação 

T{r) = DgJo{ar) (3.50) 

Naturalmente, para avaliar « o usa-se as condições de contorno 1,2,3 para 

^g{r, z), desde que Tg{r) representa a parte de í»g(f, z) que depende de r segue-se que: 

Ti (r) = DgJo {aR) = O (3.51) 
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mas como a constante D não é igual a zero tem-se que: 

Jo {aR) = O (3.52) 

Porém, existe mais que um valor para aR que satisfaz esta condição, entretanto, o menor 

auto-valor de correspondente a solução para que aR tem o menor valor, este valor é o 

primeiro zero da função de Bessel Jq, isto é, 2.405. Portanto, 

aR = 2.405 

(3.53) 

2.405 

o resutado para o primeiro zero da equação de Bessel é dado por ao = 2.405 (que é o modo 

fundamental) e tem-se como resultado para equação 3.50 

Tif) = D,J„{?:^) (3.54) 

Portanto, uma solução parcial da equação 3.49 para os fluxos de um reator 

cilindrico de altura flnita é dada por 

% ( f , z) = DgJo ( ^ ^ ) X Gg {z) (3.55) 

Portanto, agora para ter-se a solução completa da equação 3.50, precisa-se ter 

a solução da equação 3.45, cuja solução é dada por: 

Gg{z) = Ag sin {(3z) + Bg eos (/3z) (3.56) 

Como a solução deve ser simétrica tanto acima como abaixo do centro do 

plano da piscina, ( 2 = 0), deve-se fazer ^ = 0. O fluxo deve ser zero no contorno extrapolado 

do núcleo, isto é, em z = ±H. Esta condição é satisfeita se /3 = rmr, onde m = 1,3,5,... 

(impares) etc.. 

Somente a solução fundamental m = 1, é de interesse, assim, a solução da 

equação 3.56 de Gg{z) é dada por, 

Gg{z) = Bg COS ( ^ ) (3.57) 

onde. 

H 

portanto, para a equação total do fluxo pode-se escrever 

l}=W (3 58) 

* , ( r , . ) = í , c o . ( g ) 7 „ ( ^ ) (3.59) 
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onde, (f)g é dado por 

4)g = AgBg (3.60) 

e representa o valor do ñuxo no centro do núcleo do reator, em z = 0. Este valor de (f)g pode 

portanto, ser dito o valor máximo do ñuxo. 

Esta é a equação que representa a variação do ñuxo em cada grupo de energia 

do núcleo, portanto, para o Buckling geométrico do reator, que é uma função das dimensões 

do seu núcleo pode-se escrever usado as equações 3.57 e 3.53 que, 

Portanto, tem-se para S^, obtido atravésdas condições de contorno do problema que: 

Mas anteriormente, já foi encontrado o Buckling material do núcleo, ou seja, o Buckling que 

é uma função dos materiais que compõem o núcleo do reator, dado pela equação, 

Bl = y (3.62) 

portanto, para definir as dimensões do reator critico, faz-se 

Bl = 5 2 (3 

As dimensões extrapoladas H' e E! do reator difere das dimensões reais por 

uma ordem de poucos centímetros. Se as dimensões reais do núcleo são grandes comparadas 

com as dimensões extrapoladas então é possível desprezando pequenas perdas de prescisão 

usar as dimensões reais H e Rna equação 3.61 em lugar das dimensões extrapoladas. Assim, 

pode-se calcular o tamanho crítico do reator, que será determinado pelos valores de i í e 

R que satisfazem a equação 3.61 para um valor de B^ que foi determinado em função dos 

materiais do núcleo do reator. Fazendo a condição de que os Buckling Geométrico e Material 

são iguais para o cálculo de H, tem-se 

= yi (3.64) 

portanto, pode-se dizer que, 

B¡ = (ifH'-^f (3.65) 

portanto, usando o valor calculado para S^, tem-se o valor de H , 

= (3.66) 
Bg 
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para o cálculo de R tem-se que, 

(3.67) 

Estes valores foram encontrados a partir da equação de difusão de nêutrons 

para cálculos de reatores cilindricos a três grupos de energia e com os valores achados para 

uma composição ñxa a três grupos de energia. Fazendo os seus buckling's, geométrico e 

material iguais, foi calculado o raio crítico mínimo, a partir do clculo do raio crítico mínimo, 

foi calculado a altura crítica e a massa crítica (não pedida pelo problema, mas que também 

pode ser calculada a partir do raio crítico encontrado) de combustível no núcleo. 

3.1.5 Distribuição de fluxos 

Para o cálculo dos fluxos de cada grupo de energia considere a equação 3.15 

(3.68) «21 «22 «23 

«31 «32 «33 

•0^ 

0 

. 03 . . 0 . 

multiplicando as duas matrizes, vamos encontrar um sistema de com três equações e três 

incógnitas para os fluxos 0 i , 0 2 , 0 3 ) como 

«1101 +ai202 +«1303 = O 

«2101 +«2202 +«2303 = O (3.69) 

«3101 +«3202 +«33033 = O 

que é o sistema de três equações procurado. A equação 3.69 representa um sistema de 

equações homogêneo. Para que seja possível a determinação de, 0i , 02 , 03 é necessário a 

introdução de mais uma equação, dada pelo momento de potência final. Dividindo as três 

equações 3.69 por 0 i , encontra-se um resultado como razão entre os fiuxos 02,03 pelo fluxo 

01, e que pode-se escrever da seguinte maneira, 

02 , 03 
« 1 2 - ; - + « 1 3 : ^ = - « 1 1 

01 01 

02 , 03 
«22-7- + «233- = - « 2 1 

01 01 

02 , 03 
«32-r + «33T" = -«31 

01 01 

(3.70) 

portanto, agora tem-se um sistema de três equações com duas incógnitas na razão dos fluxos 

para 02/01 e 0 3 / 0 i . Tirado o valor da razão dos fuxos em uma das equações do sistema. 
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digamos a primeira, após algumas simplificações algébricas, a equação para a razão 02/01 

pode ser escrita como : 

02 au «13 03 ^3 

01 «12 «12 01 

substituindo o valor da equação 3.71 na segunda equação do sistema 3.70, rearranjando os 

termos da equação agrupando os elementos de matriz , o valor da relação doa fluxos (pa / 0 i 

é dado por: 

03 «22«11 - «21«12 

01 «23«12 — «22«13 

definindo 

a equação 3.72 será 

ou seja 

Y = 
«11«22 - g2lffll2 

«23«12 - «22«13 

03 ^ y 

01 

03 = Ycf)^. 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

Levando o resultado da equação 3.72 na equação 3.71 obtém-se o primeiro 

resultado para a razão dos fiuxos dada em função somente dos elementos de matriz, como. 

02 «11 «13 03 
(3.76) 

01 «12 «12 01 ' 

portanto, o resultado da razão dos fluxos 02/0 i em função somente dos elementos de matriz 

já conhecidos é dada por. 

«11«22 - «21«12 

fazendo agora 

02 ^ _ a n _ «13 

01 «12 «12 L«23«12 - «22«13. 

j _ _ a n f aii«22 - «2la l2^ 

«12 «12 \«23«12 - «22«13/ 

e portanto, pode-se escrever a equação 3.77 da seguinte maneira 

ou seja: 

02 = J01 

Utilizando a fórmula para a potencia. 

(3.77) 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 
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onde 7 representa a energia liberada por fissão, pode-se tirar o valor dos fluxos de cada grupo 

de energia. Utilizando o fluxo dado pela equação 

%ir,z)=(í>gTg{f^Gg{z) (3.82) 

subistituindo, este valor do fluxo, na equação 3.81, nesta equação colocando (pi em evidencia, 

e fazendo um arranjo matemático em sua fórmula, tem-se : 

9 

substituindo na equação 3.83 o valor de T{r}Gg{z) dado pelas equações 3.51 e 3.57, tem-se 

que. 

P = 701 E ^f9T I nñGg{z)dv (3.83) 

^ = . * E ^ 4 / > O ( ^ ) . . . / ; . « ( F ) . . / ; * ,3.84, 

onde foram despiezadas as distancias extrapoladas. Fazendo as integrações em sin {nz/H) e 

Jo (2.405r/ i í ) /33,34/ encontra-se que 

da equação 3.85 pode-se tirar o valor de 0 i como, 

P (2 ,405) 2 

01 = '-~r^ (3.86) 
2 7 Í í i ? 2 ^ , S y g | ^ J i (2.405) 

Fazendo a abertura do somatório Eg '^fg^t^g/^Pi vamos ficar com a equação 3.86 da forma, 

P 
n = 02 , ^ 03 

S/ i -I- S / 2 - 7 - + S /3 J i (2 ,405) 

(3.87) 

'01 01. 

portanto, tomando os valores encontrados para as razões entre os fluxos 02 /0 i e 03 /0 i dados 

pelas equações 3.72 e 3.77, respectivamente, tem-se, 

P 1 

" ^HRJi (2,405) S/ l + E/2 J + 2/31^ ^^'^^^ 

que é a equação para o fluxo do grupo de energia g = 1 ou seja,0i. 

Portanto para o cálculo dos fluxos 02 e 03 deve-se aplicar as fórmulas das 

equações 3.72 e 3.77, respectivamente, portanto, 

02 = 0 i J (3.89) 

Substituindo o valor do fluxo (pj dado pela equação 3.88 na equação 3.89 obtem-se 02 na 

forma, 

PJ 1 

" ^HRJi (2.405) E/l + E/2 J + E / 3 y ^ ^ ' ^ ^ ^ 
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e 03 como, 

03 = 011^ (3.91) 

sendo (pi dado pela equação 3.87. Com esta equação foram encontrados os fluxos para os três 

grupos de energía. 

3.2 P a r â m e t r o s integrais anal isados 

3.2.1 Fração de p o t ê n c i a ào U - 238 

A equação da potência do reator pode ser escrita como, 

Portanto, para o protótipo de reator utilizado tem-se a potência total dada por 

P = 7 

L 9 

portanto, para a potência total tem-se que 

(3.92) 

(3.93) 

P = 7J2^% / ^9Ír,z)d,v + jY.^}l / c^g{f,z)d.v (3.94) 

onde o primeiro termo da equação 3.94, do seu lado direito, dá a potência devida &oU — 235, 

e o segundo termo do lado direito dá a potência devida ao f/ — 238, portanto, para a potência 

do U — 235 tem-se, 

PC/-235 = 7 E S G / ^g{r, z)d.v (3.95) 

e para a potência do C — 238 pode-se escrever que 

i^c/-238 = 7 E S G / ^g{r, z)d.v (3.96) 
9 • 

Portanto, a fração de potência áo U — 238 em relação a potência total, já com o somatório 

nos grupos de energia aberto, é dado por, 

Pri-C/-238 7 Efi</>i + Ef202 + E/303 

P, T 
(3.97) 

- m i i s s Â C WAc;cfWL te e n e r g i a n u c l e a r / s p \ m 
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3.2.2 Taxa de consumo do U - 235 e U ~ 238 

A taxa de consumo do Í7 — 235 e do Z7 — 238 podem ser escritas como se segue, 

sendo para o U — 235, 

TC^s = Ar25 J2 ^fg I ^g{f}dv (3.98) 
g Jv 

e para o U — 238 pode-se escrever a mesma equação 3.98 trocando o índice 25 por 28 e a 

equação torna-se 

r c 2 « = Â 28 E ^fg í ^air^dv (3-99) 

g Jv 

substituindo o valor de ^g{r) nas equações 3.98 e 3.99 e integrando no volume tem-se a 

quantidade de Í7 — 235 e U — 238 foram consumidos no reator. 

3.2.3 Taxa de conversão inicial - reator 

A taxa de conversão do reator rápido no início de sua operação é dada pela 

razão, 

_ Material físsil produzido _̂  

Material físsil destruído 

ou seja, 

c R = ! : : ^ - < ' ' t (3.101, 

Para o caso um reator rápido, temos, 

„ „ Material físsil produzido 
BR = . • , r -1 • T- 3.102 

Material iissil queimado 

para a taxa de captura no U — 238 pode-se escrever que 

TXC„_238 = A^' ' E S(n,-y), / ^ir^dv (3.103) 
g 

3.2.4 Tzixa produção inicial - P„ — 239 

A taxa de produção de Pu — 239 no início de operação do reator rápido é dada 

pela taxa de captura (n, 7) no Í7 — 238 que é dada por, 

•Iv 
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donde a sequência do decaimento é dada pelo seguinte esquema, 

U - 238 U- 239-^ Np- 239 ^ P„ - 239 

3.2.5 Atividade de saturação do sódio 

A atividade de saturação do sódio é igual a R no reator rápido dada pela 

equação da atividade 

A{t) = R (3.105) 

que é dada por, 

R = = iV23 ^ f %{f)dv (3.106) 

onde o fluxo depende da posição e integra-se no volume. 

3.3 Coeficientes de sensibilidade 

Considere como parâmetro integral a taxa de conversão definida por: 

^''E9<.,9hArldV 
CR = (3.107) 

N''Eg<^l%.,gJ^%{r^dV 

A taxa de conversão do reator rápido no início de sua operação é dada pela 

razão, entre o material fissil produzido pelo material fi'ssil destruído no reator. No caso de 

reatores rápidos tem-se a razão entre material fissil produzido pelo material fissil queimado 

no reator. Esta relação é dada, no formalismo multigrupo, pela equação 3.107. O parâmetro 

integral C R será derivado em relação ao dado nuclear genérico ag' e também em relação ao 

fluxo Todos estes cálculos estão sendo feitos como uma preparação para o cálculos dos 

perfis de sensibilidade via método diferencial cuja fórmula é dada por: 

ScRg' = 
ag' ídCR ^dCRfd^g] 
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3.3.1 Método diferencial 

Usando a equação 3.107, descrita acima, vai-se descrever o método diferencial 

quantitativamente. Para facilitar o cálculo das diferenciais faz-se uma mudança nas variáveis, 

v = N^^Yl < 7 , (3-109) 

também colocando u na forma. 

Logo, a diferencial parcial da taxa de conversão C R com relação a seção de 

choque agi, é dada por, 
dv du 

u— V-

^ = " ' = i : ^ X * » « ^ ^ (3.112) 

dCR _ dagi dagi 

dagi ~ 7,,2 ("^-^^^^ 

assim, diferenciando u em relação a agi e fazendo um arranjo matemático na equação, tem-se, 

du , ,0=, ^ 

9 

de maneira análoga aquela feita para a variável u, diferencia-se agora a variável v em relação 

a agi, usando a equação 3.111, e fazendo um arranjo matemático na equação, tem-se como 

diferencial de v : 

í ^ - ~ ^ » E ^ / * , ( 0 ^ ^ (3.113) 
9 

Pelas derivadas das equações 3.112 e 3.113 e C R sendo dadas pela equação 

3.111, pode-se escrever a diferenciação da taxa de conversão em relação a seção de choque 

agi como se segue, substituindo as diferenciais de u e v , tem-se : 

,da^' dCR 

dagi n JV (lagl Jv 

N'' Eg af^^^gj^^gdVN^^^^ j^%{r)dV (3.114) 

N^^Y.g<rl%,gJ^%dy^^ 

Por fim, a diferencial da taxa de conversão em relação ao fluxo vai ser encon

trada, sabendo que a taxa de conversão é dada pela equação 3.107, e que para facilitar os 
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cálculos fez-se v igual a equação 3.109 e u igual a equação 3.110, diferenciando primeiramente 

V em relação ao ñuxo tem-se : 

5$, 
'9' 9 

a equação 3.115 pode ser escrita da forma: 

dv 

0 $ , 
'9' 9 

derivando agora a equação 3.110 em relação a $g encontra-se : 

d<p9' ^ ""'"''Jvd^i 

a equação 3.117 fica da forma: 

du 

d¥. 
- = N''E<J'S99'dV 

'9' g 

Substituindo os valores das equações 3.116,3.118, na equações 3.111 tem-se, 

dCR 

9 
di„ 

- = ̂ ''^''T. [<,g<.,9¡^^9dVI^Sg,dV 

onde foi usada a relação matemática : 

Z^g "n,a,g ^gdV 

Mg 

(3.115) 

(3.116) 

(3.117) 

(3.118) 

(3.119) 

(3.120) 

Assim, com esta derivada foram encontrados os termos de cálculo direto para o 

cálculo dos coeficientes de sensibilidade, com isto, o efeito direto já foi encontrado, e também 

o primeiro termo do efito indireto também ficando pendente apenas o termo d^g {r,z) /dag' 

do efeito indireto, que vai-se calcular a seguir. 

3.3.2 Derivativa de d.^g (r,z) /dag 

A solução para a equação diferencial linear e homogênea para $g (r, z) é dada 

pela equação : 

% (r,2) = 0gsm(^—j Jo ^ (3.121) 
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tem-se que, 

Fazendo a derivada do fluxo, equação 3.121, em relação a seção de choque 

d^g (f, z) _ d 

dag/ da, 
g' L 

(¡)g sin 
/7rz\ f aor\ 

(3.122) 

Assim, fazendo as diferenciais indicadas pela equações acima, encontra-se que. 

d.^g (f) _ 

da„ E d(j)g> 
g dag, 

(TTZ\ 
Jo 

aor\ 

R ) 
+ 

(3.123) E , 0 . 7 r z c o s ( f ) J o ( ^ ) ^ -

E , 0 , a o r s i n ( f ) J i ( X ) ^ 

Portanto, rearranjando a equação 3.123, matematicamente, vamos ter esta 

equação na forma. 

d<èg . [TTZX /aor\ d(f)g (pgirz (TCZ\ ^ /aor\ d[¡t) 

d ^ = [H) [ ^ ) d ^ " - - ^ ' " ' [ H ) [-R) 

(3.124) 

0 g a o r s i n ( f ) J x ( ^ ) ^ 
V 

onde, o valore de H foi usado como sendo : 

H = 2R 

e também usando o valor de R como sendo dado por: 

sendo que: 

R = 

1 

4(2,405)2 + 7r2 

2B 

2B 

(3.125) 

(3.126) 

(3.127) 
R V 4 ( 2 , 4 0 5 ) V 7 r 2 

usando as equações definidas acima, e também multiplicando e dividindo a equação 3.124 

por 2B tem-se: 

d^„ . fnz\ ^ faor\ d(j)g (pnnzR íTTZ\ ^ faor\ dB 

= sm -TTjJoi-^] -T-^ + , p eos -F7 U o 
dag, \H J \ R J dag' AB \H J \ R / dag' 

Don • f''''\ T f'^or\ dB 0 , a o r i í 2 S s m ^ - j J i ( — j — -

(3.128) 

Sendo que o buckling B^ é dado pela raíz positiva e real do polinomio de terceiro grau, 

calculado pela regra de Cardano, dada por yj, 

N 

3 M 
(3.129) 
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Portanto a diferencial de B'^ em relação a agi é dada por : 

dB' yi d 

dagi dagi dagi L 

N 

SM 
(3.130) 

esta equação esta sendo explicitada aqui, devido a necessidade de sua aplicação posterior

mente nos cálculos dos coeficientes de sensibilidade. 

Assim, tem-se a forma da derivada do flioxo direto em relação a seção de choque 

genérica. 

3.3.3 A Matriz [A] 

A partir das equações para 4>g e também da diferencial d^g/dagi, pode-se 

pensar na matriz \A\, sendo ela a diciplinadora dos cálculos dos coeficientes de sensibilidade. 

Além disso, esta matriz é a causa das dificuldades mostradas pelo método diferencial, devido 

a sua dependência explícita com os dados nucleares básicos. Como vai ser mostrado a seguir, 

vai ser dados os passos dedutivos para a construção da matriz \A\. A partir deste momento, 

estará sendo usada a seção de choque de absorção, aai, cfaii^az no lugar da seção de choque 

genérica Ogi devido a grande compUxidade das equação matmáticas quando se usa a seção de 

choque genérica. 

Na função para os coeficientes de sensibihdade dada pela equação 3.108, faz-se 

a expanção do somatório em g e 5', ou seja, fixa g com o valor 1 e faz-se o somatório em g' 

de 1 até 3, ou seja, em g = \ tem-se: 

CR \ daai [ 9í>i Jv daai 9Í>2 Jv dcai d^z Jv daai J J 

fixando, agora, g = 2 e variando 5' = 1,2,3, tem-se: 

„ aa2 r dCR \dCR f dí>i dCR 

^^^^ = CR L Ã ^ + [ - M r J v d ^ ' ^ ^ + 
í ^ a V + ' ^ f ^ d v ] \ (3.132) 

Jv daa2 aí>3 Jv daa2 J J ôí>i Jvdaa2 d^2 

Análogamente aos casos anteriores, fixa agora g = 2, e faz-se a variação de g' = 1,2,3, e 

encontre-se: 

„ _ cr„3 (dCR \dCR f d^2 dCR f d^3 

d^iJvdaas"" ' d^2 Jvdoaz^^ ^ 3(^3 Jvdaaz'^^ 

Com estas três equações, forma-se um sistema de três equações, onde nota-se a existência de 

três vetores e uma matriz, os quais podem ser escritos em uma forma mais sintetizada na 

forma matricial: 

S c k - ^ { D + G[A\ (3.134) 
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onde o vetor D é dado por: 

^ _ ÍdCR dCR dCR\ 

\ dcJal ' daa2 ' dUaZ 
(3.135) 

sendo que este vetor dá o termo de efeito direto na equação para calcular os coeficientes de 

sensibilidade. O termos de efeito indireto é dado por dois termos, o vetor G dado por: 

ÍdCR dCR dCR\ 
G = (3.136) 

e a matriz [^4], que é uma matriz ( 3 x 3 ) , com seus elementos de matriz em forma de integral 

é dada por: 

Jv<Íaa\ Jv<iaa2 ivddaZ ^ 

I T " «y 
•IV acTal 

Jv daa2 Jv dCTaZ 
(3.137) 

Jv d(Jal Jv d(Ja2 Jvd.aa3 

onde para facilidade de cálculos faz-se a matriz [A] da forma: 

Au Ai2 Ai3 

[A] = A21 A22 A23 (3.138) 

. A31 A32 A33 , 

Portanto, deve-se agora fazer cada um dos elementos de matriz da matriz [A], 

que são elementos de forma integral. Assim, fazendo o elemento A\\ tem-se: 

.4 , , = ^ d F (3.139) 

se agora substituir-se a diferencial dada pela equação 3.124 na equação 3.139, tem-se: 

Al l = / sin {B^z) Jo {Brv) -r^dV + / 0i eos {B,z) Jq ( S , r ) z ^ d V -
JV "CTal Jv « C a l 

(3.140) 

/ 01 sin iB,z) Ji (Brr) r—^dV 
Jv dGal 

Para maior facilidade de manuzeio das equações faz-se: 

^ 1 1 = h + l 2 ~ h (3.141) 
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onde os termos em I são dados por: 

h = I sin {B,z) Jo {Brr) 
Jv da al 

h= / 01 eos {B,z) Jo {B, 
Jv 

•r) z ^ d V (3.142) 

/3 = / 01 sin {B,z) Ji {Brr) r-^dV 
Jv 0.a al 

Assim, fazendo-se cada uma das integrais em I , primeiramente fazendo a 

integral Ji, onde, os Br e B^ são definidos como: 

ao 
Br = 

R 
(3.143) 

substituindo as equações 3.143 e 3.144 na equação 3.142 para / i , tem-se: 

-dV 
T /" . / T T \ / a o W 0 1 

Sendo o elemento de volume dV, para sistemas cilindricos, dado por: 

dV = rd.rdzd(p. 

Logo, a integral em Ii pode ser escrita da forma: 

/ i 
daai Jo 

ao 

-R' 

f TT \ 
dr i sin —z 

) Jo \H ) 

1-2-K 
dz / dip 

Jo 

(3.144) 

(3.145) 

(3.146) 

(3.147) 

a solução para a equação de Bessel e função seno estão dadas nas referencias /33,34/ , portanto, 

a solução para a equação Ji é dada por: 

(3.148) 
ao ' daal 

A solução para a integral de I2 é feita de maneira aáloga a feitas para a integral Ji, tendo 

apenas algumas constantes matemáticas de diferença. Portanto, para I2 tem-se: 

= ¿ ( I ) * R ^ ° ( T I O * R ™ ir)H"'^ <"^^' 
sendo, H dado por: 

e R sendo dado pela expressão: 

H = 2R 

B 

R \ / ( 2 , 4 0 5 ) ' + 7r2 

(3.150) 

(3.151) 
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a solução para a integral de I2 é dada por: 

, 2RH 
h = Ji (ao) 0] 

dB 
(3.152) 

ao.B d,aai 

também análogamente ao que foi feito para a solução de I2, com as mesmas transformações 

matemáticas, a solução da integral I3 é dada por: 

h = ^i¡^J^ ( ^ ^ ) ^""drl^ sin d z j \ ^ (3.153) 

assim, sua solução é dada por: 

(3.154) 
^ ARH ^ . . , 

= —rr-'i (aoJ «Pi
ão-B diTal 

Na integral para o termo de Ii tem-se a diferencial d(f)i/daa, esta integral 

também deve ser solucionada. Para fazermos esta integral devemos ter como valor para a 

expressão: 

01 = 
7 Í í i í ( S / i + S/2J + S /3 r ) 

diferenciando a equação 3.155 em relação a aai: 

d,ó^ d 

d.a, dOal 7 n i r ( S / i - f S /sJ + S p r ) 

(3.155) 

(3.156) 

esta diferencial pode ser escrita também da seguinte maneira: 

d.(f)i P \ 1 d ( l \ 

dcFal 7-^1 ("o) 

1 d 

( S / i + E / 2 J + S/3y)da„i \R^J 

1 

+ 

(3.157) 

R-^da^i \^(S/ i + E / 2 J + £/3"î )̂  

para facilitar o trabalho com a equação faz-se: 

d0i 
d d a i 

onde, define-se mi como: 

mi = 

= mi -F 7712 

1 d / 1 \ 

(3.158) 

(3.159) 
7 J i ( a o ) ( S / i + S / 2 J + S/3:i^)díT„i \R^, 

portanto, levando em consideração a definiçãos de R dada pela 3.151, as soluções para mi e 

7722 são dadas por: 

P 1 l dB 
mi = 

7 J i ( a o ) 2 i í í í ( S / i + S / 2 J + S/3l^)Bda„i 

usando a difinição de (pi a equação 3.160 fica da forma: 

1 dB 777,1 = 01 

(3.160) 

(3.161) 
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e para a definição de m2, tem-se: 

P 1 d 
777,2 = jJliao) daai l (S/1 + S /2J + S /3F) 

(3.162) 

e para 7772 tem-se: 

7772 = — 

7Ji (ao) 2RH (S/ i + S /2J + S/sY) 1 (S/i + S / 2 J + S/sF) 
(3.163) 

V. dJ ^ dY 
-daai dOal. 

análogamente ao que foi feito anteriormente para 777,1, usando a definição de (j) tem-se para 

777,2, a seguinte expressão: 

/ 

77ï,2 = - 0 1 
1 \ r 

S f 2 3 - f- S / 3 3 — 
dCTai ctcr„ij 

(3.164) 
y ( S / i + S / 2 j - F S / 3 y ) ^ 

para se ter uma relação de 777,2 paracida com Tni temos que colocar este termo também em 

relação a B, e para isto tem-se que fazer as diferenciais de J e Y . Sendo que J é definido como: 

j — _ ^ Xi 

e Y é definido como: 

«12 «12 LSl. 

•Sl 

para a diferencial de Y em relação a Uai, na sua forma geral, tem-se: 

dY d «22«11 - «21O12 

daal dUal L«23«12 - « 2 2 « 1 3 . 

portanto, fazendo a diferencial tem-se: 

dY l d . . xi 
3 = — 3 («22«11 — «21«12j õ 
daal Sl daal sf 

e o termo geral desta diferencial é dado por: 

d 

da, al 
( a 2 3 « 1 2 - « 2 2 « 1 3 ) 

(3.165) 

(3.166) 

(3.167) 

(3.168) 

d.Y 

daal Sl [ daa 

da22 daii dai2 d,a2i 
« 1 1 3 ^ «223 «21- ; «12-

'daal 

Xl 

12 
'1 L 

c!ai2 ^0,23 da22 
«233 1" « 1 2 3 «13 3 «22 

d(Tal 

dais 

' daal. 

(3.169) 

d^al ' daal daal daa 

a diferencial somente em termos dos elementos que se relacionam com aai é dada por: 

d.Y 

daal Sl [ d.aai 

sendo os elementos de matriz dados por: 

d,a22 d a n 
«11-; i- « 2 2 ' 

Xl da22 
2^-13 3 

d^ai J sf daal 

(3.170) 

«11 = -DiB^ + Sal + S50 ( l - . 2 ) + Ss0(1^3) - 6 i^ iS / i (3.171) 
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0,22 = -D2B^ + Sa2 + ^7,0(2^3) " ^1^2^/2 (3.172) 

a expressão final para dY, depois de ter-se substituido o ^ e 022 e feito as diferenciais, é dado 

por: 

dY „ „ s , S2 dB , 022 dSai 3̂ ĵ ^g) 

da, 
= -2B 

al 

S _^S2 dB ^ 022 dTiai 

[siY si\ daal Sl daal 

analogamente, a diferencial de Y com relação a aa2 é: 

dY 
= -2B 

s ^ S2 dB y dSa2 
(3.174) 

daa2 [{sif si\ daa2 {sif daa2 

e a diferencialde Y em relação a o"a3, levando em consideração o mesmo modo de solução para 

os dois casos anteriores, tem-se: 

dY 

daaz 
= -2B 

_{siY s i j daaz 

dB 

onde foram definidas as constantes, s, si , S2, como: 

s = (023012011 - 2aii022ai3 - 0210-12013) D2 

51 = 023012 - 022013 

52 = 022-^1 

e as constantes, y e . T I , como: 

y = 023012011 - 20ii0220i3 - 021012013 

Xl = aii022 - 021O12 

fazendo agora a diferencial de J tem-se: 

dJ d 

(3.175) 

(3.176) 

(3.177) 

o n _ oi3 / 011022 - Q21012 \ 

daal daaiV 012 012 V023O12O11 - 0,22013/ 

fazendo as diferenciais envolvidas na equação 3.178, tem-se : 

dJ ^ yi dan ^ y2 ^022 

daal t daal i daai 

substituindo as diferenciais de o u e 022 e fazendo um rearanjo matemático na equação, tem-se 

(3.178) 

(3.179) 

dJ 

da. 
= -2B 

al 

h t2 

t t 

dB ^yid^ai 

da. al t da. al 
(3.180) 

a diferencial de J em relação a aai é uma expressção análoga a equação anterior, a menos de 

uma constante. Assim, para a diferencial dJ/d,aa2 tem-se : 

dJ 

dT' 
= -2B 

a2 

h t2 

t t 

dB ^ y2 d.T,a2 

daa2 t daa2 
(3.181) 
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Análogamente faz-se a diferencial para J em relação a aas, e tem-se 

dJ 

d(Ta3 
= -2B 

t t 

dB 

dOaZ 
(3.182) 

onde foram definidas as constantes, t, í i , e Í2 como sendo : 

t = 023012012 - O 2 2 O 1 3 O 1 2 

ti = ( 023O12 - 2 0 2 2 0 1 3 ) Di 

*2 = ( 0 1 3 O 1 2 - O 2 2 O 1 3 O 1 2 O 1 1 -I- 0 2 1 0 1 3 0 1 2 0 1 2 ) D2 

onde as constantes, yi, e 7/2 foram definidas como sendo : 

yi = 0 2 3 0 1 2 - 20,22013 

2/2 = O 1 3 O 1 2 - 0 2 2 0 1 3 0 1 2 0 1 1 + O 2 1 O 1 3 O 1 2 O 1 2 

(3.183) 

(3.184) 

Como ja se tem todos os ingradientes para a solução dos elementos de matriz, podemos voltar 

à solução do elemento de matriz Au. Portanto, 

2RH ^ , ^ dcPi 2RH ^ , , ^ dB 4RH ^ , , , dB 
An = ——Ji ( « o ) 3 1 ^ Ji (ao) 91 -, 5-Ji ( « o ) 0i -

«o ' ' d.aai aoB 

isto pode ser escrito da siguinte maneira : 

daal aoB da, al 
(3.185) 

2RH d4i 2RH dB 
Au = Ji [ao) 3 ^Ji («o) h 3 

ao aaai ocoB aaai 

(3.186) 

assim, substituindo os valores de mi , m,2 , dJ e dY na equação par dcpi/daai, substituindo 

todo a expressão encontrada na equaç ão 3.186 e fazendo um arranjo matemático nesta 

equação, tem-se: 

i ^ ^ d B \ 2RH ^ , , , 
Au = 2Bni- + n Ji {ao)(pi 

daal J Oio 

onde as constantes n e ni são definidas como : 

n = 
''022 yi 

U i í ; ( S / 1 - F E / 2 J + S /3F) 

(3.187) 

(3.188) 

ni = 
1 52 

3 + - E/3 + 
\ t t ) 

- / 2 (3.189) 
(E / i + S / 2 J + S /3 :^) [ W i ' s i , 

análogamente pode-se encontrar os elementos de matriz A12 e y l i 3 que são dados pelas ex

pressões: 

, ^ „ dB \ 2RH , , , ̂  
^ 1 2 = 2 B n 2 3 + na Ji (ao) (pi 

daal J ao 
(3.190) 
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^ „ dB 2RH ^ , , , 
Aiz = 2Bni— -—Ji (ao) 0i 

daal "0 

onde as constantes 77,2, 77,3, e 77,4 são definidas como: 

77,2 = 

a constante 77,3 é: 

a constante 77,4 é: 

77,4 

: í s , S2\ (tl ^ t 2 \ • 

^ 3 = 1/2 y 

T^4J {Ef, + Ef2J + ^f3Y) 

1 

{Efi + Ef2J + Ef3Y) [\s¡^ Sl 
fs S2\ ^ fh Í 2 \ 

S / 3 + ( y + y l E / 2 

(3.191) 

(3.192) 

(3.193) 

(3.194) 
\ 7; T. / 

Os elementos de matriz .A21, A22, e A 2 3 são calculados de modo análogo aos 

elementos An, A12, e Aiz, sendo que o elemento A21 é definido como: 

aaax 
(3.195) 

usando o método utilizado para fazer o elemento An, o elemento A21 fica expresso por: 

(3.196) 
. 2RH dç&2 dB 

A21 = Ji (ao) -Ji ( ao )0R 
ao ' ' daal a o S 

como a diferencial em d,^2/daai é definida por: 

•d.a. al 

d,^2 
^ = 1 + 01 J 
daal a^ai daal 

dJ 

pode-se escrever a equação para A21 como: 

2RH _ . / , d0 
A2i = ^ J i ( a o ) J - ^ + 01^ , 

ao V d,aa.i daal/ cx.qB 

dJ \ 2RH ^ , , , dB 
Ji (ao) 01-

' d.aai 

(3.197) 

(3.198) 

usando as equações de d,<èi/d,aai , dJ/daai , e d,Y/daai inseridas na equação 3.198, e fazendo 

um arranjo matemático na expressão, tem-se para o elemento A21 a expressão: 

ír^r. dB 

A21 = 2B- pi+p 
\ daal 

onde os elementos p e p i , são definidos como: 

2RH 

aoB Ji (ao) 01 

Pi = 1 : ^ 2 + ' ^ i U — + ^ ) + 0 2 + 1 
2 ^ 2 0,12 t 

(3.199) 

(3.200) 

yi 
p= — - n 

f «41 _|_ Oi\ 

\ a i 2 t J 

análogamente pode-se escrever as expressões para os elementos de matriz 4̂22 e A 2 3 : 

/ „ d S \ 2RH ^ , , ^ 

A22= 2B-—P2+P3 5-J1 a o )0 I 

V «o-ai / aoB 

(3.201) 

(3.202) 

;0M1SSA0 NACIONAL CE E 
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dB 2RH ^ , , , 
A2Z = 2B- p4 5-J1 ao 01 

onde as constantes p2 , P3, e p4 são definidas como: 

P2 = 

para a constante pz tem-se: 

2^2 
-I- n2 

a n , oi 
+ — +02 + 1 

2/1 
P= — -nz 

0.12 t ) 

^«11 _̂  Oi^ 

vai2 í / 

(3.203) 

(3.204) 

(3.205) 

P4 = -
2^2 

-I- 714 
/" «11 , 01 

+ — +02 + 1 
Vai2 t J 

(3.206) 

Os elementos de matriz Az\, A32, e 4̂33 são calculados de modo análogo aos 

elementos v42i, ^22, e A2Z , sendo que o elemento Azi é definido como: 

^31 = / ^ d V (3.207) 
Jv daal 

usando o método utilizado para deduzir o elemento A21, o elemento 4̂31 fica expresso por: 

(3.208) 
2RH ^ . .d,^z 2RH ^ , . ^ d B 

Azi = ——Ji {ao) ---—Ji {ao) 0i-
ao " " daal OíoB 

como a diferencial em d.^z/daai é definida por: 

d$3 ^ # 1 ^ , dY 
1— = ^ 1 — + 0 I : Í — 

daal à.aai daai 

pode-se escrever a equação para Azi como: 

d<7, a l 

2RH ^ , , / , # 1 , dY 
Azi = Ji {ao) Y-^ + 0 1 -

ao \ díTai aaai 

2RH dB 
-Ji [ao) 01-

(3.209) 

(3.210) 
a o B ' ^^daai 

usando as equações de dcpi/daai , dJ/daai , e dY/daai inseridas na equação 3.210, e fazendo 

um arranjo matemático na expressão, tem-se para o elemento Azi a expressão: 

/ „ dB \ 2RH ^ , , , 
^31 = 2B- P5 + P6 — ( « o 01 

V daal ) aoB 

onde os elementos ps e pe, são definidos como: 

P5 = 
( 1 01 

(3.211) 

(3.212) 

, «22 , A 
P%=\ + n 

Sl 

21 

t 
(3.213) 

análogamente pode-se escrever as expressões para os elementos de matriz Az2 e ^33: 

í ^ r . dB \ 2RH ^ , , ^ 
Az2 = 2B- p7 + Ps —Ji {ao) 01 

V daal / oioB 
(3.214) 
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dB 2RH ^ , ^ , 
Azz = 2B-—pQ—— Ji (ao) 01 

daal OLQB 

onde as constantes pj , ps, e pg são definidas como: 

para a constante ps tem-se: 

/ 1 
P7 = 

Ol 
2 ^ + n 3 J y + 03 + l 

, 022 , \ Ol 
P8= \ + "'2 — 

(3.215) 

(3.216) 

(3.217) 

[A] = 

P9 = 
( 1 Ol 

2 B 2 + " ' V T + "^ + ^ 
(3.218) 

Com o calculo destes elementos de matriz a matriz [̂ 4] é dada pela matriz: 

dB dB dB 
2Bni- + n 2Bn2- ng 2^77,4-

daai 'da, al daal 

d,B d.B d.S 
2B-—PI+P 2B-—P2+P3 2B-—P4 

daal "(Tal (¡'(Tal 

^ dB dB dB 
2B-—p5 + P6 2B- p7 + P% 2B-—P9 

daal (¡'(Tal (¡'(Tal 

2RH 

aoB 
Ji (ao) 01. (3.219) 

Esta é a matriz [A] que estava sendo procurada para resolver o problema 

para os coeficientesde sensibilidade. Portanto, com a solução desta matriz, deve-se agora 

procurar a solução da matriz do método adjunto para mostrar a igualdade dos dois métodos, 

diferencial e adjunto, para que com esta igualdade poder mostrar também a igualdade com 

método combinado, no qual se faz R = ^g. 

3.4 Método adjunto 

Para calcular o termo de efeito indireto via teoria de perturbação generalizada, 

os fluxos diretos e adjuntos, $(f, z) e rt(f, z), respectivamente, devem ser calculados a partir 

das equações diretas e adjuntas. A equação: 

In = (3.220) 

esta equação corresponde ao termo de efeito indireto. Não serão considerados parâmetros 

integrais dependentes do fluxo adjunto $ t 
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3.4.1 Fluxo adjunto generalizado 

Para que se possa calcular o coeficiente de sensibilidade via teoria de pertur

bação, primeiramente, tem que se calcular o fiuxo adjunto genertalizado, pois o fiuxo direto já 

foi calculado anteriormente. Para isto, toma-se a equação diferencial adjunta não-homogênea 

generafizada dada por /13 / . 

Ltrt = 
ÕR 

(3.221) 

onde colocando em termos das seções de choque tem-se: 

-v^DgVl {O + Ep SagFt (e) -I- E ^ i i s ,o( , '^ , ) r t (o = 

s,o(g^g')rt (O + vgiifg Eg' xg'rl' (O + gj, (eO 

onde Qg, é dado por: 

ÕCR 

(3.222) 

(3.223) 

A solução da equação linear não-homogênea adjunta para o fiuxo generalizado, de segundo 

grau, é da forma: 

r t ( 0 = rt^ + FÍ^(0 (3.224) 

onde rj,g é a solução particular e FĴ ^ (Ç) é a solução da equação homogênea. Considerando 

Fpg, constante, tem-se: 

^'^¡rl, (O = o 
portanto, a equação 3.222 fica da forma: 

J2 '^ag^lg, - E ^sO{g^g')^lg " ''g^fg E Xg''^lg' = 
9 g' g' 

dCR 

(3.225) 

(3.226) 

considerando g variando de 5 = 1,2,3 encontra-se o sistema de três equações: 

pai - Xlí^lS/ l] F^j + S,o(l^2) - Xlí^2S/2 r p 2 t -

r t -9CR 

-X2l^l^flTl + [Ea2 - X2!^2S/2] FL + (3.227) 

Ss0(2^3) - X2í^3S/3 
rt _ dR 

-X3í^lS/ i r J i - X3Í^2S/2rj2 + [Sa3 - X3Í^3S/3] F̂  = 
dR 

a$3 
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As equações 3.227 formam um sistema de três equações com três incógnitas e 

pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma: 

^ 1 1 bi2 bi3 

^21 ^22 ^23 

, ^31 ^32 , 

t > 
p l 

rt 
V 2 

rt 
V ^ p 3 

ÕR 

ÕR 

(9*2 

ÕR 

a$3 

onde a primeira linha da matriz tem como elementos de matriz: 

^ 1 1 = S a l - X l í ^ l S / l 

^12 = S30( l_»2) - X l ' ^ 2 S / 2 

^13 = S s 0 ( l - » 3 ) - Xlí^3S/3 

e a segunda linha da matriz tem como elementos de matriz: 

^̂ 21 = - X 2 Z ^ l S / i 

¿22 = S a 2 — X 2 í ^ 2 S / 2 

¿23 = Ss0(2->3) - X2t '3S/3 

e a terceira linha da matriz tem como elementos de matriz: 

¿31 = - X 3 i ^ i S / i 

¿32 = - X 3 ^ ' 2 S / 2 

¿33 = S a 3 - X 3 2̂ 3 S / 3 

portanto, o sistema de equações, agora, é escrito da forma: 

¿nrt i + oi2rt2 + o i 3 r l 3 = 
dR 

P3 - Q^^ 

¿ 2 i r t i + Ò 2 2 r t 2 + ¿23rt3 = p3 
ÕR 

Ô $ 2 

¿3irj,i + ¿32rt2 + ¿33rt3 = ^ 

(3.228) 

(3.229) 

(3.230) 

(3.231) 

(3.232) 
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Resolvendo o sistema de equações, para F^^, e Encontra-se um novo sistema de três 

equações em õR/d^g dado por: 

ÕR 
f L = Bl 1 ^ + B i 2 ^ + Bi3 

ÕR 

'd^2 
dR 

t ^ ÕR ÕR ÕR 
(3.233) 

ÕR dR dR 
^ Í 3 = ^ 3 1 ^ + B 3 2 ^ + B33-^^^ 

portanto, do sistema de equações 3.233 encontra-se uma nova forma matricial desta equação 

dada por: 

Bn Bi2 Bi3 "j 

B21 B22 B23 

IB31 B32 B33J 

dR 

dR 

9í>2 
3R 

9$3 

rt 
lp2 

-t 
•P3 

(3.234) 

onde os elementos de matriz B n , B12, e B13, tirados da primeira linha da matriz [B] 3.234, 

são dados por: 

Bii = 
ei 

62 + 63 

B12 = 
64 + 65 

62 + 63 
(3.235) 

Bi3 = — -
66 

6 2 + 6 3 

onde os elementos de matriz B21, B22, e B23, tirados da segunda hnha da matriz [B] 3.234, 

são dados por: 

B21 = 
g 

(62 + 63) 

B22 = 
(62 + 63) 91+92- 93 

61 (62 + 63) 
(3.236) 

B23 = — 
54 

61 (62 + 63 ) 

os elementos de matriz B31, B32, e B33, tirados da terceira equação do sistema 3.233, são 
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dados poi

sai = 
^ 1 

62 + 63 

^32 = + 
^2 + dz 

61 ( 62 + 63 ) 

B33 = - -
(¿4 

61 (62 + 63) 

onde as constantes ei , 6 2 , e 6 3 , que vão dar o valor de Bn, são definidas como: 

61 = Ò22 (¿33^22 - ¿32 ¿23) 

62 = (¿33¿22 - ¿32¿23) ( ¿ 2 2 ¿ 1 1 + ¿21¿12) 

63 = (¿12¿23 - ¿22¿13) ¿32¿21 

as constantes 64, 6 5 , e ee, que vão dar o valor de B12 e B13, são definidas como: 

64 = ¿12 (¿33¿22 - ¿32¿23) 

65 = ¿32 (¿12¿23 - ¿22¿13) 

66 = ¿22 (¿12¿23 - ¿22¿13) 

a constante g,que dá o valor de B21 é definidada da siguinte forma : 

g = ¿21¿32¿23 

(3.237) 

(3.238) 

(3.239) 

(3.240) 

as constantes 51, 52, e 53, que vão dar o valor de B22 são definidadas da siguinte forma: 

91 = ¿33 ¿22 - ¿32 ¿23 

92 = ¿21 ¿21 (¿33¿22 - ¿32¿23) ¿23¿32 

93 = ¿23¿32 (¿12¿23 - ¿22¿13) ¿21¿32 

a constante 34 que vai dar o valor de B23 é definidada da siguinte forma: 

94 = ¿23¿12 (¿12¿23 - ¿22¿13) ¿22¿23 

e a constante di, que vai dar o valor de ^ 3 1 é definida da forma: 

(3.241) 

(3.242) 

di - ¿22¿32¿21 (3.243) 
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e as constantes d2, e d^, que vão dar o valor de B32 são definidas da forma : 

¿2 = ¿22^22 (¿12^23 - ¿22^13) ¿32^21 

dz = —¿22^32 (¿33^22 — ¿32^23) ¿21^12 

e a constante £¿4, que vai dar o valor de B33 é definida da forma : 

flÍ4 = -¿21^22 (¿12^23 - ¿13^22) ¿32^32 

portanto, a equação generalizada para em sua forma matricial é dada por: 

P9 

ÕR 

onde: 

ÕR 
-iT 

ÕR dR ÕR \ 

(3.244) 

(3.245) 

(3.246) 

(3.247) 

Este é o cálculo da solução particular para F^^ {^), na sua forma matricial e generalizada. 

3.4.2 Solução da equação geral 

Faz-se uma expansão de Thgir, z) numa série dupla em função seno e função 

de Bessel: 

^h.g{r, Z) = 2^ Am,nJn ( " õ " 
m,n \ / \ 

/ m,TTZ \ 

/ 
(3.248) 

onde ao é o primeiro zero da função de Bessel. Demonstra-se imediatamente que Thg (r, z) é 

solução da equação homogênea. Portanto, tem-se como solução que: 

íOLnr\ . fm-Rz\ 
V^, (f, z) = Ft^ + E Am,nJo ( ^ ) Sin 

m,n \ -n. / \ 

aplicando as condições de contorno. 

H 

T\g, {R,Z)=TI, ( r , B ) = 0 
gg' 

tem-se: 

ou 

4 g + Y.AnJo («n) sin 
m-Tiz 

i r 

sm 
H 

(3.249) 

(3.250) 

(3.251) 

(3.252) 
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que é a expansão de um constante em termos de função seno, fazendo agora z = H, tem-se: 

'aor\ 
+ rt E Arr^Jo sin (nTT) = 0 (3.253) 

ou 

(3.254) r l = -rl,Y.AmJo[^]sm{nn). 

Utilizando propriedades de ortogonalidade das funções de Bessel/33,34/ tem-

se imediatamente que: 

4 í f 

pg 1 + E n7r2i?ao J„+i (ao) V R 

esta equação pode ser escrita na forma matricial, como: 

^ ( \ . / ra-KZ \ 
Jo I sm 

V H j 
(3.255) 

mas rt 
^pg 

é dada por: 

rt 
^pg 

Q„r \ / rrmz \ 
sm „ 1 

^ nm'^RaoJ-a^x ( q o ) \ R ) \ H 

[Bf 

(3.256) 

rt • 
' dR ' 

p9 
(3.257) 

Portanto, 

dR 
[Bf 1 + E T^—j T ^ - ^ o ^ sin — - 3.258 

Jn+\ (ao) 

esta é a equação para o ñuxo generalizado, dado pelo método adjunto, para o cálculo dos 

perfis de sensibilidade. 

3.4.3 Cálculo de dLg/dag, 

A equação diferencial linear dada pela equação 3.222, tem o valor de Lg, dado 

por: 

Lg = - V ^ D g + E + E SsO(p'^,) - Xp E ^ 5 ' S / 9 ' 

g g' g' 

Portanto, fazendo as derivadas para Li, L2 e L3, e substituindo V^̂  por B^, tem-se, 

dL^ „ dB"^ dT,ai c^SsO(i-^2) d,T,gO(i^3) 

(3.259) 

da, 

Xl 

1 ^ o-n 
- = -Di-— + 

da gi dag, + dag' 

d.T,fi dEf2 dS/3 

+ dan 

(3.260) 

da. da, g' da. g' 
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para L2 tem-se, 

dL2 „ d.B'^ í/E„2 , c?S^o(2^3) 
= —JJ2- 1 ; 1-

da. 'dugi dag, da„ 
-X2 

dS/i dT,f2 , dû/a 

diT„ dan 

e para La tem-se, 

dLs 

dan 

^ dB^ , dEaa 

dan, dan 

dTifi dT,f2 dT,f3 

dagi dagi dagi ' g' '^O g, ao g, 

onde os dLg/dagi^g podem ser escritos na forma matricial seguinte: 

(3.261) 

(3.262) 

í 

dai 
dai 

dLs 

dai 

dagi 
= 

dLi^ 

da2 ^ 
— $ 2 
da2 

dLs 

da2 

l 3—$1 
das 

— $2 
das 

dLs 

das 

que vai ser chama de matriz [D], da forma, 

[Df = 
dLg 

$ 3 

$ 3 

$3 ) 

(3.263) 

(3.264) 

onde o operador foi substituido por B'^. A solução deste método então fica na dependência 

da avaliação do termo indireto. 

3.4.4 Cáculo do efeito indireto, método adjunto 

No formalismo multigrupo o efeito indireto para cálculo dos coeficientes de 

sensibilidade é dado por: 

^ /• ^ dLg fS (tl' 

In = Y.j^l (^"'> ^) ) % Z) dV (3.265) 

onde o fluxo adjunto generalizado F^^, (f, z), é dado pela equação 3.258 e o fluxo real $g (f, z) 

é dado pela equação 3.121. 

Portanto, substituindo os valores encontrados para o fluxo adjunto generali

zado e para a diferencial do operador de Boltzmann, a integral torna-se: 

V 

ÕR 
1 T 

[Bf 
y—^ AH ínaQr\ Ím.-Kz\ 

(3.266) 

[Dfjo{^)sm{^)dV 
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fazendo a transposição de [D] tem-se que: 

1 T 

/. = / 
•Iv 

ÕR 
1 + E 

AH 

m.Tv'^RaoJo (ao) 
Jo 

( n a o r \ . /m'nz \ 
— s m —-— 
R ) \ H ) 

(3.267) 

J o ( ^ ) s i n ( f ) d y 

Portanto, sendo a solução da integrais/33,34/, onde somente os resultados para m = 1 vai 

ser de interesse, dada por : 

' a o r \ . ('nz\ ARH 
I Jo Jv 

\ 
sin 

/ [HJ 
dV = 

ao 
-Jo (ao) (3.268) 

e a solução para a integral/33,34/, a qual dá a ortogonalidade do sistema, tem-se como 

resultado, 

/ aor\ f Jo Jv V R J H 

7rz\ aor 
sm I — 1 Jo 

\ (•KZ\ 
sin 

[HJ / [HJ 
dV = ^[Jo{ao)r^ 2 „ 2 (3.269) 

portanto, evidenciando os termos nas funções senos e Bessel, tem-se a solução para o termo 

de efeito indireto via método adjunto, dada por: 

Em,n 

ÕR 

AH 

[Bf [Df \ í 

f T f^or\ 

J o ( ^ ) s i n f ^ ) d F + 

7r2iíaoJo(ao)7v'^"V R )^'''[H^'^° 

f -RZ 

H 

aor\ . TXZ 
— sm -Tj\dy 

\ R J \H 

(3.270) 

se agora chamarmos 

[C] = [Bf [D]' (3.271) 

tem-se para os perfis de sensibilidade que: 

T 

Ir,.= 
ÕR 

d^g{p) 

í apr 

\ H ) H.lv'^\-R 

TT^RaoJo {^•Iv'^' ( i r ; yiíj 

dV 

(3.272) 

AH Í7rz\ 
Jo 

aor\ . / TTZ 

~R^) ^ 
sm H 

dV 

Esta é a solução analítica para o termo indireto via teoria da perturbação generalizada, pelo 

método adjunto. Para calcular numéricamente os resultados dos perfis de sensibilidade tem-

se que calcular os elementos da matriz [C\ e os valores numéricos da integral que envolve o 

cálculo. 

Substituindo os valores das integrais na equação 3.272 e fazendo um arranjo 

matemático encontra-se o seguinte resultado para o termo de efeito indireto : 

•/HH 
(3.273) 

ÕR 
[C]^Jo{ao) 

ao 
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ou seja : 

'Bn B12 Bi3 • 
T 

í 1 * 1 3 *2 
aoai 

dU 

d(Ta\ 

In = 
' ÕR 

T 

B21 B22 •S23 #1 3 *2 
dLs 

d(Ja2 

. Bsi B32 B33. l 3 $1 3 $2 
dLs 

dOaS 

-*3 1 

.$3 J 

ao 
Jo (ao) 

(3.274) 

o que também mostra que a matriz [C] pode ser escrita como : 

• B n B12 Bi3 ' 
T 

j 01 
^ ¿ 2 ^ 

d(Ti 

dLs 

da\ 

[C] = B21 B22 B23 
dcr2 

^^2 . 

da2^^ 

dLs 

da2 

.B31 B32 B33 , , 02 
dcrs 

dLs 

das 

-03 " 

|-03 

-03 . 

(3.275) 

que é a forma da matriz [C] a qual vai dar a igualdade entre o método adjunto e o método 

diferencial. Resolvendo a matriz substituindo os valores dos termos dLi/daí a matriz [C] 

passa a ter a seguinte expressão: 

dB dB dB 

[C] = 

k2B- h ki k22B- h ks ki2B-— + k. 
da 

dB 

da\ 

dB 

d,a\ 

dB 
kç,2B— + A:7 ks2B—- + kg kw2B-— + kn 

da2 da2 da2 

^(IB , , ^^dB , , ^^dB , 
{ki22B— + kis ku2B— + ki5 ki62B— + kiy 

das das das 

onde, na primeira linha da matriz tem-se para o elemento Cn, o valor: 

Cn = -BnDas - B21Í52J73 - ^31^3^73 + B n 

onde tem-se que os elementos Y%k\ são definidos como: 

k = - B n í ? i 7 3 - B2iD2J'y3 - BsíDsYjs 

ki = Bn 

(3.276) 

(3.277) 

(3.278) 
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as constantes 73, 73 e 73 são definida como; 

71 = /31D1D3 + 03AE -I33ZU- P4D1E + P4AD3 

72 = PiDiD2 + PsAC - P3VT - (3iDiC - 0^02 (3.279) 

73 = 01D3D2 + I33CE - 133WX - P^DsC - l3iED2 

sendo que as constantes A, E, Z, U foram calculadas neste capítulo nas primeiras seções, e 

as constantes f3i, 03, e P4, que também são constantes criadas para facilitar o manuseio das 

equações que são bastante grandes e contendo grande número de termos, são definidas como: 

O N 

'9M^ 'QM ^ 3 M 2 

PA = Q;277TT - 0:1: 

(3.280) 

' 3 M '6M 

sendo que as constantes N, M,e O foram calculadas neste capítulo nas primeiras seções, e as 

constantes q i e «2 são definidas como: 

a i = - -

-q-{^'+p') 
è l - 3 1 

-q-{q^ + p^) 

«2 = 2 -1 + {Q' + P') '\ {q' + P )̂ - ^ [-q - [q' + p') ' \ (f + P^) p' 

(3.281) 

ainda na primeira linha da matriz tem-se para o elemento C12, o valor: 

C12 = - B 1 2 D 1 7 3 - S22B2 J73 - B32D3Y-13 + -Bii 

sendo que os elementos k2 e ^3 são definidos como: 

k2 = -BuDiJs - B22D2J^3 - B32D3YJ3 

k3 = Bn 

e o elemento C13, ainda na primeira linha da matriz , tem o valor: 

(3.282) 

(3.283) 

Ci3 = -B13Í3173 - B23£>2 J73 - B33D3Y-f3 + Bn (3.284) 
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sendo que os elementos ki e k^ são definidos como: 

h = -BuDi'jz - B23D2J-f3 - BzzD-iY-iz 

h = Bu 

na segunda linha da matriz tem-se para o elemento C21, o valor: 

C21 = - B i i L » i 7 i - B21D2JJ1 - BziDzY-ii + 522 

sendo que os elementos k^ e k-j são definidos como: 

k& = - B 1 1 D 1 7 1 - B21D2J-Í1 - BziDiY-ii 

h = B22 

ainda na segunda linha da matriz tem-se para o elemento C22, o valor: 

C22 = -BuDi-fi - B22B2 J71 - B32DzY^i + B22 

sendo que os elementos e fcg são definidos como: 

ks = -BnDi-fi - B22D2J11 - BZ2D3Y-Í1 

kg = B22 

e o elemento C23, ainda na segunda linha da matriz , tem o valor: 

C23 = -BnDi-ii - B23D2J71 - BssD^Y^i + B22 

sendo que os elementos A;io e ku são definidos como: 

kio = - B 1 3 D 1 7 1 - B23D2JJ1 - B33L»3y7i 

^11 = B22 

na terceira linha da matriz tem-se para o elemento C31, o valor: 

C31 = - B 1 1 D 1 7 2 - B21D2J12 - B31D3YJ2 + B33 

sendo que os elementos ki2 e A;i3 são definidos como: 

k-12 = - B 1 1 B 1 7 2 - B21D2J72 - jB3iD3y72 

ki3 = B33 

(3.285) 

(3.286) 

(3.287) 

(3.288) 

(3.289) 

(3.290) 

(3.291) 

(3.292) 

(3.293) 
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ainda na terceira linlia da matriz tem-se para o elemento C32, o valor: 

C32 = -Bi2Í? l72 - B22D2JI2 - Bz2D3Y'-f2 + B33 

sendo que os elementos kn e ki^ são definidos como: 

ku = -Bi2Di-f2 - 5221^2^72 - ^ 3 2 1 ) 3 ^ 7 2 

kl5 = B33 

na terceira linha da matriz tem-se para o elemento C33, o valor: 

C33 = - B I 3 Í : ' I 7 2 - B23£>2 J72 - B33D3Y'y2 + B33 

sendo que os elementos kiQ e ku são definidos como: 

kiQ = -B13D1J2 - B23D2JJ2 - B33D3Y-y2 

kn = B33. 

(3.294) 

(3.295) 

(3.296) 

(3.297) 

Portanto, com estes valores fica definida a matriz [C], para o cálculo dos coeficientes de 

sensibilidade, para o método adjunto, via teoria da perturbação generafizada. 

3.5 Igua ldade ent re os m é t o d o s diferencial e A d j u n t o 

3.5.1 Igua ldade d o s t e r m o s d e efei to d i re tos 

a - M é t o d o diferencial 

Quando se faz a diferencial de C R em relação a Ugi com C R sendo dado por: 

CR = 

tem-se partindop da equação 

(3.298) 

dv du 
u— V-

dCR _ ÕGgi dagi 
dagi 

(3.299) 

•OMISSÃO NACiCNAL CE ENERGÍA N U C L E A R / S P IP£'V. 
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que a diferencial de C R com relação a cr„/ é dada por: 

dCR 

d(Ja' + 

r DN-25 /• (3.300) 

que é a formula para o efeito direto para o método diferencial, calculada para CR, ou seja 

para a taxa de converção de reatores nucleares. 

b - Método adjunto 

Considerando agora, o parâmetro integral de um reator, R , como a razão 

homogênea bilinear dada por: 

R = (3.301) 

Fazendo uma longa manipulação matemática como foi feito anteriormente 

chega-se a equação para os coeficientes de sensibilidade para o método adjunto. A parte 

dos termos de efeito direto desta equção é dada por: 

dR dHi S(e) 
* (I) rff/*^ (O [s (I)] $ (I) de+ 

j $t (tj Hi [S [i)] * (I) dtj $t (I) 
dH2 S © 

(3.302) 

|#t(ê;)^2p(e-)]$(elde 

donde, levando em consideração o parâmetro que esta sendo usado para os cálculos, ou seja, 

a taxa de reação para o reator nuclear, tem-se que: 

ÍHi [S] ^gdV = /a t^V^s „$;'dy (3.303) 
Jv Jv 

e também, para a diferencial de H\ em relação a Ogi tem-se: 

L 
djhm.n 

da'g ^ 
dV 

-L 
28 
da' 

dV (3.304) 



64 

e para o operador H2 tem-se que: 

Jv Jv 

e também, para a diferencial de H2 em relação a ¡jg' tem-se: 

(3.305) 

L 
dH2[n^ 

dV= [ 
Jv 

,28 
dV (3.306) 

substituindo os valores da equações 3.303, 3.304, 3.305, e 3.306 na equação 3.301 tem-se como 

solução para esta equação, depois de algumas manipulaões matemáticas : 

g,„ g„ g,„ dOg' 

ÕCR 

daa' 

,. ^^28 „ 

N'' E / ^H^dVaf^a,'"dvN'' E E - i f ^ /^A^d. 
^111 J I, ^111 ü,a a' J 

N^^j%„aZ^g„d,vN'' E /%"'(rld'V (3.307) 

2 -
{N^Y:g"'<rl%,g"'^g', 

Se agora confrontar-se as equações 3.299 e a equação 3.307, colocando-as frente 

a frente vai se notar que elas são rigorosamente idênticas, o que implica em dizer que a parte 

dos termos de efeito diretos do método diferencial é igual a parte do efeito direto do método 

adjunto. 

3.5.2 Igualdade dos termos do efeito indireto 

Anteriormente foram calculadas as matrizes [A] para o método diferencial e a 

matriz [C] para o método adjunto, que são as soluções para os termos de efito indireto para 

estes dois métodos. Estes termos de efeito indireto são, o termo de efeito indireto do método 

difrencial Z i e para o método adjunto I3, dados por: 

Zi = G[A] 

onde os termo, G é um vertor dado por: 

/dCR dCR ÕCR 
G = 

\ ô $ i ' d^2 ' d^3 

(3.308) 

(3.309) 

e a matriz [A] é dada por: 



e s 

[A] = 

•dV 
V dOal Jv d,aa2 Jv d.da'i 

" d,^2 / • / • d^ 

dy^ 

f ^ d V i ^ d V i ^ d V 
Jv daal Jv daa2 Jv daaZ 

f ^ d V l ^ d v i ^ d v ] 
Jv äaai Jv daa2 Jv " C a 3 

2nH 
Jo {oco) (3.310) 

'Bn B12 Bi3-
T 

Í 1 ^1 - $ 2 1 *3 
daal 

T 

I3=G B21 B22 B23 X $1 
ä(Ta2 

dL2^ 
- $ 2 

äaa2 daa2 
—Jo{ao) (3.311) 

. B31 B32 B33. [ -j * 1 
daas 

, $2 
daa3 daa3 

onde a matriz [C] é dada por: 

•Bn B12 Bi3 • T 
í r ^ ' 

daal 

dL2^ 
- $ 2 : í — * 3 

daal 

T 

B21 B22 B23 
dLi^ 

daa2 
, *2 

aaa2 
3 *3 
acra2 

(3.312) 

. B31 B32 B33. , $2 
daaa, 

^^^3^3 

CÍf̂ a3 

e a forma matricial do termo de efeito indireto para o método adjunto fica da forma: 

Cn C12 Ci3 

/3 = 
dR 

C21 C'22 C-̂23 
2RH 

ao 
Jo (ao) (3.313) 

C31 C32 C33, 

A condição para a igualdade dos dois métodos, diferencial e adjunto, impõe 

que tanto os termos de efeito direto como os termos de efeito indiretos sejam iguais para 

os dois métodos. Na seção anterior mostrou-se a igualdade dos termos do efeito direto, que 

por serem derivadas diretas não trouxe nenhum problema nos seus cálculos. Agora, vai ser 

construida uma operação matemática com um grau de dificuldade maior, para mostrar a 
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igualdade dos termos do efeito indireto, os quais já foi dito anteriormente, são as causas da 

dificuldade destes dois métodos. 

Assim, como o termo õR/d^g são iguais para os dois métodos o que resta 

a fazer agora, é mostrar a igualdade entre as duas matrizes [A] e [C] dos termos do efeito 

indireto para o calculo dos coeficientes de sensibilidade, para os métodos diferencial e adjunto, 

respectivamente. Portanto 

(Au il2 113 

A21 A22 A23 

' Cu C\2 Cl3 " 

C2I C22 C23 (3.314) 

, A31 A32 A33) [ C31 C32 C33 , 

Para que esta igualdade seja feita, tem-se agora que mostrar a igualdade de cada elemento de 

matriz da matriz [A] com cada el;emento de matriz da matriz [C], de Índices iguais, ou seja 

^ 1 1 = Cu,Ai2 = C12, • • • ,A33 = C33. Assim, para se fazer esta igualdade, vai ser mostrado 

aqui o cálculo para os elementos de matriz Au = C n , pois para os demais elementos o 

cálculo a ser feito é análogo ao cálculo que aqui vai ser feito para os dois elementos de matriz 

propostos. 

Se esta se propondo fazer: 

^11 = C 11 (3.315) 

Então, se substituirmos estes dois elementos de matriz pelos seus reaspectivos valores, encontra-

se: elementos de matriz. 

ni73 + n = k-f3 + ki (3.316) 

que são os valores dos dois respectivos elementos de matriz. 

Como todos os elementos de matriz tanto da matriz [A] quanto da matriz [C] 

tem sua formas fracionárias do tipo: 

Cia + «6 
Aij — 

para a matriz [A], e 

Cij — 
Ca + Cb 

(3.317) 

(3.318) 

para a matriz [C], vai ser feita aqui uma forma de igualdade de forma genérica que satisfaz 

a todos os elementos de matriz, tanto da matriz [A] quanto da matriz [C]. E só substituir os 

valores dos elementos a'^ e c'* pelos seus valores dos elementos de matriz correspondentes, na 

equação resultante final para a igualdade das duas matrizes, e tem-se cada um dos elementos 
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de matriz na sua forma de origem. Assim, usando os valores de n e ni dados pelas equações 

3.188 e 3.189e os elementos ke ki dados pela equação 3.278e para estes dois últimos elementos 

atribuindo os valores de B n , i?2i, B31 dados pelas equações 3.235 e 3.236, e a igualdade da 

equação 3.316 fica da forma fracionária, que para facilidade do manuseio das equações será 

escritos da forma: 

Ti = (3.319) 

e para o elemento Ti tem-se: 

T2 = (3.320) 

portanto, agora pode-se fazer as relações matemáticas que dão as provas da igualdade dos dois 

elementos de matriz. O elemento Ti do método diferencial será multiplicado pela unidade da 

forma: 

ag + ab I {ag + ab) {cg + Cfe) açCç / Q Q O I \ 
•̂ 1 = \ 1 ; w ; ^ (3.321) 

Oc V + ^Í») [Cg + Cb) flcCc 

usando as propriedades de raiz quadradas para este elemento, a sua equação fica da forma: 

1 i i i 
ag + üb jüg - üb) ^ ( c g + Cb) ^ al Ce 

Ti = — j (3.322) 

'^'^ [ag-ab)^{cg + Cb)-^alcl 

fazendo as operações matemáticas indicadas para o elemento (a^ -|- a,b) ¡o.^ a equação 3.322 

fica da forma: 

Ti = (-^--»)'Hca + Cb)^cl ^3323) 

{cg + cb)^alcl 

se agora multiplica-se novamente a equação 3.323 pela unidade, da forma: 

1 1 1 _i. - i 
^ (gg - ab) ^ {Cg + Cb) ^ el {Cg + Cb) 4 4 
i l = _ i _ i (3.324) 

(cg + Cb) 2 al el {cg + Cb) 4 Ce •* 

fazendo as operações matemáticas indicadas na equação tem-se a equação final de Ti dada 

por: 

Ti = + (3.325) 

al el 

Análogamente, vamos fazer as mesmas operações com o elemento T2 do método 

adjunto, sendo assim, tem-se: 

T2 = ^"-^^^ / (q-g - a-b) [cg + Cb) açCç ^ 

^ Cc V ~ ^b) (Cg + Cb) flcCc 

usando as propriedades de raiz quadradas para este elemento, a sua equação fica da forma: 

1 1 i i 
Cg + Cb {ag - ab) 2 ( c g + Cb) 2 al d 

i2 = — 1 1 1 1. (3.327) 
" {aa-ab)^ {cg + Cb)^ a l d 
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fazendo as operações matemáticas indicadas para o elemento (ca + Ch) / cc a equação 3.327 

fica da forma: 

T2 = 
1 i. i 

se agora multiplica-se novamente a equação 3.328 pela unidade, da forma: 

(3.328) 

T2 = 
{Ca - Cb) 2 (Oa + üb) 2 al {aa + ab) 

1 1 i 
(tta -I- ab)2 aid 

1 _ i (3.329) 
(tta -I- ab) 4 ttc 

fazendo as operações matemáticas indicadas na equação tem-se a equação final de T2 dada 

por: 

T2 = 
{aa - ab )^{Ca + Cb)^ 

alcÍ 
(3.330) 

Como pode ser notado, os elementos de matriz em sua forma genérica, vem em termos de raiz 

quadrada, sendo esta condição para eliminar a forma quadrática dos elementos de matriz que 

vai aparecer, devido a igualdade dos elementos. Fazendo agora a comparação dos elementes 

Tl e T2, será constatada a igualdade destes dois elementos, portanto, a matriz para os dois 

métodos pode ser escrita como: 

' Tii T12 Ti3 

[A] = [C] = [T] = T21 T22 T23 (3.331) 

. T31 T32 T33 

Assim, com esta matriz fica provada a igualdade dos dois métodos, ou seja, 

que o método diferencial é igual ao método adjunto. Fica aqui registrado mais uma vez que 

os demais elementos das duas matrizes serão construidos análogamente qo que foi feito para 

os elementos A\i = C u , e assim se constrói todos os elementos para a matriz [T] que a matriz 

única para o s dois métodos. 

3.6 Parâmetro integral R igual a $ 

Para calcular o coeficiente de sensibilidade quando faze-se o parâmetro inte

gral R igual í>, os fluxos diretos e adjuntos, $ ( f , z) e T\r,z), respectivamente, devem ser 

calculados a partir das equações diretas e adjuntas. Os coeficientes de sensibilidade por este 
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método são dados pela equação: 

SR = termos diretos+ 

(3.332) 

o primeiro termo desta equação corresponde ao efeito direto, como já foi mencionado an

teriormente, são iguais para os três métodos. Não serão considerados parâmetros integrais 

dependentes do fluxo adjunto $ t Nesse caso, o quarto termo da equação 3.332 se anula e 

portanto tem-se: 

R 

SR = termos diretos + ^ / (r, z) (f, z) dV (3.333) 
K Jv dag' ^9' 

como os coeficientes de sensibilidades SR podem ser escritos da forma: 

dR 

' ^ = ^ (3.334) 

ag> 

se for feito R igual a / ^ndV a equação 3.334 se torna: 
Jv 

Jv 

que pode ser escrita com: 

dl ^gdV 

ag, 

di ^gdV 
Jv SR = ^ (3.336) 

dag, $g ^ 

que colocado na equação 3.333 fica da forma: 

di ^ndV 

^ - ¿ ¿ ^ ^ = ^ termos diretos + ^ / (f, z) 
da„, $g ^gJv dan. 

$g (f, z) dV (3.337) 

como os termos ag,/^g esta presente em todos os termos eles se cancelam, o mesmo acon

tecendo com os termos de efeito diretos que se anulam , quando é feito R igual j ^gdV, 

portanto, comparando os argumentos da integral: 

Portanto para o método o qual é feito R igual $g deve-se calcular a integral da equação 3.338. 

Esta integral é a mesma integral contido nos cálculos dos coeficientes de sensibilidade que foi 

calculado via teoria da perturbação generalizada, ou método adjunto, portanto, sua solução 

será idêntica aquela, para este método. 
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3.6.1 Fluxo Adjunto generalizado para R = J ^g^V 

Para que se possa calcular o coeficiente de sensibilidade quando R = ^g, 

primeiramente, tem que se calcular o fluxo adjunto generafizado, pois o fluxo direto já foi 

calculado anteriormente. Se agora faz-se 

R= í ^gdV 
Jv 

na equação adjunta associada dada por. 

onde tem-se 

dR 

d^g (p) 

1 para g = g' 

(3.339) 

(3.340) 

(3.341) 

O para g g' 

esta equação deve ser resolvida para cada grupo g onde 5' = 1, 2, 3 . . .. 

Esse caso é um caso particular daquele exposto para o método adjunto, con

siderando um parâmetro integral generalizado. 

No desenvolvimento anterior o parâmetro integral R foi considerado genérico 

englobando inclusive o caso em que R = J ^gdV. Portanto, não fiá necessidade de resolver 

todas as equações novamente. Basta considerar a equação 3.258 e notar que R ~ J ^gd^ 

agora. Nesse caso tem-se: 

:^í.(^»]^i< ' ^ s „ . . „ X . ( „ y o ( ^ ) . . ( ^ ) 

para g = 1, 

r ^ 5 ' ( ^ . ^ ) =\B\2 1 + E———-——-i' l ^ ^ + ¿ m 7 r 2 A a o J n + i ( « o ) °l R J^'^'K H ) 

(3.342) 

(3.343) 

para g = 2, 

<^--'] - ( ' ^ S „ . . ^ : L ( . y o ( ^ ) ( 3 . 3 « ) 

para g = S. 

As matrizes [B]^, [B]^ e [B]^ são obtidas considerando 5 = 1,2 e 3 respecti

vamente nas equações 3.337 a 3.339. 

A demonstração de igualdade dessa proposta de método é imediata visto que 

o procedimente nada mais é do que um uso particular do exposto via método adjunto. En

tretanto, a equação 3.340 tem que ser resolvida para cada grupo g. Pode-se de imediato 



construir a matriz [B] propondo R como: 

R= í ^^dy+ í ^2dV+ f ^adV (3.345) 
Jv Jv Jv 

dR 
nesse caso tem-se: 

dR 

d^2{p) 

dR 

= 1 

= 1 (3.346) 

= 1 
d^3{p} 

ou seja a fonte Çg é unitária e pode-se demonstrar imediatamente nesse caso que a matriz [B] 

é a soma de [B]-^ + [Bjj + [5]3 e consequentemente os coeficientes de sensibilidade são iguais 

entre os três métodos. 

Portanto, o proposto da combinação entre os dois métodos resume-se em as-

sumir R = I ^gdV. A matriz [A] equação 3.137, que envolve a derivativa do fiuxo ^g em 

relação a a'g pode ser obtida imediatamente pela igualdade entre os métodos expressa pela 

equação 3.314. Dessa forma constrói-se a matriz [C] assumindo R= ^gdV com o método 

Jv 

adjunto e a partir disso obtem-se a matriz [A]. Uma vez obtida a matriz [A] pode-se utiliza-la 

para qualquer tipo de parâmetro integral ou seja: 

SR = ^ { D + G[A]} (3.347) 

conforme exprersso em 3.134. 

3.6.2 Cálculos numéricos 

As tabelas dadas abaixo, são referentes aos cálculos dos parámetros, cosnstan-

tes e elementos e matriz que foram obtidos analíticamente conforme amplamente discutido 

nos capítulos anteriores. Para calcular estes valores foram usadas as tabelas, 3.1,3.2 e 3.3, 

da seção 3.1 deste capítulo, que foram fornecidas pelo problema, com os valores das sessões 

de choque microscópicas, variação de energias de cada grupo, número médio de nêutrons 

emitidos por fissão [v), e fração de nêutrons emitidos na fissão {^), para os materiais U-235, 

U-238 e Na. 



Tabela 3.4: Seções de choque usadas nos cálculos dos coeficientes de sensibilidade 

g Dg ^fg Ss0(l-2) 2s0(i-,3) Ss0(2-.3) 

1 2.251256801 0.054404893 0.064403870 0.021913359 

2 1.727852418 0.051352421 0.009557189 0.013267525 0.03927491 

3 1.077811552 0.023445748 0.013014507 0.02213D243 0.017730737 0.010561 

Tabela 3.5: Elementos da matriz [M] para cálculos dos coeficientes de sensibilidade 

a 1 2 3 

1 0.025251598 - 0.014823994 - 0.020220053 

2 - 0.056015810 - 0.001359883 - 0.010742090 

3 -0.020051866 - 0.012846142 - 0.008228573 

3.6.3 Cálculos para a taxa de conversão 

Usando a matriz [̂ 4] calcula-se o coeficiente de sensibilidade, para a taxa de 

conversão. As tabelas seguintes são para os cálculos dos coeficientes de sensibilidade, a 

'-pg . A tabela 3.9contém os elementos de matriz Tabela 3.8 contém os elementos da matriz 

da matriz [Sf. 

Para o cálculo dos coeficientes de sensibilidade usa-se a formula: 

Sn = ^ { D + G[A]}. (3.348) 
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Tabela 3.6: Constantes usadas nos cálculos dos coeficientes de sensibilidade 

A C E T U 

0.047636203 0.015820449 0.018945438 - 0.01482394 - 0.020220053 

V X Z W 

- 0.056015810 - 0.010742090 - 0.020051866 - 0.012846142 

Tabela 3.7: Constantes de três grupos de energia, U — 235 

g (t>g B 7 P R H J Y 

1 0.004145904 0.009943171 200 300 27.5 55 1.8342614 2.894450203 

2 0.007604671 

3 0.012000112 

Fazendo os cálculos reafizados com os elementos de matriz e com vetores que 

envolvem a equação. 

ScRg = [0.016723741,0.026703814,0.0356748290] + 

[0.013004579,0.094670541,0.010504512] x 

649715008 .56.19966811 10.01799716 

-3.211734211 40.02290867 -10.67046238 

(3.349) 

-7.79062399 100.8700333 -29.76178499 J 

este são os valor numérico para os vetores D e G, e para a matriz [A]. 

A condição de agilidade do método esta no fato que depois de calculada a 

Matriz [A] atravéz do fluxo generalizado para a condição em que o parâmetreo integral $ 

seja igual a R , ela será a mesma para qualquer parâmetro integral que se queira levar em 

consideração, pois sua dependência esta somente nos fluxos, não levando em cosideração os 

parâmetros integrais. Assim, para esta nova técnica de cálculos dos perfis de sensibilidade 

basta calcular as derivativas do parâmetro intergral em questão com relação a Exemplos: 
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Tabela 3.8: Elementos da matriz '-P9 
para cálculos dos coeficientes de sensibilidade 

b 1 2 3 

1 - 0.00936954 - 0.0312282813 - 0.031276831 

2 - 0.031266844 - 0.005259448 - 0.008008076 

3 -0.014545932 - 0.007376469 - 0.0018928219 

Tabela 3.9: Elementos da matriz [B] para os cálculos dos perfis de sensibilidade 

B 1 2 3 

1 - 0.00274435 - 0.009790243 - 0.0005792435 

2 - 0.00632143 - 0.004543226 - 0.0006547243 

3 -0.00834217 - 0.008346215 - 0.0018928254 

Fração de potência no f7 — 238: 

Taxa de consumo do Í7 — 235: 

ÕCR 

dCR 

7Sfr , 

P 

^255^25 

(3.350) 

(3.351) 

Assim, para qualquer parâmetro que se queira calcular os peñ's de sensibilidade, 

é só calcular a diferencial de R em relação a $ e multiplicar pela matriz [C], e somar a 

diferencial de R em relação ao dado nuclear básico e se tem os coeficientes de sensibilidade. 



4 C O N C L U S Õ E S F I N A I S 

O método utilizado e as aproximações envolvidas nos cálculos para formu

lação do método de sensibilidade adjunto feitos neste trabalho procura explicitar ao máximo 

as hipóteses simplificadoras adotadas, no sentido fornecer resultados idênticos para o pro

blema de perfis de sensibilidade. Este trabalho, mostra um novo método para calcular os 

coeficientes de sensibilidade, um método mais prático e mais ágil em termos de cálculos do 

que os métodos tradicionalmente usados para fazer este tipo de cálculo. Sua construção é 

feita, combinando os métodos diferencial e o método da teoria de perturbação generalizada. 

A idéia de construir este novo método teve sua consistência firmada, devido as dificuldades 

criadas para se calcular perfis de sensibilidade, em termos de manuseies matemáticos, por 

estes dois métodos citados acima. O método diferencial, calcula os coeficientes de sensibili

dade diferenciando diretamente o parâmetro integral R e as equações que regem o problema, 

tendo a vantagem de não depender do parâmetro integral, ou seja, as derivadas funcionais 

do fiuxo de nêutrons com relação ao dado nuclear básico podem ser usadas para qualquer 

tipo de parâmetro integral, porém possui a desvantagem de depender do dado nuclear básico, 

ou seja, as derivadas do fiuxo de nêutrons devem ser feitas para cada um dos dados nuclea

res básicos envolvidos no cálculo dos coeficientes de sensibilidade para o problema. Estes 

comportamentos do método diferencial são discutidos e mostrados nas deduções que foram 

feitas para as equações que compõem este método, como feitas por Oblow/8/ , e reconstituida 

neste trabalho um pouco mais elaboradas. O método via teoria da perturbação generaliza

da, calcula os coeficiente de sensibilidade diretamente das equações que regem o problema, 

neste caso foi utilizada a equação de difusão de nêutrons, via um processo de linearização 

e com o auxílio das funções adjuntas. Este método possui a vantagem de ser independente 

do dada nuclear básico, porem possui a desvantagem de depender do parâmetros integral. 

Assim, as equações adjuntas devem ser resolvidas para cada um dos parâmetros integrais. 

Este comportamento do método da teoria da perturbação generalizada, também é mostrado 

com as deduções que foram feitas para as equações que compõem este método, como feitas 

por Gandini/2/, e reconstituidas neste trabalho um pouco mais elaboradas. 

Neste trabalho, o que foi desenvolvido é a combinação dos dois métodos des

critos acima, ou seja, método diferencial e método da teoria da perturbação generalizada, 
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respectivamente. Esta combinação dos dois métodos citados acima é feita para que se possa 

eliminar a dependência tanto dos dados nucleares básicos quanto dos parâmetros integrais, 

no novo método a ser desenvolvido, conseguindo eliminar tais dependências o problema da 

dificuldade dos cálculos é sanado e tem-se um método mais prático e mais ágil que se quer. 

Para se chegar ao método que desejamos construir, primeiramente foi mostrada 

a igualdade dos dois métodos de cálculos mais tradicionais, ou seja, método diferencial e 

método da teoria da perturbação generalizada. Estes métodos são constituidos de dois termos, 

os termos de efeito direto e os termos de efeito indireto. Primeiramente foi mostrado a 

igualdade dos termos de efeito direto, o que foi feito sem muito trabalho, visto que este termo 

é uma diferenciação direta do parâmetro integral com relação ao dado nuclear básico, para 

os dois métodos, sendo que o método da teoria de perturbação generalizada tem-se que fazer 

uma integração a mais. O termo de efeito indireto, para que se possa mostrar sua igualdade, 

já é uma situação mais trabalhosa, pois esta neste termo a origem da idéia deste trabalho. 

Na primeira etapa dos cálculos, foi deduzidas as equações para o termo de efeito indireto do 

método diferencial. Sabendo que o termo õR/d^ esta presente nos dois métodos, o que se 

calculou foi o termo d^/dogi. Para que este termo fosse calculado, primeiro foi calculado o 

fluxo $ que é uma função das variáveis espaciais do reator, que é uma geometria cilindro 

quadrado( diâmetro igual a altura do cilindro), usando a equação diferencial de difusão de 

nêutrons. Com a ajuda da equação da potência de reatores nucleares foi deduzidos os fluxos 

<j)g{ que tem dependência somente na energia) por grupos de energia, onde foi considerado 

três os grupos de energia. Usando estas equações calculadas para os fluxos ^ e (pg e com o 

auxílio da equação diferencial de difusão de nêutrons calculou-se a forma do termo de efeito 

indireto para o método diferencial, na forma matricial, com a matriz [A]. 

Para o método via teoria de perturbação generalizada, resolveu-se as equações 

para o fiuxo adjunto generalizado P^^,, que é a solução para a equação diferencial linear não 

homogênea de difusão de neutrons, ou seja, a equação de difusão de neutrons considerando 

uma fonte, cuja solução é da forma P^^ -|- PĴ ,̂ ou seja, uma solução particular mais uma 

solução homogênea. Resolvidas estas duas equações encontrou-se a matriz [Sf. foi então 

feita a diferencial de L ( operador de Boltzmman) em relação ao dado nuclear básico, e 

encontrou-se a matriz [D]^. A solução para o termo de efeito indireto para o método via teoria 

de perturbação generalizada é a multiplicação destas duas matrizes, ou seja, [C] — \Bf \Df. 

Portanto, da multiplicação das duas matrizes foi encontrada a matriz [C] que é a solução que 

estava sendo procurada. Como já foi dito, o elemento dR/d^ é um elemento pertencente as 

duas matrizes, portanto, este elemento já tem sua igualdade constatada. Mostramos então 
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a igualdade das duas matrizes que restaram, ou seja, [A] = [C]. Sabe-se matemáticamente, 

que duas matrizes são iguais quando cada um dos seus elementos de Índices iguais, são iguais. 

Portanto, fez-se a igualdade dos elementos da matriz [A] com os elementos da matriz [C], 

de uma forma genérica em termos de aa,ab,ac para os elementos da matriz [A] do método 

diferencial, visto que todos os elementos desta matriz são da forma fracionária -|- aj,) / o c , 

e Ca,Cb,Cc para os elementos da matriz [C] do método via teoria da perturbação generalizada, 

visto que todos desta matriz também são da forma fracionária (Ca -|- Cb) /cc. Para provar esta 

igualdade o que foi feita a multiplicação de cada um dos elementos da matriz [A] e cada um 

dos elementos da matriz [C] duas vezes, em suas formas fracionárias genéricas, por duas outra 

equação de forma fracionária em que esta forma fracionária tem como resultado a unidade 

( 1 ) , ou seja, os elementos das duas matrizes foram multiplicados duas vezes por 1. Foram 

feitas as operações matemáticas, e constatada a igualdade entre os elementos de matriz, que 

apareceu em forma de raiz quadrada, esta forma é para eliminar a forma quadrática dos 

elementos iguais. Como todos os clementes de matriz são iguais, foram escritos todos na 

forma de uma matriz única [T]. 

Após mostrar a igualdade dos elementros de matriz, mostrou-se como fazer a 

combinação entre os dois métodos, e a explicação de porque este método se torna mais prático 

e mais ágil em sua manipulação. Para se ter esta combinação entre os dois métodos, fez-se na 

equação para os perfis de sensibilidade, o parâmetro integral R igual ao fluxo médio em 

região arbitrária do sistema, e mostrou-se que o termo d^/dagi do termos de efeito indireto do 

método diferencial é igual a integral em termos dos fluxos adjuntos generalizados do método 

via teoria da perturbação generalizada, isto mostra que o novo método flca independente 

tanto do dado nuclear básico como do parâmetro integral, tendo sua dependência somente 

nos fluxos de nêutrons. Para este novo método, calculou-se o fluxo adjunto generalizado 

da combinação dos dois métodos, Pg^/cC fluxo adjunto generalizado do método combinado), 

através da equação diferencial linear não homogênea de difusão de nêutrons L^F^ = dR/d^gi, 

onde no termo de fonte õR/d^g', em que só foi considerado os elementos em que g = g'. 

Como anteriormente foi feito i? = $p, então, fazendo a mesma operação para o termo de 

fonte nesta equação dR/d^g' = d^g/d^gi = l { g = g'), o que mostra qua as equações 

diferenciais lineares não homogêneas dos métodos via teoria da perturbação generalizada e 

do método da combinação são as mesmas, sendo a equação diferencial do método combinado 

um caso particular da equação diferencial do método via teoria da perturbação generalizada, 

visto que foi feito õR/d^g' = 1. Portanto, sendo a solução F^ ,̂̂  a mesma de F^^, a matriz 

[C] também é a mesma para estes dois métodos. Fica então provado a igualdade dos três 
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métodos, em que a condição de piaticidade e agilidade do novo método, fica clara com o 

fato de que depois de ser calculada a matriz [C] através do fluxo generalizado T^^,^, ele será 

a mesma para qualquer parâmetro integral que for considerado para efeito de cálculo dos 

perfis de sensibilidade, visto que ela só dependerá dos fiuxos de nêutrons, direto e adjunto, 

não levando em consideração o parâmetro integral. Portanto, neste novo método o que deve 

ser feito para calcular os perfis de sensibilidade é calcular a diferencial dR/d^g'. Portanto, 

depois de se ter eliminado a dependência, do termo de efeito indireto, do dado nuclear básico 

e do parâmetro integral, fica claro que o novo método fica mais prático e ágil, no momento 

em que fica dependendo somento do cálculo de uma diferencial direta. 

Esta nova técnica de cálculos dos perfis de sensibilidade foi idealizada com o 

propósito de implementa-la no código JULIET/13/ que calcula os perfis de sensibilidade pelos 

dois métodos anteriores. Como estes cálculos são geralmente longos, em tempo, propos-se 

esta nova técnica de cálculo para agilizar mais este longo tempo, e por conseguinte, também 

agilizar os cálculos pelo código JULIET. 
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