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RESUMDO

Determina-se, através da Teoria de Controle Otimo,
a distribuicao de combustivel que maximiza a poténcia de
um reator tipo placa, infinito, refletido, descrito pelo
modelo da teoria de difusdao. Tem-se como vinculos, o limi
te maximo permissivel da densidade de poténcia e o limite
maximo permissivel da distribuicao de combustivel.

O vinculo na concentracao de combustivel & tal que,
introduz de uma maneira nao convencional, o refletor no rea

tor.

Resultados em dois e quatro grupos de energia fo-
ram obtidos.

Foi verificada a existéncia de uma dupla criticali
dade dependendo da posigao da interface cerne~refletor. En
tretanto, somente uma das posig¢oes da interface que torna

o reator critico, maximiza a poténcia do mesmo.



ABSTRACT

Using optimal control techniques, it i§ obtained
the fuel distribution which maximizes the power of an in-
finite, reflected slab nuclear reactdr. The reactor is
described by a diffusion theory model. Both the maximum
permissible power density and the maximum permissible fuel
concentration are the only restraints.

The fuel concentration restraint is such that it
introduces the reflector in the reactor in a non-conventional
way.

Numerical results for both two and four energy
groups are presented.

It is observed a double criticality depending on
the position of the core-reflector interface. However,
only one of these two conditions leads to maximum power

reactor.



1. INTRODUGAO

1-1. Consideracoes Gerais

£ de conhecimento geral, o fato de que as fontes de e-
nergia devem ser poupadas. Em energia nuclear, procura-se economi
zar o urdnio usado como combustivel. Deve-se também almejar, nao
sO economizar o combustivel, como também produzir energia a menores
custos. Em reatores nucleares, entre outros parametros, procura-
-se minimizar a massa critica, ou por exemplo, o envenenamento pe-
lo xendnio através de uma programagao do acionamento e controle do
reator.

Esses problemas citados, sao controlados usando-se teo
rias de otimizagao. Uma das teorias mais modernas & a Teoria de
Controle Otimo.

Para obtencao das equagbes dinamicas de um reator, a
teoria de difusao, a teoria de transporte, cinética de reatores,
leis de queima do combustivel e de produgao de veneno 33o usadas.
Essas equagoes controlam as variaveis de estado que descrevem o sis
tema em estudo.

Tem-se, também, as variaveis de controle, tais como en
riquecimento do combustivel, configuragao do cerne, pressao do flui
do refrigerante, temperatura, reatividade negativa ou positiva in-
troduzida. Sobre essas variaveis, em geral, se exerce o controle
do sistema.

Para uso da teoria de controle otimo, tem-se que obter
as equacoes dindmicas gue regem as variaveis de estado, as varia-
veis de controle, e definir o‘indice de performance que €& a grande
za que se quer otimizar, isto €, maximizar ou minimizar. Deve-se
também, definir as possiveis restrigoes que devem ser respeitadas

por motivos fisicos, tecnoldgicos, principalmente os de seguranga.
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Em teoria de controle Otimo, essas restrig¢does sao vinculos nas va-
riaveis de controle e/ou vinculos nas variaveis de estado. Como
vinculos na varidvel de estado pode-se citar a limitagao do fluxo
térmico, ou limitagao na soma dos fluxos, e como vinculos na varii
vel de controle, pode-se ter, entre outros, a limitacao maxima ou
minima da concentragao de combustivel, limitacao na densidade de
poténcia, limitacao na temperatura do canal de combustivel, limita

¢ao na pressao do refrigerante, etc.

1-2. Revisao Bibliografica

Uma vez verificada a importadncia da otimizacao em rea-
tores nucleares, varios pesquisadores vem se preocupando com O pro
blema.

Em 1956, Goertzel / 8/ apresentou um trabalho sobre o-
timizagao nos projetos de reatores, visando o menor custo possivel
do ciclo de combustivel, permitindo a maxima poténcia térmica. Tra
balhos semelhantes foram publicados por Hofmann e Hurwitz Jr /13/,
Devooght /6/, Shapiro /21/, Otsuka /16/ e Kochurov /14/.

Roberts e Smith Jr /19/, em 1965, otimizaram o desliga
mento de um reator, através de um fluxo programado, minimizando o
tempo necessario de aplicacao desse fluxo para evitar o problema
da radioatividade induzida pelo xendnio apds desligamento do rea-
tor. Visando ainda o controle dessa radioatividade, usando progra
magao dindmica e controle variacional, Stacey Jr /22/, /23/ publi-
cou trabalhos em 1968 e 1969.

T.S. Zaritskaya e A.P. Rudik /25/, em 1967 publicaram
um trabalho onde maximizaram a poténcia de um reator de geometria
cilindrica e refrigerado a gds. Usaram o modelo de um grupo de e-

nergia de neutrons e o controle na distribuigao de combustivel. A



presentaram solugdes analiticas e resultados numéricos.

Solugdes apenas tedricas para reatores tipo placa, com
diferentes conjuntos de vinculos, tanto nas variaveis de controle,
como nas variaveis de estado, foram apresentadas por R.A. Axford
/1/.

Em 1970, P. Goldschimidt e J. Quenon /li/ apresentaram
um estudo da minimizagao da massa critica de um reator rapido, de
poténcia dada e geometria plana. Utilizaram um grupo de energia
de neutrons e controlaram a distribuicao. Otima de combustivel com
vinculos na densidade de poténcia e na concentragao de combusti-
vel. Apresentaram solucgoes analiticas e resultados de aplicacgdes
numéricas.

Posteriormente, em 1972, P. Goldschimidt /9/ publicou
um artigo onde determinou a massa critica minima de reatores inter
medidrios em geometria plana e usando dois grupos de energia de neu
trons. Vinculos na densidade de poténcia e no enriquecimento de
combustivel foram impostos. Em outra publicagéo de 1973 /10/, seu
trabalho tratou de aplicag¢Oes numéricas de minimizacao de custos
do ciclo do combustivel em reatores rapidos, usando geometria pla-
na e um grupo de energia de neutrons. Controlou a distribuigao do
combustivel impondo vinculos no enriquecimento, na poténcia e na
densidade de poténcia.

Em 1974, em dois artigos /2/, /3/, V. Bartosek e Zales
ky apresentaram solucgoes analiticas e resultados numéricos de um
problema onde maximizaram a poténcia de um reator tipo placa, usan
do um grupo de energia de neutrons, com vinculos na densidade de
poténcia e no nivel do fluxo.

N. Tsouri e J. Rosemberg /24/, em 1975, com o uso da
teoria de controle 6timo, minimizaram as oscilagbes do xendnio in-

desejaveis nas mudancgas de nivel de poténcia.



Utilizando a teoria de controle otimo, em 1977, W.N.
dos Santos /20/, para obtengéo da poténcia maxima de um reator ti-
po placa, infinito, nao refletido, otimizou a distribuicdo de com-
bustivel com vinculos na densidade de poténcia e na  concentragao
de combustivel. Usou a teoria de difusao e modelo de dois e qua-
tro grupos de energia de neutrons. Apresentou solugSes analiticas
e numéricas.

Este trabalho estd relacionado com o estudo feito por
W.N. dos Santos. Foi também considerado um reator tipo placa, in-
finito, e obtida a distribuigéo otima de combustivel que maximiza
a poténcia do reator, sujeito a vinculos na densidade de poténcia
e na distribuicao de combustivel. A diferenga entre os dois traba
lhos esta nos vinculos impostos na distribuicao de combustivel.

Essa diferenga de vinculos na distribuigao de combustl
vel, faz com que o reator, no trabalho de W.N. dos Santos /20/, te
nha duas zonas no cerne, com distribuigéo de combustivel diferen-
tes e nao seja refletido, enquanto que o reator obtido neste traba
lho tem duas zonas, porém uma & cerne e outra refletor. Além dis;
so, através desse vinculo, usando a teoria de controle otimo, o re
fletor e introduzido de uma maneira nao convencional, como & feita

através da teoria classica de difusao.

1-3. Objetivos

Como objetivo geral, este trabalho pretende mostrar co
mo & possivel aplicar a Teoria de Controle Otimo no campo da Enge-
nharia Nuclear.

A utilizagao da Teoria de Controle Otimo em Engenharia
é razoavelmente recente e, muito mais recente ainda, & a sua ufili

zagao no campo da Engenharia Nuclear.



Como objetivos especificos pretende-se:

1) determinar a distribuigao otima de combustivel num reator tipo

2)

3)

placa, de meia-espessura a, que maximiza a poténcia de um rea
tor sujeito aos vinculos:
a) a densidade de poténcia, g(x) , & menor ou igual ao seu limi

te maximo permissivel, g , isto é:

max

qlx) < Imax

b) a concentragao de combustivel, N(X) , & maior ou igual a ze-
ro, ou seja:

N(x) > O
Em controle otimo, costuma-se usar a desigualdade na forma:
- N(x) < O

mostrar que o vinculo imposto imediatamente acima, introduz um

refletor no reator.

mostrar que um reator com os vinculos impostos nesse trabalho,
pode ter dupla criticalidade, dependendo da posigao da interfa-
ce cerne-refletor. Entretanto, s& uma das posigdes dessa inter

face maximiza a poténcia do reator.



2. FUNDAMENTOS TEORICOS UTILIZADOS NESTE TRABALHO

Neste capitulo sao expostos, numa forma sucinta, os fun
damentos tedricos necessarios para a compreensao do presente traba
lho. Maiores detalhes poderao ser encontrados nas referéncias ba-

sicas /4/, /5/. /7/, /15/, /18/.

2-1. A Teoria de Difusao

A equacao da continuidade que fornece a variagdo do nil
mero de neutrons monoenergéticos com o tempo em um elemento de vo-

lume dV arbitrario é:

:’: (F,8) = sE,0) - 1 (@) oF,0) - div F(E,¢) (2-1.1)
onde

n(?,t) ~ densidade de neutrons no ponto ¥ e no tempo t, dada em
neutrons por cm3.

S(¥,t) - Termo da fonte gque d4a o numero de neutrons emitidos  por
cm3 + Por segundo, no tempo t,por fontes localizadas no pon
to T.

Za(?) ~ secgao de choque macroscdpica de absorcao de neutrons, da
da em cm—'l . Representa a probabilidade de um neutron ser
absorvido pelo meio, no ponto ? , por unidade de compri-
mento de deslocamento do neutron.

¢(§,t) ~ fluxo de neutrons no ponto T e no tempo t , dado em neu

trons por cm2 por segundo. E definido como o produto
da velocidade escalar dos neutrons pela densidade de neu-

-
trons no ponto r .

-3
J(?,t) - vetor densidade de corrente de neutrons, definido como:



> > - . -+
onde n(r,w) @& a densidade de neutrons, em r , com velo-
. > . . ~ - -
cidade v, cuja diregao se encontra dentro do angulo sOli

do diferencial d9 , centrado na direcio o .

> > ~ .
Za(r) ¢(r,t) - termo de perda de neutrons por absorcao nomeio. For
- . 3
nece o numero de neutrons absorvidos por cm e por se-

gundo no elemento de volume 4V em f, e no tempo t.

div 3(?,t) - termo de perda de neutron por fuga do sistema. E o
namero de neutrons que escapam do elemento de volume av
em T , no tempo t, por segundo. A fuga & dada pela cor
rente liquida de neutrons que atravessa a area do elemen-
to de volume. Se J & o vetor densidade de corrente de

> -
neutrons @€ n o vetor normal a um elemento de area dA ,

entao a fuga & dada por:
F = J(£,t) n da (2-1.2)

Aplicando o teorema do divergente visando obter o ele-
mento de volume dV , comum a todos os elementos da equacao (2-1.1)

tem-se:

F = div J(r,t) 4av

Diz-se que o reator estd em estado estacionario seo ni
mero de neutrons no elemento de volume dV & constante com o tem-
po. Sendo assim, o fluxo, as correntes e os termos de fontes sao

independentes do tempo e a equagao (2-1.1) assume a forma:

>

div J(¥) + za(z) 6(¥) - s(¥) = 0 (2~1.3)

gue & conhecida como equagao da continuidade de neutrons no estado

estacionario. Em semelhanca aos gases, foi introduzida a 1lei de



Fick para resolugao dessa equagao.
A lei de Fick relaciona o fluxo a corrente de neutrons,

respeitando algumas condigdes /15/, /7/ através da formula:

J(¥) = - D(¥) grad ¢(¥) (2-1.4)
onde:
D(%) - & o coeficiente de difusao de neutrons, e representa a difu
sividade de neutrons no meio.
A equacgao (2-1.3) torna-se, entao:
div D(Y) grad ¢(T¥) - za(?> o(¥) + s(¥) = 0 (2-1.5)

O coeficiente de difusao pode ser considerado, usual-
mente, como sendo somente o do moderador e tomado como constante
em um meio em que o moderador €& uniformemente distribuido. Pode-se

entao escrever:

D ¥ od) - 1B ¢@ + s@ = o (2-1.6)
onde:

2

V" - & um operador de segunda ordem e sua forma estd associada a

geometria do sistema.

Como os neutrons foram considerados monoenergéticos, e
na realidade suas energias variam desde cerca de zero até dezenas
de megaeletronvolts (MeV), os resultados que podem ser obtidos com
a equagao (2-1.6) sao apenas estimativas do que ocorre no reator.

Entretanto, o espectro de neutrons pode ser dividido
num nimero arbitrario de intervalos de energia, de amplitudes tam-
bém arbitrdrias. As constantes fisicas para cada intervalo sio to
madas como médias sobre o intervalo. Esse método & conhecido como
‘método de multigrupo e, guanto maior o numero de grupos, mais rea-
listicos sao os resultados obtidos.

O sistema de equacoes diferenciais que descreve o com-

'WSWTUTO DE EWERGIA ATGRIRCA



portamento de neutrons num reator em estado estacionadrio, no mode-

lo de multigrupo, & dado por:

n

2 - > -
D V - I r) - T (g -+ h) (r) +
g " g™ ag *g*) [hzg 7 ] %

gil I 3 | )
+ Zth > g) ¢, (xr) + ¥x v, T ¢, (r) = 0 (2-1.7

h=1 h 9 121 h “fh *h ]
onde: ,
g=1,2,...n e n & o numero de grupos considerados. Quanto me

nor g mais energéticos sdao os neutrons do grupo.

Dg - coeficiente de difusao do grupo g

¢g - fluxo de neutrons no grupo g

Zag - seccao de choque macroscdpica de absorgao no grupo g

£(g » h) - secgao de chogue macroscbpica de espalhamento do grupo

g para o grupo h (g < h < n)
Xg - fracao do espectro de neutrons de fissao que nascem no grupo g
vy T nimero médio de neutrons emitidos por fissao ocorrida no gru-
po h
th-secgéo de choque macroscopica de fissao no grupo h
¢h - fluxo de neutrons no grupo h
Z(h + g) - secgcao de choque macroscépica de espalhamento do grupo

h para o grupo g (1 <h < g)

Os termos da equagao acima sao:

2
Dg \Y ¢(;) - termo de perda de neutrons por fuga, no grupo g
> N :
Zag ¢g(r) - termo de perda de neutrons por absorg¢ao, no grupo g
n ->
Z Z(g ~» h):] ¢ (r) - termo de perda de neutrons por transferén-
h>g

cia do grupo g para outros grupos de ener

gias mais baixas
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g-1
2 L(h » g):] ¢h(?) - termo fonte. Neutrons de grupos de ener-
h=1

gias h mais altas, sao transferidos pa-

ra o grupo g

»

>
- o
g L Yy th ¢h(r) termo fonte. Neutrons que nascem no grupo g

1
provenientes de fissoes ocorridas em outros

grupos de energia, bem como em g

¥

A corrente liquida de neutrons & dada por:

I = - Ty (2-1.8
Jg(r) Dg grad ¢g(r) ( )

As condigoes de contorno apropriadas para a resolugao
deste problema, fornecidas pela fisica de reatores /7/ e /15/, sao:
- Os fluxos devem se anular na fronteira extrapolada do reator.

- Quando o sistema & simétrico, as correntes sao nulas no centro
do reator. -
- Os fluxos e as correntes devem ser continuos nas interfaces que

separam duas regioes adjacentes no reator.

Tem—-se entao, neste Item, (2-1), os fundamentos basi-

cos de fisica de reatores utilizados neste trabalho.
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2-2. A Teoria de Controle Otimo

A aplicacdao da teoria de controle 6timo a um problema,
visa otimizar, isto &, maximizar ou minimizar a fungao indice de
performance, IP, selecionada para o problema.

O indice de performance assume a seguinte forma:

*g
IP = g + [ fo dx (2-2.1)

X
1

onde

g = g% ,Yj(xi) PoXg ,Yj(xf) .3 = 1,2...n (2-2.2)

é uma fungao que descreve o sistema nos estados iniciais e finais.
As funcgdes Yj(j =1l...n) sao as n fungdes de va-

riaveis de estado que descrevem o sistema.

fo = fo(y , a0, x) (2-2.3)
sendo:

y - a variavel de estado

u - a variavel de controle

X - a variavel independente

Estas variaveis sao, em geral, vetores de dimensdOes prdprias ao sis

tema.
O problema tem sua solugao sujeita aos seguintes Vincg
los:
- dindmicos
s’zi = f.(y,u,x) i =1,2,...n (2-2.4)

- de contorno

IPJ = wj{xl IY(Xl) r Xf IY(Xf)] = 0 J=1,2...m (2-2.5)

- de desigualdade na variavel de controle

Cxly u,x) < 0 K =1,2... L (2-2.6)
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Em um problema com vinculos de desigualdade na varia-

vel de controle, pode-se definir a Hamiltoniana da seguinte forma:

n
H = £ + J A £, + ) u,C (2-2.7)

onde Ai e u sao os multiplicadores de Lagrange..

K
Os multiplicadores Uy devem ser tais que:
Uy # 0 se Cy = 0 , (2-2.8a)
Uy = 0 se CK < 0 , (2-2.8Db)

. :
Sendo u o controle que maximiza o Indice de perfor-

mance, a condi¢ao de Weierstrass requer que:
*
H(x ,y ,u ,2) > H,y,u,}) (2-2.9)

De acordo com a Condigao de Weierstrass, se o controle
& otimo, a Hamiltoniana em qualqguer ponto do sistema &€ maxima. Por
tanto, o0 controle u deve ser determinado de modo a maximizar a
Hamiltoniana em cada x durante o processo, de modo a se obter a
maximizagao do IP.

Na solugao de um problema de controle otimo, aparecem
as seguintes equagoes, provenientes do Principio de Maéximo de Pron

tryagin:

- n equagdes adjuntas

A, o= - 2 (2-2.10)
Byi
- n equagdes dindmicas
gy, o= 28 (2-2.11)
A
i
- equagao de controle

ou
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Introduzindo-se m multiplicadores constantes indeter
minados, pode ser definida na teoria de controle, uma fungéo G ,

da seguinte maneira:

G = g + _2 P, V. (2-2.13)

A condicao de transversalidade /4/, /5/ fornece as se-

guintes condi¢des de contorno:

Hix.) + 2% | ax. = 0 (2-2.14)
i 5%, i o
H(x.) - 3G dx, = 0 (2-2.15)
L Bfo
3G
ALlx,) - —mM dy.(x.) = 0 (2-2.16)
Jo1 Y. (x,) Jo1
u 500
Ay lxg) - 3G Ay, (x;) = 0 (2-2.17)
L J BYj(xf)__ J

A existéncia de vinculos de desigualdade na  variavel
de controle (equagao 2-2.6) criam fronteiras que devem ser respei-
tadas pelo controle.

O controle pode situar-se dentro ou sobre as diversas
fronteiras criadas pelos vinculos. Nos pontos de entrada e saida
das fronteiras, deve haver continuidade da Hamiltoniana e dos mul-
tiplicadores de Lagrange.

A Hamiltoniana pode ser uma funcao linear ou nao linear
do controle u. Sendo uma funcao nao linear do controle, a equa-
cao (2-2.12) apresenta o controle explicitamente. Sendo assim, a
condigao de Legendre-Clebsch /18/ para que um arco seja Otimo, éve
rificada e a solucdo do problema & 6tima. Se a Hamiltoniana & uma

funcao linear em relagao‘ao controle u, isto &, se puder ser colo

cada na forma:
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H = ¢u + 7 (2-2.18)
onde

¢ = <I>(>\j ,’Yj , X) (2-2.19)
e T = ﬂ(Aj ’Yj ,%) (2-2.20)

entdo, ao se aplicar a equagdo (2-2.12), obtem-se relagoes entre
Y, Ai e x sem que o controle u aparega explicitamente. Nes
se caso, quando se relaciona as equagoes (2-2.18) e (2-2.9), nota-
-se que se ® = 0, u pode assumir qualquer valor possivel. Sur-
ge, entao, o que se chama de zona ou'arcb singular, onde o contro-

le dtimo, se existir, pode ser determinado pela seguinte sequéncia

de condigoes:

3 _ 4 [aH]= a2 [BH}z.“ q® [aH] - o
du dx u dx2 Ju ax™ su

(2-2.21)
Utilizando-se as relagoes (2-2.10) e (2-2.11), o con-
trole u pode surgir explicitamente.
Para gue um arco singular seja otimo, ele deve obede -
cer a condigao de Legendre-Clebsch generalizada, mais conhecida cé

mo "Critério de Robbins" /18/:

2k
-k 2 [d ] o < 0 (2-2.22)
ou dx Ju

Sendo k o valor minimo de m para o qual a condicgao

(2-2.22) & verificada, diz-se que 2k & o grau de singularidade

do arco. *

Nao existindo zona singular, o controle s& pode estar

sobre as fronteiras determinadas pelos vinculos.
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3. FORMULACAO DO PROBLEMA EM DOIS GRUPOS DE ENERGIA DE NEUTRONS

3-1. As Equacoes de Difusao

Neste trabalho, conforme ja foi mencionado, pretende-
-se encontrar a distribuicdo Otima de combustivel que maximiza a
poténcia de um reator tipo placa infinita, de meia espessura a, su
jeito aos vinculos:

- na densidade de poténcia,

d (x) —<- qmax

- na distribuicao de combustivel

N(x) > O

Aplicando a teoria de controle 6timo e usando a teoria
de difusao, resolveu-se o problema em dois grupos de energia. Con
siderou-se o grupo de energia mais baixa como o grupo térmico.

Para a solugao do problema foram feitas as seguintes
simplificagoes fisicas do sistema, as quais ndo afetam o problema,

como serd visto no Capitulo 5:

- os neutrons de fissao nascem dentro do grupo de energia mais al-

ta. Assim,

X; = 1 e X, = 0 (3-1.1)
- as fissOes sdo produzidas somente por neutrons térmicos. Nesse
caso,
Zfl = 0 Zf2 # 0

Foram representados

Zfz = Zf e v2 = v (3-1.2)

- 80 ocorre absorgao de neutrons dentro do grupo térmico, ou seja,

b} = 0 z 0

al a2 #



Representou-se

z = I

az a

n3o ha "upscattering", isto &, nao hi espalhamento de
\

do grupo de energia mais baixa para o grupo de energia

ta, portanto:

Zpg = 0

sendo desprezivel a absorcao em qualquer grupo gue nao

- 0os coeficientes de difusao
tes.

- a matriz de espalhamento

D
g9

Z(g » h)

cao variavel de combustivel.

po térmico, a secgao de choque de remogao do grupo g
E
z = Z(g =+ h)
Rg RSg

podem ser considerados

16

(3-1.3)

neutrons

mais al-

(3-1.4)

seja o gru

constan-

€ independente da concentra-

Nessas condigoes, as equacdes de difusdo, em dois gru-

pos de energia de neutrons e geometria plana, sao dadas por:

d
dx

dx

—

—

D

D

1

2

d
dx

d
dx

]
¢l(x) ]

—'\

9, (x)

Ip,1 ¢ ()

- I, 0, (%)

v Zf ¢2(x)

Ip,1 ¢1 )

0

0

(3-1.6)

(3-1.7)

Através da Lei de Fick /15/, as correntes de neutrons

sao dadas por:

d
g =) = =D b, (x) (3-1.8)
1 1 ax 1
3, = -, L— ¢, 00 (3-1.9)
dx

A poténcia do reator, a qual & dada pela integral da

densidade de poténcia, pode ser escrita como:
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a
Pot = 2 f g(x) dx (3-1.10)
o

E sendo a densidade de poténcia q(x) igual @ «eeeese
K Og N (x) ¢T(x) , onde ¢T € o fluxo térmico e K um fator que
converte o numero de fissoes por cm3 por segundo em Watts por
cm3 ;, considerando uma liberagéo de energia por fissao de 200 MeV,
pode-se escrever:

a
Pot = 2 J K Oc N (x) ¢T(X) dx (3-1.11)
o :

3-2. Elementos do Problema de Otimizacao

Para poder tratar as equagoes dindmicas que sao equa-
goes diferenciais de segunda ordem, pela teoria de controle 6timo,
deve-se transformi-las em equagdes diferenciais de primeira ordem.

Convenciona-se:

Yj = ¢g quando j = 2g-1 (g =1, 2) (3-2.1),

i

Y. = Jg quando 3

i 2g (g =1, 2) (3-2.2)

isto &, os Ys de iIndice impar sdo os fluxos e os de Indice par
sao as correntes.
Pode-se escrever as secgoes de choque macroscopicas de

fissao e absorgao, em fungdo da distribui¢do de combustivel, na for

ma:

Il

Lo (x)

£ N (x) ¢ (3-2.3)

2a(X)

I
™
+
™
I
e
+
2
"
Q

o

(3-2.4)

= ~ . = . oz 2
O € a secgao de choque microscopica de fissao, dada em cm

M - - - » ~
- Za € a secgao de chogue macroscopica de absorgao do moderador,

{MSTTUTO DE ENERGIA ATORAICA
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dada em cm *

- caF é a seccgdo de choque microscdpica de absorgao do combusti-
2
vel, dada em c¢m

- N(x) & a concentragdao de combustivel, dada em atomos dematerial

fissil por cm3

Combinando as equagoes (3-1.6) e (3-1.7) com as equa-

coes (3-1.8) e (3-1.9) obtem-se: '

¥, = - 1 Y, (x) | (3-2.5)
D
1
T, = Vo NG Yy(x) - Bp g ¥ (x) (3-2.6)
. _ 1 _
¥, = - ¥, (x) (3-2.7)
D
2
- _ _ _ F _
¥, Sp1 ¥q (%) r,- N o F | v, (3-2.8)

Como condig¢oes de contorno tem-se:

- os fluxos sao nulos na fronteira do reator, isto é:
Yl(a) = Y3(a) = 0 (3-2.9)

- as correntes sao nulas no centro do reator devido a simetria do
sistema:

Y2(0) = Y4(0) = 0 (3-2.10)

Os dois vinculos impostos na variadvel de controle, pa-
ra a otimizagao do sistema sdo:
- a densidade de poténcia, q(x) , nao deve exceder a um valor limi

te isto é:
r qmax 14

¢, = g(x) < g (3-2.11)

max
- a concentragao de combustivel N(x) & maior ou igual a zero, ou
seja:

C, = =N < 0 (3-2.12)
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Esse UGltimo vinculo permite a introdugao de um refle-

tor através de uma maneira diferente da tradicional da

difusao.

Da condigao:

a(x) < 9 ..

explicita-se N(x) como:

g(x) = K O N (x) Y3(x) 2 9pax
Entao,
q
N(x) < max
K og Y3(x)

Deseja-se maximizar a poténcia:

a
P = 2 f Ko

o)

1

£ N (x) Y3(x) dx

e o indice de performance fica:

a
Ip = f K Gf N(x) Y3(x) dx
o 1

teoria de

(3-2.13)

(3-2.14)

(3-2.15)

(3-2.16)

Com todos esses elementos, pode-se agora escrever a Ha

miltoniana em teoria de 2 grupos de neutrons, a partir da defini-

¢ao dada na sec¢ao 2-2, como:

4

H=Koo N(X) Y,x) + [ A (%) d Y, (x) + ug(x) Cl[YB(x),N(x’)]

i=1 ax

+ u2(x) CZ[N(X) }

(3-2.17)

Os valores dos vinculos multiplicadores, sao tais que:

u, = 0 se Cl # 0
Uy # 0 se Cl = 0
u, = 0 se C, £ 0
u, # 0 se C2 = 0
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Assim o reator & dividido em duas zonas, em uma das quais Cl =0
e na outra C, = 0 . HA portanto, duas possibilidades de sequén-

cia dessas duas zonas, definidas por:

C = 0 para 0 < x

1A
Q

1 1
= < <
C, 0 para a; £ x 2 a
ou
= < <
c, 0 para 0 < x < oq
= < <
¢y 0 para o, 2 x a
A segunda sequéncia deve ser descartada, pois a equacgao
Cl = 0 requereria uma variavel de controle N(x) ilimitada

[N(x) > w] na fronteira do reator, o que desrespeita um dos vincg
los impostos. Assim, a primeira sequéncia define as zonas.

Entao, o reator consiste de uma zona com densidade de
poténcia constante, o cerne, seguida de uma zona onde a distribui-
cao de combustivel & nula, o refletor.

O caso da nao existéncia de uma zona singular, ou seja,
Cl < 0 e C2 < 0, ficou provada usando-se o critéio de Robbins.
/18/, conforme foi mostrado no Apéndice.

Pode-se, agora, escrever a Hamiltoniana para cada zona

do reator:

- para 0 < x < oy
Cl = 0
ou seja,
K Og N (x) Y3C(x) ~ Qpax - 0 (3-2.18)
tem-se que:
gq
N(x) = mex A (3-2.19)
K oc Y3(X)

E pela condigao (2-2.8)
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ul # 0
portanto
4 .
Ho = K o. N(x) Y (x) + i£1 Ay Y, (k)
ul(x) [:K Of N (x) Y3(x) - qmax:] (3-2.20)

Usando a equacao de controle, ou seja

JH

<= = 0

oN

determinou-se u, por:

F
o
— a - _
U, = A4(x) — Az(x) 1 (3-2.21)
K cf K
para a; £ x < a
C2 = 0 (3-2.22)
ou seja
- N(x) =0 (3-2.23)
E nesse caso,
u, £ 0
Portanto
4 .
H, = X og N(x) Y3(x) + 'z Ay Yi(x)
i=1
uz(x) [blbd ] (3-2.24)

Da mesma maneira, usando-se a equagao de controle

oH
oN

= 0

determinou-se u, poxr:

- - F -
u2(x) = Y3(x) [j Ga k4(x) + v of Az(x) + K ij] (3-2.25)

Bs equagoes de estado podem agora ser escritas para ca
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da zona do reator, uma vez que se tem a distribuicao de combusti-

vel para cada zona

- para 0 < x < o4
Y. (x) = - — v (x) (3-2.26)
1c o Yac
1
y - Vv - -
Y2C(X) = " Aax ER,l ch(x) (3-2.27)
Y. (x) = - —E .y (x) (3-2.28)
3C 5 4C .
2
o F
Y = M a -2.29)
Ypc®) = Ip g Yyo(x) Iy Y3c®) Imax X o (3-2.
£
- para o, < x < a
Yoo (x) = - —f v (x) (3-2.30)
1E 2E -
D
1
Yop(x) = = Ip o Y00 (3-2.31)
Ya(x) = - -2 v, (%) (3-2.32)
3E aE )
D
2
3 _ _ R -
Y4E(X) = ZR,l YZE(X) Za Y3E(x) (3-2.33)

i

Os subscritos C e E indicam as regides central (o cerne), e ex

terna (o refletor), respectivamente.

Além das condigoes de contorno ja dadas, tem~se que oOs
fluxos e correntes devem ser continuos através da interface que se

para as duas regioes, isto &,

Y. (o

ch(al) = iE ) i=1,2...

1

Tem-se, portanto, dois sistemas de 4 equagdes cada, oi

to condicoes de contorno e uma interface 04 desconhecida. Neces

sita-se entdo, mais uma condigao, a qual & dada pela condigao de



23

criticalidade do reator a ser apresentada na sécgao 3-5.

Além dessas condigoes, devido a presenga do refletor,
o que causa uma inflexdo na curva do fluxo térmico, foli necessario
se fazer uma normalizagao do problema, como pode ser visto no item

seguinte, para simplificagdao das equagoes.

3-3. Normalizacao do Problema

As equacoes de difusao sdo homogéneas matematicamente .
A criticalidade do reator, em pfincipio, nao depende da densidade
de poténcia utilizada nos calculos, pois o que limita a densidade
de poténcia sao razoes tecnoldgicas, principalmente as de seguran-
ca.

Nesse trabalho, a limitagao & imposta através do vincu

1o Cl , dado pela equagao (3-2.12) e pode-se fazer a seguinte nor

malizagao:

¢

NC(x) ¢TN(x) = 1 na regiao central (3-3.1)

sendo ¢TN o fluxo térmico normalizado.

Na regiao externa, conforme ja demonstrado na secgéo

3-2, tem~se o vinculo C,, isto e, NE(x) = 0.

'

Assim, as equagdes de estado em fungdo da normalizagio

tornam-se:

para 0 < x < a

< 1
Y.o(x) = - —2 v (x) (3-3.2)
1c L ‘2c ' .
1
YZC(X) = Vo - ZR,l ch(x) (3-3.3)
Y. (x) = - —2 v (x) (3-3.4)
3C : e
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. M F
Y4C(x) zR,l ch(x)_- Za Y3C(x) + Oa {(3-3.5)
e para al < x < a
Y. (x) = - —2 v _(x) (3-3.6)
1E 2E
D
1
YZE(X) = - ZR,l YlE(x) (3=-3.7)
Vo(x) = - —2_ v (%) (3-3.8)
3E AE .
D
2
Y, (x) = % Y. (x) - £ Ry, (x) (3-3.9)
4E R,1 "1E a 3E :

Com a normalizagao, a densidade de poténcia normaliza-

da & dada por:

9y = K og (3-3.10)

Sendo a densidade de poténcia q = d, dada sabendo-se
que:

g = Ko (3-3.11)

o) £ No ¢T

pode-se calcular o fluxo térmico através da seguinte relagao:

B (3-3.12)
y Sy
ou ¢T = ¢TN *E—;—— (3-3.13)
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3-4. Resolucdo do Sistema de Equacoes Obtido

Reagrupando-se as equacgoes de estado, tem-se as equa-
¢oes para a regiao interna e externa do reator:

- para a regiao interna

2 ) .
Dy v ¢lc(x) - ZR,l ¢1C(X) v, = 0 (3-4.1)

2
Dy V2 doc(x) = I ¢5a(x) + I ¢y,(%x) - 0 0 (3-4.2)

1

' 4

- para a regiao externa

2 . _
Dy V7 dyp(x) ZR,l ¢p(x) = 0 (3-4.3)

2 M

Dy V7 bop(x) = I dpp(x) + Ip g ¢jp(x) = 0 (3-4.4)

O sistema acima pode ser escrito na forma matricial co

mo:

DV2 g - o +Q = 0 (3-4.5)
onde:
- ¢ @& o vetor dos fluxos, isto e,

oo 2]

- D .& a matriz coeficiente de difusiao

D 0
0 D,

- £ & a matriz secgao de choque

i

ZR,l 0
z ES
M
ZR,l Za
- Q é o vetor constante
vV o )
QC = para a regiao interna
- F
-0
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Q. = para a regiao externa

Foram tentadas solugoes da forma:
$(x) = G(w) e ¥ (3-4.6)

onde determinou-se G{w) e w .

Substituindo na equagéo {(3-4.5) obteve-se:

- K°DGw + IG = 0

ou [:Kz D - g:] G(w) = 0 (3-4.7)

~

Para esta equagdo o vetor G(w) tem solugoes diferen-

tes de zero; entao:

det [sz—gj = 0
Portanto:
2 Ly
w. = i = 1, 2 (3-4.8)
i
Di

que & o auto valor caracteristico da equacio.
Para o vetor G(w) obteve-se:

9y (wq) 1
Clug) = = L. ./D
(wy) T
92191 oz 2
2 “1
onde gz(wl) € equivalente ao coeficiente de acoplamento obtido na

referéncia /15/ e .
§(w2) = =
As solugSes obtidas para os fluxos e correntes, com ég

xilio das condigdes de contorno dadas na secg¢ao 2-1, sao:



b =
do =
bg =
Jg =
A,
i
C,
i
onde:
sendo
e
Mi (al)

ta-se do valor da interface o
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2

I Ajcosh(uw x) Glu) + ¢ (3-4.9)
i=1

2

- 1 Dy w; A, senh (w; %) G(u,) (3-4.10)

i=1

2

) C; senh (w; (@a=x)) Glw,) (3-4.11)
i=1

2

) D, w;, A; cosh (w,(a=-x)) G(u,) (3-4.12)
i=1

As constantes Ai'e Cﬁ sao dadas respectivamente por:

-w, o
e 1 1
= T Fp M (ag) 2 =260, (3-4.13)
1 +e 1
5 e—wi(a-al)
= My (o) 20, a, 26 (a-ay) (3-4.14)
1l + e 1 ][l + e 1 ]
Fl = ¢pl (3-4.15)
¢p as solugoes particulares que sao dadas por:
v og
P z
R,1
Voo -0 F
6. = t _a 3-4.18
p2 5 M ( -18)
a
-2w, (a -a,) -2w, 0
1 [l + e 1 ][l + e l}
- 2 -2w, a =1, 2
R

Nota-se que para resolver as equagoOes obtidas necessi-

1+ © qual & determinado usando-se a
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equagdo de criticalidade, que serd demonstrada no item seguinte.

As outras condigdes sao dadas por:

0

- ¢l(a) ¢2(a)

I
o

- Jl(O) J2(0)

- continuidade dos fluxos e correntes na interface.

3-5. Condicao de Criticalidade e Continuidade da Hamiltoniana

A Hamiltoniana e as equagdes adjuntas devem ser conti-
nuas na interface, isto €, em x = ay devido 3 condicao ja esta-
belecida de que a Hamiltoniana deve ser continua ao longo da traje
tOria Otima. Impoe-se a continuidade aos multiplicadores Ay oey
como as varidveis de estado sdo continuas na interface, a Hamilto-
niana s sera continua se a distribuic¢ao de combustivel também for
continua na interface ay .

Entretanto, sabe-se que, devido a presenga do refletor,
introduzido pelo vinculo C2 = 0, ou seja, N(x) =0 na segundé
regiao, a distribuicdo de combustivel apresenta uma descontinuida-
de na interface entre o carogo e o refletor.

Portanto, tem-se que admitir a possibilidade de descon
tinuidade da Hamiltoniana em x = ag -
Nesse caso, deve-se recorrer as excegoes previstas na

teoria de controle 6timo /5/, da seguinte maneira: na interface,

Uy de acordo com o vinculo Cl , deve-se ter

Q
= - max _ _
R(Y3C) = Y3C(al) o Nl = 0 (3-5.1)
£ 1
ou com a normalizagao:
R(Yy;) = Y¥aoloa) - —=— = 0 (3-5.2)
N (o, )
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Admite-se que a Hamiltoniana e as equagdes adjuntas sao

descontinuas na interface o de acordo com a relagao:

ll
Ailag = &) = Ac(ag +A) + n R 5 =1,2,3,4 (3-5.3)
J J Y. [x=a
3 1
e
Hag = A) = H(a +4) - T 3R | (3-5.4)
anx=ocl

sendo I um vetor escalar a ser determinado e A 'tendendo a ze-
ro.

Uma vez que R(Y3C) nao depende explicitamente da va-
riavel x, pode-se concluir que a Hamiltoniana & continua na inter
face; e como R(Y3C) depende explicitamente da 3a. variavel de es
tado, isto &, do fluxo térmico, ngta—se da equagao (3-5.3) que so-
mente a terceira equagao adjunta & descontinua na interface, isto

é:

Alag = B = A (e, + 4) (3-5.5)
Aylag = 8) = A (ag + A) (3-5.6)
Aglay = &) = Ajlag +4) + T (3-5.7)
Aglog = 8) = X (ay + 4) - (3-5.8)

Com as equagoes obtidas para a Hamiltoniana na regido

central e externa, isto &, f%: e HE ; determina-se o valor da des -
continuidade 1II.
Para se determinar o valor da interface 0y r usa-se a

relagao:
N, ¢TN(al) = 1 (3-5.9)
sendo N, © valor da concentragao de combustivel na interface.

Deve~-se ter em mente, que em problemas de reatores re-

fletidos nem sempre Ny & o valor maximo da concentragaoc de com-
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bustivel no reator.

Substituindo-se o valor do fluxo térmico pela equagao
(3-4.9) e o valor da constante Ai , tem-se:
2 F, 1
I —— g,(0) M (a) = 1 - ———r (3-5.10)
izl ¢ i’ itd N ¢
p2 o "p2

Esta &€ a equacgdao de criticalidade do reator.

3-6. Sistema Adjunto para 2 Grupos de Energia

O sistema adjunto, usando-se o Principio de Maximo de

Pontryagin /17/, & dado por:

A, = - 28 i =1, 2,3, 4
1 Y,
i
Para a regiao central, isto &, 0 < x < @, , tem-se
. 9H
Ay = - —F
oY,
i
portanto
Alc(x) = ZR,l {jAZC(X) A4C(x):J (3~6.1)
Ao (x) = - -1 A (x) 3-6.2
2¢ 1c (3-6.2)
D
1
An(x) = A, (x) £ (3-6.3)
3C 4C a :
& (x) = 1 A 6
4C 3C (3-6.4)
D
1
e para a regiao externa, isto &, oy <x <a, tem-se:
ME® = Ip g [x2E<x> - >\4E(x)] (3-6.5)
Ao (%) = - —— A (x) (3-6.6)
2E D 1E
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. _ M | -
A3E(x) = A4E(x) Za (3 6-7)‘
(%) = — AL (%) (3-6.8)
4E 3E

D,

As condicdes de contorno para o sistema adjunto sao for
necidas pela condicao de transversalidade representada pelas equa-

coes (2-2.17) e (2-2.18):

xL (0) - -—-9—@‘-—:) av.(0) = 0 (3-6.9)
L 9x. (0) J
j
r.(a) - —-i’-ci——] dy.(a) = 0 (3-6.10)
L J a}\j(a) J

Na equagao (2-2.14) G & da forma:

G = P Yl(a) + P YZ(O) + P Y3(a) + P

1 2 3 Y4(0)

4

'

Aplicando as condigoes de contorno para os fluxos e pa
ra as correntes, tem—se:

a) para os fluxos
[)\j(O) - 0] dy(0) = 0 j = 1, 3

mas os fluxos em x = 0 nao tem‘valor especificado, 4y (0) # 0,

entao:

b) para as correntes

[:A.(O) - P.] dy(0) = 0 j = 2, 4

J J

as correntes tem valor especificado em x = 0, d4dY(0) =0 e na
da se pode concluir sobre Aj(O) quando Jj = 2, 4.

Repetindo-se o procedimento para x = a :

a) para os fluxos
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- . = 0 y = 1, 3
[jkj(a) ijJ dYJ(a) 0 3

em X = a os fluxos tem valor fixo, portanto de(a) = 0 e na

It

da se pode concluir sobre Yj(a) quando j 1, 3.

b) para as correntes
':)\.(a) - O] dvy.(a) = 0 j = 2, 4
J J
as correntes nao tem valor fixo em X = a e portanto de(a) #

# 0, entao

kj(a) = 0

Como condigOes de contorno para as equagoes adjuntas,

tem-se:

il
o

J

i
-
w

- lj(O)

- M@ = o0 i = 2, 4

- continuidade das equagoes adjuntas na interface, com

o0 valor da descontinuidade 1 determinado.

Tem-se, entao, um sistema adjunto composto de 8 egua-—
¢oes diferenciais, 4 para cada zona, 8 condiglOes de contorno e a
fronteira ay

Nao foram obtidas solugoes analiticas das equacgdes ad-

determinada pela equagao de criticalidade.

juntas pois a solugdao do problema & independente desse resultado.
Entretanto, foi provado serem elas continuas na interface, a menos

de um valor 1, ja determinado.
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3-7. Calculo da Poténcia

Como ja foi mostrado pela equagao (3-1.10), a poténcia

do reator tipo placa infinita, em unidades de area, & dada por:

a
Pot = 2 ] K o N (x) ¢T(x) dx (3-7.1)
3 .

Tendo o reator duas zonas distintas, a equagao toma a

forma:

%1

a
Pot = 2 I K o NC(x) ¢CT(X) dx + IY K O¢ NE(x) ¢ET(X) dx
o

%1
(3-7.2)

Combinando com as equagoes (3-2.19) e (3-2.23) tem-se:

_ %1
Pot = 2 QmaX f dx (3-7.3)

o)
e finalmente:

Pot = 20 a

max 1 (3-7.4)

1

em unidades Watts/cm2 .

3-8. Calculo da Massa Critica

Obtem-se a massa critica fazendo-se a integral por uni
dade de area da concentragao de combustivel.
Como a regiao fissil do reator & a regiao central, eno

refletor nao existe combustivel, pode-se escrever:

%1
M = 2 J Nc(x) dx (3-8.1)
o

~ - . - 2
Nessa equagao M & a massa critica em atomos de por cm” .

Y235
Substituindo a equagdao (3-2.19) na equagao acima, tem-

—-Se:



M = 2 fal Qmax dx
o) K of d)T(x)
Integrando:
M = 2 Qmax T
mc
K Gf
o
onde Imc = f 1 ——iki——
5 ¢T(X)
Sendo: A - massa atomica do U235

N, - namero de Avogadro

34

(3-8.2)

(3-8.3)

(3-8.4)

a massa critica em gramas & obtida atrav@s da seguinte relacao:

(3-8.5)

8
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4. APLICACAQO NUMERICA EM DOIS GRUPOS DE ENERGIA DE NEUTRONS

Considerou-se um reator tipo placa, infinito, no qual
foi introduzido um refletor através de um vinculo de desigualdade
dado pela Teoria de Controle Otimo. O moderador e o refletor sao
de agua leve e o material fissil € o Uyas - Calculou-se a distri-
buigao Stima de combustivel para varias espessuras do reator e va-
rias concentragoes. |

Para obtengao dos resultados numéricos, as constantes
de grupo e as secgoes de choque foram obtidas do cddigo XSDRN /12/.
Os valores das constantes foram obtidos considerando-se uma concen

20

tracdo de combustivel igual a 0.66728 10 étomos/cm3 . Os inter

valos de energia de neutrons considerados sao:

grupo 1 2

intervalo 15 MeV - 1 eV lev -0

Usou-se as constantes obtidas com a concentragao acimé
para todos os valores de N na interface, usados para os calculos,
pois as constantes nao variam significativamente.

O meio foi considerado infinito e tomado a temperatura
ambiente de 294,6 OK . Para o calculo do coeficiente de difusao

usou-se a expressao que leva em conta o espalhamento anisotropico:

D =

3 Ztr

sendo Ztr a secgao de choque macroscdpica de transporte.

Os calculos foram feitos no computador IBM/370, modelo
155, do Instituto de Pesquisas Energéticas e Nucleares, S.P, e o
programa foi escrito em Linguagem Fortran IV-G, em dupla precisao.

As solugOes numéricas das variaveis de estado foram obtidas em in-
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tervalos de 0.5 cm. A densidade de poténcia maxima foi considera
da ser de 60 Watts/cm3.

Na tabela 4-1 sao apresentados os valores usados para
seccoes de choque e constantes de grupo.

Obteve-se valores para correntes, fluxos, posigoes da
interface, poténcia, massa critica, concentragao de combustivel e
ponto de maxima concentracao de combustivel em reatores com as se-
guintes espessuras: 30 cm, 40 cm, 60 cm e 99 ch e com as se-
guintes concentrag¢oes nas interfaces: 0.6, 0.65, 0.7, 0.75 ,
0.8, 0.9, 0.95, 1 e 1.2 étomos/cmB.

As posigoes das interfaces, as poténcias e massas cri-
ticas estao listadas nas tabelas 4-2 e 4-3, para as diversas espes
suras e concentragoes. Para os mesmos casos, nas tabelas 4-6 e
4-7 estao apresentadas a concentracao maxima de combustivel e on-
de ela ocorre, e também a variacao da espessura do refletor com a
concentragao na interface.

Para a concentragao 0.65 étomos/cm3 e espessura 40
cm, os fluxos, as correntes e a distribuigéo de combustivel, es—-
tao apresentados nas tabelas 4-8 e 4~9. As respectivas poténcias,
massas criticas e poténcias por unidade de massa critica estido a-
presentadas na tabela 4-10.

Sao também apresentadas as curvas de variagao da espes
sura do refletor com a concentragao na interface (Figura 4-1), a
curva dos fluxos (Figura 4-2) e a curva de variagéo da concentra-

¢ao de combustivel (Figura 4-3).



37

TABELA 4-1  Secgoes de choque e constan-
tes de grupo

Grupo 1 2

- 0.0485 0
cm

M 0 0.01728
cm

o _ 0 0.0435

£ cm 2 x10

an y 0 0.0511
10

v _ 0 2.442

n/fissao
D 0.889 0.115

cm
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TABELA 4-2 2 GRUPOS - interfaces, poténcias e massas criticas
ESPESSURA 30 cm
ﬁﬁﬁge interfacel poténcial2 massa 1 |interface 2|poténcia % massa 2
loZOa_hm/cmB cm Kwatts/cm g cm KWatts/cm g
0.6
0.65 9.522 1.1426 0.3972 20.477 2.4573 0.6587
0.7 7.0624 0.8474 0.3597 22.937 2.7525 0.7289
0.75 6.0163 0.722 0.3533 23.983 2.8780 0.7660
0.8 5.3640 0.6437 0.3550 24.635 2.956 O.793i
0.85 4.8992 0.587 0.3603 25.100 3.0120 0.8151
0.9 4.5438 0.5452 0.367 25.456 3.0547 0.8341
0.95 4.2595 0.5111 0.3763 25.740 3.0888 0.8511
1.0 4.0251 0.483 0.3858 25.974 3.1169 0.8665
1.2 3.37841 0.4054 0.4297 26.62 3.1945 0.9186
TABELA 4-3 2 GRUPOS - interfaces, poténcias e massas criticas
ESPESSURA 40 cm
concent. | interface 1] poténcia 1| massa 1 |interface 2| poténcia 2 | massa 2
iﬁ%ﬁ:ﬁﬁﬁ;a cm Kwattskmg g cm mmais/bmz g
0.6
0.65 9.50 1.1410 0.3969 30.491 3.6589 0.901
0.7 7.06 0.8473 0.3596 32.939 3.9522 0.973
0.75 6.01 0.72189 0.3533 33.98 4.078 1.01
0.8 5.36 0.6436 0.3550 34.93 4,156 1.037
0.85 4.89 0.5878 0.3603 35.10 4.212 1.059
0.9 4.54 0.5452 0.3676 35.45 4.2547 1.079
0.95 4.25 0.5111 0.3763 35.74 4.2888 1.09
1.0 4.02 0.4829 0.3858 35.97 4.317 1.111
1.2 3.37 0.405 0.4297 36.62 4.394 1.163
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TABELA 4-4 2 GRUPOS - interfaces, poténcias e massas criticas
ESPESSURA 60 cm
ﬁﬁ:ée interface 1| poténcia 12. massa 1 |interface 2| poténcia 3 massa 2
1020t/ cm Kiatts/cm g cm KWatts/cm g
0.6
0.67 8.16 0.9796 0.3737 51.83 6.220 1.42
0.7 7.06 0.8473 0.3597 52.93 6.352 1.46
0.75 6.01 0.7218 0.3533 53.98 6.478 1.5
0.8 5.36 0.6436 0.3550 54,63 6.556 1.527
0.85 4.89 0.5878 0.3603 55.10 6.612 1.549
0.9 4.54 0.5424 0.3676 55.45 6.654 1.568
0.95 4.25 0.511 0.3763 55.74 6.688 1.585
1. 4.02 0.4829 0.3858 55.97 6.717 1.60
1.2 3.37 0.4005 0.4297 56.62 6.794 1.65
TABELA 4-5 2 GRUPOS ~ interfaces, poténcias e massas criticas
ESPESSURA 99 cm
ﬁzeoi?;:e interface 1| poténcia % massa 1 |interface 2| poténcia g massa 2
1020 atm/ cm3 cm KWatts/cm g cm KWatts/cm” g
0.6
0.67 8.16 0.973%6 0.3737 90.83 10.906 2.384
0.7 7.06 0.8473 0.3597 91.93 11.032 2.418
0.75 6.01 0.7218 0.3535 92.98 11.158 2.455
0.8 5.36 0.6436 0.3550 93.63 11.236 2.482
0.85 4.89 0.5878 0.3603 94.10 11.292 2.504
0.9 4.54 0.5424 0.3676 94.45 11.334 2.523
0.95 4,25 0.511 0.3763 94,74 11.368 2.54
1. 4.02 0.4829 0.3858 94.97 11.397 2.55
1.2 3.37 0.4005 | 0.4297 | 95.62 11.474 | 2.608




40

80C°T S6 .802°1 9g <°1 80C°1 9¢ 80C°1 9z ¢°1
ST0°T Ve 9T0°1 - 3] 00°T 910°T S¢ 9TO0° T ac "1
596°0 V6 §96°0 1] S6°0 G96°0 S¢ 1596°0 Y4 96°0
026°0 I X 026°0 S° 7S 6°0 0z6°0 S°vE 02670 I A4 6°0
€L8°0 €6 €L8°0 0°%S G870 €L8°0 Ve €L8°0 0°%c G8°0
9¢8°0 S°Z6 9¢8°0 S°ES 8°0 998°0 g ¢ge 9¢8°0 g ¢ge 870
LLL"O S°16 LLL"O g°¢s SL°0 LLL®O §°¢¢ LLL"O A4 ‘ SL*0
8¢L"0 0°16 FeEL®O S IS L0 veEL™ O S°TE PELTO S 1¢ L0
LOL"O 9768 LOL"O0 05°0S L9°0 689°0 6¢C 689°0 0°6T G970
wuo/uoge omoa. wo o Aucge omoa. uo uoAge omoa. uo /woje omoa. wo uw /uo3e omoa. wo o /moye omoa.
xeu Xeu, xeu, xeuw, OWWMMWMMWMM xmﬁz xeu, xeu xew, Q@%MMWMMWM
66 09 0% o€ " zo3ee1
raInssadsd

9IX0D0 SPUO © TSALISNAUOD 9P eUTXBUW ORIRIFIUSOUOD 9-% VIdGV.L




TABELA 4-7 Espessura do refle-

tor x concentracao

concentracao espessura

interface refletor

.1020 atom/cm3 cm
0.65 9.8
0.67 8.6
0.7 7.5
0.75 6.5
0.8 5.8
0.85 5.4
0.9 5.0
0.95 4.8
1 4.5
1.2 3.9

41
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TABELA 4-8 FLUXOS E CORRENTES NORMALIZADAS
E = 40 cm N = 0.65 atom/cm3
Grupo 1 Grupo 2
’ cm gl %f §3 §4

n/cm”.seg n/cm”.seg n/cm”.seg n/cm”.seqg
0.0 2.1884 0. 3.1786 0. ,
2.0 2.1882 0.18062.1073 3.1778 0.1007.1073
4.0 2.1876 0.4013 .107°3 3.1705 0.2232.1073
6.0 2.1863 0.7111 .107° 3.1797 0.3932.1073
8.0 2.1843 0.1178 .1073 3.1609 0.6461.107°
10.0 2.1808 0.1908 .10 2 3.1465 0.1032.1072
12.0 2.1754 0.3060 .1072 3.1237 0.1628.1072
14.0 2.1666 0.4893 .1072 3.0880 0.2539.107 2
16.0 2.1526 0.7811 .1072 3.0327 0.3916.1072
18.0 2.1302 | 0.1246 .10 2 2.9480 0.5948.10 2
20.0 2.0945 | 0.1988 .107% 2.8208 0.8836.10 2
22.0 2.0375 0.3171 .107%t 2.6351 0.1267.107%
24.0 1.9467 | 0.5058 .1071 2.3761 0.1714.107%
26.0 1.8018 0.8068 .10t 2.0439 0.2064.107%
28.0 1.5708 | 0.1286 1.6898 0.1840.107%
30.0 1.2022 0.2052 1.5071 ~0.2215.1072
30.49 1.0822 | 0.2302 1.5384 ~0.1298.10"1
32 0.7516 0.1638 1.5137 0.1285.107 %
34 0.4534 0.1063 1.1752 0.2324.107%
36 0.2559 | 0.7260 .10% 0.7618 0.2351.107%
38 0.1151 0.5492 .107% 0.3683 0.2173.107%
40 0.0 0.4943 .107% 0.0 0.2112.107%




TABELA 4-9 Distribuicao de Combustivel

- 2 GRUPOS
E = 40 cm N = 0.65 at/cm3
X N (x)
cm .lO20 étomos/cm3

0 0.3146
2 0.3147

4 0.3149

6 0.3154

8 | 0.3163
10 0.3178
12 0.3209
14 0.3238
16 0.3297
18 0.3392
20 | 0.3545
22 0.3794
24 0.4208
26 0.4892
28 0.5917
30 0.6635
30.49 0.65
32 0
34 0
36 0
38 0
40 0




TABELA 4-10 Resultados principais para reator com 40

cm de espessura e concentragao’0.65.1020
atom/cm3 - 2 grupos de energia
la. resposta 2a. resposta
Poténcia 1.14 3.66
(KW/cmz)
Massa critica ' 0.359 0.901
2
(g/cm™)
Poténcia/massa critica 3.17 4.03
KW/g
Interface 9.5 30.5
cm
Espessura do refletor 30.5 9.5

cm

44



CONCENTRAGAO

IOZOATOM<CM3
L2 |
Lo
0,8 |
0,6
0 é a é é lb ;lcm)
FIGURA 4 -1 - CONCENTRAQZ\O NA INTERFACE X ~ ESPESSURA

DO REFLETOR- DOIS GRUPOS
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5. COMENTARIOS EM DOIS GRUPOS DE ENERGIA DE NEUTRONS

Ao analisar-se os resultados obtidos pelo codigo XSRIN,
os quais sao apresentados nas tabelas 5-1 e 5-2, observou-se que
as simplificagoes feitas na formulacao do problema (Cap.3) sao jus

tificadas.

Considerou~se que as fissoes ocorrem apenas no grupo
térmico, isto &, considerou-se apenas a secgao de cﬁoque microsco-
pica de fissao do grupo térmico. Observando-se os valores gerados
pelo Codigo XSDRN vé-se que apenas a seccao de choque microscopica
de fissao do grupo térmico & significativa.

Considerou~se, também, que todos os neutrons nascemden
tro do grupo térmico e analisando-se os valores das fragoes do es-
pectro de neutrons de fissao (xi), pode-se concluir que a hipdtese
feita & bastante razoavel. |

Quanto 3 secgao de choque microscdcipa de absorg¢ao con
siderou-se somente a absorgao no grupo térmico e analisando-se os
valores das secgoes de choque microscOpica de absorcao de todos os

-

elementos encontrados no reator, conclui-se que essa hipotese & va

Tida. \

Também pode-se considerar valida a hipdtese de que os
neutrons nao sao transferidos de um grupo de mais baixa energia pa
ra outro de mais alta energia, pois as seches de choque de trans-
feréncia de um grupo para outro de maior energia sao muito peque-
nas ou nulas.

Com a finalidade de se comparar resultados com os deou
tro trabalho, sao apresentados na tabela 5-3 os resultados obti-
dos por W.N. dos Santos /20/ para um reator tipo placa infinita,

nao refletido, otimizado, com vinculos na densidade de poténcia e

na concentragao de combustivel. Notar gue o vinculo na concentra-
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cao de combustivel, & diferente daquele considerado por W.N. dos

Santos /20/.

Dos resultados apresentados no Capitulo 4, observa - se

0 seguinte:

- para uma mesma concentragao de combustivel na interface cerne-re
fletor, a espessura do refletor & a mesma, independente do tama-
nho do reator.

- quanto maior a concentragéo de combustivel na inéerface, menor o
refletor.

- para uma mesma conceﬂtragéo de combustivel na interface e espes-
sura total do reator diferente, a concentragao maxima de combus-
tivel & a mesma.

- a variagao entre a concentragao maxima e a concentragao na inter
face, isto e, o efeito do refletor na moderacgao, diminui confor-
me aumenta a concentracdao de combustivel na interface.

- duas respostas corretas de posicao da interface tornam o mesmo

reator critico.

Esta Gltima conclusao foi de extrema importancia, uma
vez que, de acordo com a bibliografia disponivel, tal fato parece
nunca ter sido constatado. Entretanto, para o problema de otimiza
gao considerado, somente a segunda resposta & valida, pois apenas
esta maximiza a poténcia do reator, como pode ser visto nas tabe-
las 4-2 a 4-5 e 4-10.

Para confirmar a existéncia de dupla criticalidade, a-
través de resultados mais realisticos, decidiu-se resolver o proble

ma em 4 grupos de energia de neutrons, o que & feito a sequir.



TABELA 5-1 Constantes geradas pelo cddigo

XSDRN
2 grupos de energia
Grupos 1 2
Xs 0.9896 0
g 8.9761 4.3475.10"2
fi - .'
G U 1.4018 5.1114.102
a ~235 . . .
barn
-3 -2
o, H 3.7304.10 2.5891.10
barn
-3 -4
o, O 5.3389.10 1.3881.10
barn

e

TABELA 5-2 Matriz de espalhamento gerada pe
lo codigo XSDRN

2 grupos de energia

grupo Z(g+1) T (g =+2)
-1 -2
g cm _ cm
1 0.79997 0.0485

2 0.00001 0.8528

50
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TABELA 5-3 Resultados principais obti

dos por W.N. Santos

2 grupos de energia

Poténcia 5 2.947
KW/cm
Massa critica 0.90
g/cm
Poténcia/massa critica 3.27
KW/g
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6. FORMULACAO DO PROBLEMA EM 4 GRUPOS DE ENERGIA DE NEUTRONS

6-1. As Equacoes de Difusao

Conforme as consideragoes feitas no item 3-1 para dois
grupos de energia, pode-se, de maneira analoga, escrever para 4 gru

pos de energia que:

- Zfl = Zf2 = Zf3 = 0 Zf4 # O (6-1.2)

- Zal - Za2 = Za3 = 0 Za4 7 0 (6-1.3)
Za4 - Za

- ZR4 = 0 (6-1.4)
)

-z = (g + h) (6-1.5)

Rg h>g
- Dg aproximadamente constantes (6-1.6)

Z(g +~ h) independente da concentragao varii (6-1.7).
vel de combustivel

Dessa maneira, baseando-se no que foi exposto no Item

2-1 e nas referéncias /7/, /15/, pode-se escrever as equagdes de di

fusao para 4 grupos de energia de neutrons, como:

d 4 _ -

. [Dl - ¢l(x)] = B 80 + VI b, x) = O (6-1.8)
4 [:D 4 (x)] -3 6. (%) + T(1+2) é,(x) = 0 (6-1.9)
" 2 o %2 r,2 2 1 .
d [:D 4 s.x) | -z 6. (x) + T(L+3) ¢, (x) -

. 3 T4 03 Rr,3 93 1

(2 ~+3) ¢2(X) = 0 (6-1.10)
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1

4 d
[D4 Tax ¢4‘X)] T Iy o) I >d) 900 4

dx

+ Z(2-4) ¢2(x) + (3 +4) ¢3(X) =0

(6-1.11)
Para as correntes tem-se
4
J,(x}) = =-D ¢, (%) (6-1.12)
1 1 T 1
J,(x) = =D, d 4, (x) (6-1.13)
dx
J4(x) = - D, d b (x) | (6-1.14)
dx
3, (x) = =D, d b, (x) (6-1.15)
dx

Como a poténcia & uma fun¢ao do fluxo térmico, a equa-

gao (3-1.12) pode ser usada para qualquer nimero de grupos:

a
Pot = 2 J K g N(x) ¢T(x) dx (6~1.16)
o

6-2. Elementos do Problema de Otimizacao

Tem-se agora 8 equacdes de estado

T = - L ¥, (x) (6-2.1)
D
1
V() = - g Yy () 4 v oog Nix) Y, () (6-2.2)
. ) 1
Y3(x) = - Y4(x) (6-2.3)
. D
2
Y00 = 3(1+2) V) - I, Yy(x) (6-2.4)
Y. (x) = - —2— v (x) (6-2.5)
5 6 .
D
3
&6(x) = T(1+3) Y 00 + 2(223) Yy(x) - Fp 5 Yg(x) (6-2.6)
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§7(x) N Yg (%) (6-2.7)

Dy

Y8(x) (1~+4) Yl(x) + £(2+4) Y3(x) + £(3+4) Y5(x) -

[:zaM + N(x) anj] ¥, (x) (6-2.8)

Para as condicdes de contorno também tem-se as mesmas

condigdes usadas para 2 grupos de energia, isto &:
- os fluxos sao nulos na fronteira do reator

Yl(a) = Y,(a) = Y5(a) = Y7(a) = 0 (6-2.9)

-~ as correntes s3o nulas no centro do reator, em decorréncia da si

metria do sistema:

Y2(0) = Y4(0) = Y6(O) = Y7(0) (6-2.10)

Tratando-se do mesmo problema, tem-se 0Os mesmos vincu-

los na variavel de controle para otimizacao do sistema, isto é:
- a densidade de poténcia nao deve exceder a um valor limite:

¢, = alx) < 9. (6-2.11)

- a concentracao de combustivel nao deve exceder a um valor limite

e & zero no refletor:

C, = - Nx <0 (6-2.12)

£ conveniente insistir na introdugéo de um refletor,
nao pela maneira tradicional da teoria de difusao, mas sim pela teo
ria de controle otimo, através de um vinculo de desigualdade na

distribuicao de combustivel dado pela equacao (6-2.12).

Determinando N(x) da condigao g(x) < Tpax ’ tem-se:

qfx) = K O N (x) Y7(x) < 9pax (6-2.13)
Imax

N(x) < (6-2.14)

K O Y7(x)
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Sendo a poténcia a grandeza que se quer otimizar, nos-

so indice de performance & dado por:

a
Ip = J K Of N(x) Y7(x) dx (6-2.15)

o
Tem-se agora todos os elementos para, a.partir da defi
nicao da Hamiltoniana dada na secgao 2-2, escrevé-la para 4 grupos

de energia de neutrons:

Ho= Ko N(x) Y (x) - —51; A (R Y, (x) + A, (x) [\) op N(x) ¥, (x)
T l(x)] Ay (X)) ¥, (x) + A, (%) [z(1+2) Y (x) -
ZR,Z Y3 (x) - T )\ (x) - — >\ (x) + >\ (x)

z(1~+4) Yl(x) + I(2~+4) Y3(x) + L(3+4) YS(X) =

[zaM + N(x) zaF Yo (x) o+ ug (x) [K o N(x) Y, (x) -

Qmax:] + u2(x) N(x) - Nmaxj} (6-2.16)

A analise das combinacoes dos multiplicadores de La-
grange e dos vinculos de desigualdade na variavel de controle & a-
ndloga a feita no Item 3-2. E, de acordo com a conclusao ja obti-
da sobre a sequéncia de zonas, pode-se escrever, em 4 grupos de e

nergia de neutrons, a Hamiltoniana para cada regiao:
- para 0 < x < o

Cl = 0 Ko, N(x) Y,.(x) - g = 0

7C max
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ul # 0
= K 0 N(x) Y, (x) - ?l- A (X)) You(x) + A, (x) |V op N(x) Yo (x)
1
l — -—
- ZR,l ch(x)] - - >\3(x) Y4C(x) [Z(l-rZ) ch(x) ZR,2Y3C(X)]
2 _
1
. >\5(x) Y6C(x) + A6(x) [Z(l—>3) ch(x) + £(2~+3) Y3C(x)
3

1
P,3 Vs ) | - 00 Yge Fagelo § A el ¢
4

M

F
a + N(x) Oa ] Y7C(x)

(2 +4) Y3C(x) + Z(3+4) YSC(X) - [Z

ul(x) [:K Of N (x) Y7C(x) - Qmale (6-2.17)
para o, < x < a
c, = 0
- N(x) = 0
u, # 0
= K 0. N(x) ¥, (x) - ?1- A () Yo (x) + A (%) [\) op N(x) Yoo (x)
1
_ . _
- ZR,l YlE(x) | - —D-—— >\3(x) Y4E(x) + >\4(x) _Z(l+2) YlE(x)

2
Tp,2 Yapt®) | - —'}— Ag (%) Yep(x) + A | T(23) YypG)

3

1

(2 +3) YBE(X) - ZR,B YSE(X)] - T )\7(x) Y8E(x) + )\8(x)

4

Z(1~4) YlE(X) + Z(2~+4) Y3E(X) + Z(3+4) Y..(x)

5E

[zaM + N(x) gaF] Yoo () b o+ o, [— N(X)] (6-2.18)
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Os subscritos C e E indicam zona central e externa, respectivamen

te.
Para obtencao de u; e u, introduz-se a equagao de
controle:
oH - 0
N
Portanto, tem-se:
OaF v
u = Ag(x) = — A, (x) - 1 (6-2.19)
1 8 2
Ko K
£
e u, = Y, | Ko, +vo.A, - oF 2 (6-2.20)
2 7 £ £ 72 a 8 :

Tendo a distribuigao de combustivel para cada zona do

reator, pode-se escrever as equagoes de estado para cada zona:

- para 0 < x < o

1
Voo (x) = - —E v (%) (6-2.21)
1cC 2C )

D
1

" = - _V_ -
Tyelx) = = Ip v 00 + > o (6-2.22)
Yo (x) = - —f ¥ (%) (6-2.23)
3cC 4c .

D
2

Vo) = B(l+2) Y00 - Iy, Yy () (6-2.24)
Yo (x) = - —Y v _(x) (6-2.25)
5¢ 6C .

. D

3

Yoo () = Z(123) ¥ G0 + T(2+3) Yyo(x) = Ip 5 Yoo (x) (6-2.26)
Yo (x) = - —* v (x) (6=2.27)
7C 8C .

Dy
YSC(X) = T(l=4) ch(x) + T(2 > 4) Y3C(x) + £(3 ~+4) Ysc(x)
F
Q g
- zaM Yoo (x) - —Rax 3 (6-2.28)
K o
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l —_
Y. (x) = - -2 v _(x) (6-2.29)
1E 2E
D
1
YZE(X) = - ZR,l YlE(x)‘ (6-2.30)
Y. (x) = - -2 v _(x) (6-2.31)
3E AE
D
2
Vo) = I(1+2) Y (0 - Iy, Yyo(x) (6-2.32)
- 1
Yoo (x) = - Y (%) (6-2.33)
D
3
Yep(x) = T(1+3) ¥y (x) + T(2+3) Yo (x) = Iy o-Yeo(x) (6-2.34)
. 1
Yoo = - v (x) (6-2.35)
D
4
Yo () = B(Lv4) Yo () +E(2%4) Yoo (x) + T(3+4) ¥ (0) -
M
2 My (6-2.36)

Tem-se agora, em 4 grupos de energia de neutrons, dois
sistemas com 8 equagoes cada, 16 condigoes de contorno e a interfa
ce oy desconhecida. A outra condicdao & dada pela condigao decri
ticalidade, descrita no Item 3-5.

Fazendo-se a normalizagéo, conforme item 3-3, tem-se:

- para 0 < x < o

1
Y. (x) = - -1 v (%) (6-2.37)
1cC 2C '
D
1
YZC(X) = - ZR,l ch(x) - v of (6-2.38)
Y. (x) = - — v (%) (6-2.39)
3c ac
D
2
Y,o(x) = I(22) Y () - Bp o, Yao(x) (6=2.40)



Yac

Ygc

(x)

(x)

(x)

para

5E

6E

7E

8E

(x)

(x)

(%)

(x)

(x)

(x)

(%)

o,

Y

(x)

(x)

M
Za Y7C(x)
X i a
1
5 Yop (%)
1
Lp,1 Yip &)
I
5 Yag (%)
2
2(1=»2) YlE(X)
1
——D—-YGE(X)
3

Z(l1->4) YlE(x) + Z(2+4) Y3E(x) + Z(3+4) YSE(X) -

z

a

M

1

D

4

Y

7E

(x)

o YBE(X)

+ 2(2+3)

Y

3C

(x)

(x)

-z

YSC(X)(6-2.

5C

(6-2.

(6-2.

(x)

(6-2.

(6-2.

(6-2.

(6-2.

(6-2.

(6~-2,

(6-2.

(6-2.
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41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

.50)

51)

52)
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6-3. Resolucao do Sistema de Equacoes Obtido para 4 Grupos de
Energia

Reagrupando-se as equa¢oes de estado sujeitas & norma-
lizacao (equagoes 6-2.37 a 6-2.52), tem-se as equagoes para a re-

giao central e externa do reator:
- para a regiao interna

2
D, V ¢lc(x) - ZR,l ¢lc(x) tvog, = 0 (6~3.1)

D, 72 6,0 (%) = Bp 5 by(x) + B(L22) 4y (x) = 0 (6-3.2)

2
D3 \Y ¢3C(x) - ZR,3 ¢3c(x) + (1 -+3) ¢lc(x) + Z(2~>3) ¢2C(x) =0
(6-3.3)
D, V2 4,c(x) = 2 M 0, (x) ¥ T 4) 0 (x) + Z(224) b,0(x)
+IB+4) 4.0 - o F = 0 (6-3.4)
~ para a regiao externa
2
Dy v ¢1E(x) - ZR,l ¢1E(x) = 0 (6-3.5)
D, v? bop(X) = Zp 5 Oop(x) + (1 >2) ¢yp(x) = 0 (6-3.6)
Dy 72 5p (%) = Bp 5 byp(x) + I(123) ¢ (x) + Z(223) dyp(x) = 0
(6-3.7)
D, V2 4, (x) = 2 M 0, 0 + T Lra) 0 () + Z(294) b, (x)
F L34 b,p(x) = 0 (6-3.8)

Da mesma maneira como foi feito para 2 grupos, pode-se
escrever o sistema acima na forma matricial:

Vo -T¢ +0 = 0 (6-3.9)

no

onde:

- ¢ @& o vetor dos fluxos, isto e,



- — —
R s ¢y
Y ¢
¢ = 3 ou 2
s &)
Loy, L by
D & a matriz coeficiente de difusao:
Dl 0 0 0
0 D 0 0
D = 2
~ 0 0 D3 0
0 0 0 D, |
I & a matriz secgao de choque
ZR,l 0 0
-Z(1~+2) ZR,Z 0
Z;:
~ ~Z(1~>3) =2(2>3) ZR,B
L ~Z(1+4) =-Z(2+4) -I(3-~+4)
Q e o vetor constante

Foram

¢ (x)

tentadas

g(m) e

wX

para o cerne

para o refletor

solugoes da forma:
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(6-3.10)

(6-3.11)

(6-3.12)

(6-3.13)

(6-3.14)

(6-3.15)



62

e da mesma maneira como em 2 grupos, determinou-se w e G(w) :

xilio

b =

-
=
Il

o
I

L,
w,2 = —*t i o=1,2,3, 4 (6-3.16)
1
D,
1
[ 9y (ey) ]
g(mi) = (6-3.17)
g3(wi)
L 94(wi) -

As solugoes obtidas para os fluxos e correntes, com au

das condic¢oes de contorno dadas no item 2-1, sao:

4
i£l Ai coskl(wi ) g(wi) + Qp (6-3.18)
4
- izl D; w; A, senh (uw; x) G(u,) (6-3.19)
4
izl C, senll[:wi(a - x):] g(wi) (6-3.20)
4 .
) D, w, A, cosrl{:m.(a - X{J G(w,) (6-3.21)
jop 1 i i ~ i
As constantes A.i e Ci sao dadas, respectivamente, por:
e—wial
- Fi Mi(al) 2 - —Zw.ul (6-3.22)
1+ 2 1t
e—wi(a - al)
Fi Mi(ul) 2. (6-3.23)

O
]

onde:

-2w, 0 ' -2w. (a - o,)
1+ e ll”1+e i 1]
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— vV O =
ZR,
0
Qp = 0 (6-3.24)
v cf - Oa
M
Fl = - ¢pl' (6-3.25)
F2 = gz(ml) Fl - ¢p2 (6-3.26)
F3 = + 93(wl) Fl + g3(w2) F2 - ¢p3 (6-3.27)
e
-2w, (a-o0-) -2W, O
1 [l +e T 1 )[1 + e l]
Mileg) = = 7 & (6-3.29)
{l + e ]

Da mesma maneira que em 2 grupos, necessita-se saber a
posigao da interface ay, , que & determinada através da  condigao
de criticalidade ja demonstrada.

As outras condigOes sao dadas por:

i
I

|
o

(6-3.30)

i

- 9, (2) ¢2(a) ¢3(a) ¢4(a)

I
o

(0)y = J,(0)

]
g

(0) J4(0) (6-3.31)

- continuidade dos fluxos e correntes na interface.



64

6-4. Sistema Adjunto para 4 Grupos de Energia

Como ja foi visto anteriormente, o sistema adjunto e

dado por:
i. ) : , hesse caso i = 1, ... 8 (6-4.1)
T 3Y.
i
Para a regiao central tem-se:
Alc(x) = ZR,l kzc(x) - (1~+2) A4C(x) -
(1 +3) XGC(X) - Z(1-+4) ABC(X) (6-4.2)
A (x) = —E A (x) (6-4.3)
2C 1C °
D
1
A3C(x) = ZR,Z A4C(x) - z2(2->3) AGC(X) - (2 ~>4) Asc(x) (6-4.4)
A, (x) = —— A (x) (6-4.5)
4cC D 3C -
2
ASC(X) = ZR’3 XGC(X) - IL(3=>4) Agc(x) (6-4.6)
Ao (X)) = —E A (x) (6-4.7y
6C 5C . :
D
3
Ao(x) = ML (x) 6-4.8
7¢c¥) Tt fge'X (6-4.8)
Ao (%) = — AL (x) (6-4.9)
8C 7C
D
4
Para a regiao externa
lE(x) = ZR,l AZE(X) - 2(1~+>2) A4E(X) - (1 -3) A6E(x) -
- T(1-~+4) A8E(x) (6-4.10)
i (x) = —;L— A (x) (6-4.11)
2E 1E : *
D
1
A3E(X) = ZR,Z X4E(x) - 2(2-3) X6E(X) - %(2=+>4) XBE(x) (6-4.12)
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X e ]
)\4E(X) = S )\3E(X) (6-4.13)
2
ASE(x) = ZR,B xGE(x) - L(3-+4) AsE(x) (6-4.14)
Ao (x) = —E— (%) (6-4.15)
6E L 'sE
3
o (x) = M (x) (6-4.16)
7E a 8E
Ao (%) = —L a (%) (6-4.17)
8E 7E
Dy

As condigoes de contorno sao obtidas da mesma maneira

que para 2 grupos. Nesse caso:

]

- Aj(O) 0 para j =1, 3, 5, 7 (6-4.18)

i

- kj(a) 0 para j =2, 4, 6, 8 (6-4.19)

Tem-se portanto um sistema adjunto composto de 16 equa
gGes diferenciais, 8 para cada zona, 16 condigGes de contorno e a

interface ay determinada pela equagao da criticalidade.

IASHTUTO DE ENERGIA ATEMICH
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7. RESULTADOS NUMERICOS EM 4 GRUPOS DE ENERGIA DE NEUTRONS

Analogamente a dois grupos de energia de neutrons, as
constantes de grupo e as seches de choque foram obtidas para 4 gru
pos de energia de neutrons.

Os intervalos de energia considerados sao:

Grupo 1 2 3 4

Intervalo | 15 MeV ~ 87 KeV | 87 KeV-—7yKeV 7 KeV-1eV |1l ev-0 eV

Os valores usados para as secgoes de choque e constan-
tes de grupo sao apresentados nas tabelas 7-1 e 7-2.

Obteve-se resultados para reatores nas mesmas condicoes
que no caso de 2 grupos de energia de neutrons, isto é:
- espessuras

30 cm, 40 cm, 60 cm e 99 cm

- concentragao nas interfaces
.6, 0.7, 0.7, 0.75, 0.8, 0.8, 0.9, 0.95, 1 e 1.2

20 3

x10 atomos/cm

Sao apresentadas as seguintes tabelas:

- Tabelas 7-3 a 7-6

posicoes das interfaces, poténcias e massas criticas para as di-
versas espessuras e concentracoes.
- Tabela 7-7

concentragao maxima de combustivel e onde ela ocorre.

- Tabela 7-8
variagao da espessura do refletor com a concentragao na interfa-

ce.
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Tabela 7-9
fluxos para o reator com 40 cm de espessura e concentragao na
interface 0.65.1020 étomos/cm3.
Tabela 7-10
correntes para o reator com 40 cm de espessura e concentragao
na interface 0.65.1020 étomos/cm3 . o
Tabela 7-11
distribuicao de combustivel
Tabela 7-12
principais resultados
Apresenta-se também as sequintes figuras:
Figura 7-1
Curva de variagao da espessura do refletor com a concentragdao na
interface.
Figura 7-2
Curva dos fluxos.
Figura 7-3

Curva da distribuicao de combustivel.



68

TABELA 7-1 Seccao de choque e Constantes de grupo em 4 grupos
de energia
Grupo 2 3 4
Zp(em 1) 0.08626 | 0.41708 | 0.151 0.0
M (en™t) 0 0 0 0.01728
o, (cm?) 0 0 0 0.043476
£ ~-20 :
.10
o F (cn?) 0 0 0 0.051115
a 20
.10
v (n/f 0 0 0 2.442
0 1.467 0.686 0.557 0.115
TABELA 7-2 Secgdo de choque de transferéncia
(em 1)
Grupo Z(g=>1) I(g=+2) Z(g~+3) (g ~+4)
1 0 0.07929 0.00697 0
2 0 0 0.41702 0.00006
3 0 0 0 0.15101
4 0 0 0 0
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TABELA 7-3 INTERFACES, POTENCIAS E MASSAS CRITICAS
4 GRUPOS - ESPESSURA 30 cm

concent. inter- inter-

interface | face 1 | poténcia 1 | massa 1 | face 2 | poténcia 2 | massa 2

.lozoauymtm3 cm KW/cm2 q/cm2 cm Kw/cm2 q/cm2
0.6
0.65 9.84 1.1818 0.4380 20.15 2;418 0.676
0.7 7.48 0.8986 0.4131 22.51 2.707 0.7469
0.75 6.46 0.7760 0.4172 23.53 2.823 0.7849
0.8 5.82 0.6990 0.4294 24.17 2.901 0.8127
0.85 5.36 0.643 0.4456 24.63 2.956 0.836
0.9 5.01 0.601 0.4645 24.98 2.998 0.8564
0.95 4,73 0.567 0.4855 25.27 3.032 0.8747
1. 4.49 0.539 0.5082 25.50 3.060 0.8915
1.2 3.85 0.461 0.6162 26.15 3.138 0.9492

TABELA 7-4 INTERFACES, POTENCIAS E MASSAS CRITICAS
4 GRUPOS - ESPESSURA 40 cm

concent. inter- inter-

interface | face 1 | poténcia 1 | massa 1 | face 2 | poténcia 2 |massa 2

.lOZOaUkamP cm KW[cm2 q/cm2 cm KW/cm2 q/cm2
0.6
0.65 9.83 1.180 0.4377 30.16 3.619 0.9208
0.7 7.48 0.898 0.4131 32.51 3.901 0.991
0.75 6.46 0.775 0.4172 33.53 4,024 1.029
0.8 5.82 0.698 0.4294 34.17 4.101 1.057
0.85 5.36 0.643 0.4456 34.63 4.156 1.08
0.9 5.01 0.601 0.4645 34.98 4.198 1.10
0.95 4.73 0.567 0.4855 35.27 4,232 1.11
1. 4,49 0.539 0.5082 35.50 4,260 1.136
1.2 3.85 0.461 0.6162 36.15 4,338 1.193
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TABELA 7-5 INTERFACES, POTENCIAS E MASSAS CRITICAS
4 GRUPOS - ESPESSURA 60 cm

concent. inter- inter-

interface | face 1 | poténcia 1 | massa 1 | face 2 | poténcia 2 | massa 2

.IDZOaum%m? cm KW/cm2 q/cm2 cm Kw/cm2 q/cm2
0.6
0.67 8.55 1.026 0.4202 51.44 6.173 1.4466
0.7 7.48 0.8984 0.4130 52.51 6.301 1.4806
0.75 6.46 0.775 0.4172 53.53 6.424 1.5183
0.8 5.82 0.6989 0.4294 54.17 6.501 1.5464
0.85 5.36 0.643 0.4456 54.63 6.556 1.5697
0.9 5.01 0.601 0.4645 54.98 6.598 1.5901
0.95 4.73 0.567 0.4855 55.27 6.632 1.6084
1. 4.49 0.539 0.5082 55.50 6.660 1.6252
1.2 3.85 0.461 0.6162 56.15 6.738 1.6829

TABELA 7-6 INTERFACES, POTENCIAS E MASSAS CRITICAS
4 GRUPOS - ESPESSURA 99 cm

concent. inter- inter-

interface | face 1 | poténcia 1 | massa 1 | face 2 | poténcia 2 | massa 2

.IOZOaUmknP cm KW/cm2 q/cm2 cm KW/cm2 q/cm2
0.6
0.67 8.55 1.026 0.4202 90.44 10.853 2.4005
0.7 7.48 0.8984 0.4130 91.51 10.981 2.4344
0.75 6.46 0.775 0.4172 92.53 11.104 2.4722
0.8 5.82 0.6989 0.4294 93.17 11.181 2.5003
0.85 5.36 0.643 0.4456 93.63 11.236 2.5236
0.9 5.01 0.601 0.4645 93.98 11.278 2.5439
0.95 4.73 0.567 0.4855 94.27 11.312 2.5625
1. 4.49 0.539 0.5082 94.50 11.340 2.5790
1.2 3.85 0.461 0.6162 95.15 11.418 2.639
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TABELA 7-8 Espessura do refletor x con-
centracgao

concentragao espessura refletor
.1020 atm/cm3 cm

0.65 9.5

0.67 8 2

0.7 7.0

0.75 6.0

0.8 5.4

0.85 4.9

0.9 4.5

0.95 4.2

1. 4.0

1.2 3.4

INSTITUTO DE ENERGIA ATOMICA
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TABELA 7-9 FLUXOS NORMALIZADOS
n/cmz.seg

X cm Yl Y3 Y5 Y7

0 1.2306 0.2339 0.7026 3.1808
2.0 1.2305 0.2339 0.7026 3.1797
4.0 1.2302 0.2338 0.7023 3.1761
6.0 1.2296 0.2337 0.7018 3.1693
8.0 1.2285 - 0.2334 0.7010 3.1577
10.0 1.2267 0.2331 0.6995 3.1389
12.0 1.2238 0.2325 0.6972 3.1089
14.0 1.2191 0.2315 0.6935 3.0617
16.0 1.2114 0.2299 0.6874 2.9887
18.0 1.1989 0.2272 0.6776 2.8780
20.0 1.1787 0.2230 0.6619 2.7148
22.0 1.1457 0.2160 0.6370 2.4841
24.0 1.0922 0.2049 0.5984 2.1796
26.0 1.0053 0.1870 0.5405 1.8245
28.0 0.8642 0.1591 0.4588 1.5166
30.0 0.6350 0.1196 0.3564 1.5109
30.16 0.6105 0.1159 0.3474 1.5384
32.0 0.3865 0.0783 0.2511 1.5821
34.0 0.2297 0.0477 0.1625 1.2644
36.0 0.1281 0.0268 0.0949 0.8385
38.0 0.0572 0.0120 0.0433 0.4110
40.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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TABELA 7-10 CORRENTES NORMALIZADAS

n/cm2.seg

i; Y2 LYy Y6 g

0.0 | 0 0 0 0

2.0 | 0.1893 .1073 ] 0.18635.207% | 0.5756.107% | 0.1647 1073
4.0 | 0.3320 .1073]0.3267 .107% | 0.1009.1073 | 0.2873 .107°
6.0 | 0.59547 .1073 | 0.5860 .10"% | 0.1809.1073 | 0.5099 .1073
8.0 | 0.10017 .1072 | 0.9858 .10"% | 0.3042.1073 | 0.8445 .107°
10.0 | 0.16482 .1072 | 0.1622 .10"3 | 0.4999.1073 | 0.1359 .1072
12.0 | 0.2690 .1072|0.2647 .107> | 0.8144.1073 | 0.2151 .1072
14.0 | 0.4377 .1072%|0.4307 .1073 | 0.1320.107% | 0.3357 .1072
16.0 | 0.7114 .1072]0.7000 .1073 | 0.2133.107% | 0.5151 .1072
18.0 | 0.1155 .1071 | 0.11369.1072 | 0.3429.1072% | 0.7723 .10 2
20.0 | 0.1877 .107%1 | o0.1845 .107% | 0.5467.107% | 0.1119 .107%
22.0 | 0.3049 .107%|0.2989 .107% | 0.8595.1072 | 0.1541 .107%
24.0 | 0.4952 .1071 | o0.4818 .107% | 0.1317.1071 | 0.1942 .1071.
26.0 | 0.8042 .107%1|o0.7655 .107% | 0.1931.107% | 0.2054 .107%
28.0 | 0.1306 0.1161 .10"% | 0.2605.107% | 0.1255 .107%
30.0 | 0.2121 0.1499 .10"1 | 0.3009.107% | 0.1698 .1071
30.16| 0.2208 0.1503 .1071 | 0.3014.107% | 0.2102 .107%1
32.0 | 0.1433 0.1250 .107% | 0.2756.107% | 0.108921.107%
34.0 | 0.9116 .107% |0.8634 .1072 | 0.2164.1071 | 0.23039 .1071
36.0 | 0.6088 .107% [0.5920 .1072 | 0.1625.10"% | 0.2500 .107%
38.0 | 0.4520 .107% |0.4432 .1072 | 0.1284.10°% | 0.2404 .107%
40.0 | 0.403611.107% [0.3365 .107% | 0.1170.107% | 0.2341 .107%




TABELA 7-11 Distribuigao de Com

bustivel
X N (x)
cm ‘ étomos/cm3
0 0.3143
2 0.3144
4 0.3148
6 0.3155
8 0.3166
10 0.3185
12 0.3216
14 0.3266
16 0.3345
18 | 0.3474
20 0.3683
22 0.4025
24 0.4587
26 0.5480
28 0.6593
29 0.6893
30 0.6618
30.16 0.65
32 0
34 0
36 0
38 0
40 0
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TABELA 7-12 RESULTADOS PRINCIPAIS

4 GRUPOS
E = 40 cm N = 0.65 atm/cm’
12 resposta 22 resposta
Poténcia 1.180 3.619
KW/cm2
Massa Critica 0.4377 0.9208
g/cm2
Poténcia/Massa Critica 2.695 3.930
KW/g
Interface 9.83 30.16
cm




CONCENTRAGAO

x 102°ATOMOS /M

{

0,8 .

0,6 .

FIGURA 7 = |

X (Cm)

CONCENTRAGAC NA INTERFACE X ESPESSURA
DO REFLETOR - QUATRO GRUPOS DE ENER-
GIA DE NEUTRONS

77



78

(WD) X

SNOMLN3N 30 VIOW3IN3 30 SO0d4Ny¥9 odivad - SOQVZITYWYEON SOXNTd 2- 4 vinold

0
]
Y
F oY
()
- osN
- 0'¢
——=
v

93S N0 / SNOYLAIN

soxnd
) "



79

SNOYLIN3IN 30 VION3INI 30 SOdN¥D® 0¥LVND - 1BAILSNEW 0D 30 oviingiylisia € -1 vynoid
(Ho) X
\
ov o) 02 01 0
- 2'0
- $'0
- 9'0

€

WO / SOWOLY ONo_x

OVIVHLN3ONOD



80

8. COMENTARIOS GERAIS

As simplificacOes feitas na formulagdo do problema e ja
comentadas no Capitulo 5 quando comparadas com os resultados obti-
dos pelo codigo XSDRN sao também perfeitamente justificadas em 4

grupos de energia, como pode ser verificado nas tabelas 8-1 e 8-2.

TABELA 8-1 Constantes geradas pelo cddigo XSDRN
4 Grupos de energia
1 2 3 4
-1 -2
Xi 9.8958 .10 1.0406 .10 0 0
Gfi 1.26432 2.44487 2.48692.10l 4.34757.102
barn
5 Uygs | 1.38902 3.34553 4.00375.10% | 5.11145.10°2
barn
Oq H 0 1.76104.10"% | 1.15530.107% | 2.58919.107%
barn
G 0 9.37151.10°3 |0 1.758 -4 4
a . . . .10 1.388 .10
barn
TABELA 8-2 Matriz de espalhamento gerado pelo cddigo XSDRN
4 Grupos de energia
grgpo Z(g-+l)cm—l Z(g-+2)cm—l Z(g->3)cm-l Z(g-*4)cm-l
1 0.33352 0.07929 0.00696 0.000001
2 0 0.93512 0.417018 0.00006
3 0] 0 1.45426 0.15101
4 0 0 1.26073.107° 2.9749
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TABELA 8-3 Resultados principais ob-
tidos por W.N. Santos /20/

4 Grupos
Poténcia 2.8665
Kw/cm2 '
Massa critica 0.9204
2
g/cm -
Poténcia/Massa critica . 3.114
Ki/g |

Com a finalidade de se fazer comparagoes, Sao apresen-
tadas na tabela 8-3 a poténcia, a massa critica e a relagao potén-
cia/massa critica obtida por W.N. dos Santos./ZO/ para um reator
tipo placa, infinito, nao refletido, otimizado e sujeito & vincu -
los na densidade de poténcia e na concentracao de combustivel, com
espessura total 30 cm e concentragao maxima de combustivel .....

20

4,.4485 .10 étomos/cm3 . Os mesmos dados para um reator refleti-

do com espessura 40 cm e concentracao de combustivel 0.65 . 1020
sao apresentados na tabela 7-12. Escolheu-se para efeito de compa
ragao, o reator acima, por apresentar um cerne aproximadamente i-
gual ao do reator considerado por W.N. Santos (= 30 cm). Vé-se que

0 reator refletido apresenta uma maior relagéo poténcia/massa cri-

tica.

-

O deslocamento das posig¢oes das interfaces de 2 para 4

grupos, variou de 0.32 a 0.47 cm, conforme a concentragéocﬂacog

bustivel varia de 0.65 a 1.2 .1020

- 3
atomos/cm™ . Esse deslocamen
to possivelmente sera mais nitido em geometrias mais reais.

O comportamento do fluxo térmico e tipico de reatores

refletidos, isto &, apresenta uma subida depois da interface com o

refletor devido a presenca dos neutrons que escapam do cerne e sao
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imediatamente moderados no refletor. Apresenta também uma varia-
cdo lenta prdximo ao centro do reator, caindo rapidamente proximo
a interface, devido a condigéo de anulamento do flpxo na fronteira
do reator.

A curva de distribuigdo de combustivel também sofre in
fluéncia do refletor. Aumenta gradativamente até proximo do refle
tor, passa por um maximo e cai um pouco na interface. Este efeito
& devido a variagao do fluxo térmico, proximo a iﬁterface, por in-
fluéncia do refletor e diminui conforme aumenta a concentragao de
combustivel na interface pois, nesse caso, a densidade de poténcia
€ mais achatada.

As conclusoes tiradas para dois grupos de energia de
neutrons sao confirmadas em 4 grupos, isto é:
~ para uma mesma concentracao, a espessura do refletor & a mesma,

independente do tamanho do reator.
~ quanto maior a concentragéo, menor o refletor.

~ para uma mesma concentragao na interface e espessura total dorea

tor diferente, a concentragao maxima & a mesma.

-~ a variagao entre a concentragao maxima e a concentracido na inter
- k3 . ~ * » []
face, isto &, o efeito do refletor na moderacao diminui conforme

aumenta a concentrac¢ao na interface.

2 interfaces para cada caso, sendo que sd a segunda maximiza a po

téncia, conforme pode ser visto nas tabelas 7-3 a 7-6.

- a soma das espessuras das duas regioes resulta na espessura to-

tal do reator.

Pode-se afirmar, entao, que a dupla criticalidade exis
te realmente, no problema proposto, uma vez que ela foi encontrada

também em resultados mais realisticos, obtidos com quatro grupos

IESTITUTO DE ENERGIA ATOMIGA
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de energia de neutrons.

Também pode-se afirmar que somente uma das posigoes da
interface que torna o reator critico, maximiza a poténcia do mesmo.

Coﬁcluindo, pode-se dizer que os objetivos inicialmen-
te propostos foram atingidos, conforme se pode ver no desenvolvi -
mento deste trabalho.

Para finalizar, seguem algumas sugestoes para trabalhos

i

futuros:

aplicacao da teoria de otimizacao e método de solucao para situa
gSes mais reais, isto &, geometrias mais prdéximas de um reator
real.

-~ impor ao reator outros tipos de vinculos tecnoldgicos, especial-

mente os de segurancga, e obter-se maximizagao da poténcia.

- otimizar outros pardmetros do reator.

- verificar em outras geometrias se sao mantidas as observagoes so
bre variacao da concentracaoc maxima com a concentragao na inter-
face, variagao da éspessura do refletor com a concentragao, du-

pla criticalidade e relagao entre as duas respostas.

Quanto a existéncia de dupla criticalidade em reatores
com outras geometrias, um trabalho ja foi desenvolvido paralelamen

te a este e outros estao em fase de desenvolvimento.
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APENDICE

ZONA SINGULAR

O principio de Maximo de Pontryagin requer:
oH = 0 ‘ (1)
ON
ao longo da trajetdria Otima. Esta mesma condigao, que também deve

ser satisfeita na trajetdria singular, fornece a seguinte sequén-

cia de condigoes:

30 . 4 [ 3 ] _ & [ 3 ] ;
N ax N ax® U sy
3 m
- _d . { 3H } - .....a _ { 9H ] = 0 (2)
dax N dax aN .
Se a Hamiltoniana for linear no controle, -gg— = 0 &

independente de N e portanto estabelece relagoes somente entre

Y, A e x. Utilizando as equagoes:

i - 9H (3)

A .

e » = - -—oH (4)
Y

»

as condi¢des dadas em (2) podem ser reduzidas em relagoes simila-
res entre aquelas variaveis. Se para um valor finito de m for en
contrada uma relagao que envolva N(x) explicitamente, entdo exis
te trajetdria singular caso contririo nao existe zona singular. A

lém disso, para ser Otima, a zona singular precisa satisfazer a se

guinte condigao:

2k
(_l)k 9 [ d ) OH < 0 k=0,1,2.... (5)
oN dx oN

que & conhecida como Critério de Robbins /4/ e /5/.

Se k & o menor valor para o qual a desigualdade é sa

tisfeita, entdo 2k & o grau de singularidade do arco.
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Tomando-se a Hamiltoniana, definida na secgao 3-2 e lem

brando que se existir zona singular ul = u2 = 0, tem-se:
- I -
H = K Of N(x) Y3(x) . Xl Yz(x) + AZ V Gf N(x) Y3(x)
1l
- Ir, 1(")] 4y fr,1 1)
- T+ N(x) o F Y. (%) (6)
a a 3

Aplicando-se a condigao (1)

9H _ _ F _
—S;— = Y3(x) [:K cf + v O¢ Az(x) o, A4(x):] = 0 (7)

Uma vez que Y3(x) € o fluxo térmico e portanto # 0, tem-se:

F -
K cf + v cf kz(x) - Ga A4(x) = 0 (8)

. Fazendo a segunda derivada da Hamiltoniana:

Zx ¥, (%) [:K O+ V0L Ay (x) -caF )\4(x)] +
d F
Y3(x) . [jK cf + v of Az(x) - Ga A4(x):] (9)

Usando as equagoes (3), (4) e (8), a equacao acima to-

ma a forma:

F
o]
d [ oH ] =0 = Y | o A x) - —2— A () (10)
dx oN D D
1 2
Fazendo a mesma analise que para (7), tem-se:
\ g i
og Ay () Ag(x) = 0 (11)
D D
1 2

Derivando-se novamente a Hamiltoniana, temos:
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F
2 c
d : JH :[ =0 = -4 Y0 | 2o A () - =2 Ag(x) | 4
dax oN dx Dl D2
g F
v, (x) d Yoo A (0 - —2— A (x) (12)
dx Dl D2

tem—-se
S - o | )
= Y., (x) o z An — A +
dx2 N 3 [i Dl £ R,1 "2 R,1 "4
F
N F
Y3(x) > [jK g N(x) + v Of XZ N(x) - X4 N({x) Ua J (13)
2
Explicitando N(x) e combinando com a relagao (8), ob
tem-se:

a2 [BH] v
= Y_(x) —— 0 [jz A, (x) - X A (x):] (14)
dx2 IN 3 Dl f R,1 "2 R,1 "4

Procedendo da mesma maneira que para (7) e (11):

\Y

Dy

Og [jZR,l Kz(x) - ZR,l A4(x):] = 0 (15)

Para terceira derivada da Hamiltoniana tem-se:

3
d [BH d
—_— = 0 = Y., (%) — g [; AL.(x) - I A (x)t] +
3 Loy a3 D, £ %R,1 "2 R,1 ™4
+ Y (x) =2 Vg 5 Ao (x) - T A (x) (16)
3 4 £ R,1 "2 R,1 "4
X D
1
Combinando com (16), (3) e (4):
3 T %
d . [—3—5- = ¥, (x) o | =2 - =) (17)
dx N Dl Dl D2

Uma vez que Y3 # 0

RSTTUTO DE EWERGIA ATGMICA
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D) z
v R,1 _ R,1 _
O¢ [j—-—L—— A1 — A3:} = 0 (18)

Derivando mais uma vez

4 r z
d " [:.@I_’I_ =0 = d Y3 (%) v op [_&1: )‘l(X) - _R,1 ;\3 (x)] +
dx oN dx Dl Dl D2
X z
+ v (x) -2 V. | Rl g (k) - Bl oy (19)
3 a f 1 3
X Dl Dl D2

Considerando (18) e fazendo-se as derivadas:

4 z
da [:BH v R,1
—— i =0 = Y,(x) -_— G _—t= {Z A(x)y - X% A (x))-+
dx4 N 3 D f [: D R,1 "2 R,1 "4
1 1
IR, 1 F
+ ——4-[K cf N(x) + Az v of N(x) = A4 N(x) o J (20)
D a
2
Evidenciando N(x) :
4 X
d oH _ _ v R,1 -
7) [——— = 0 = Y3(x) —— g [:—~—— [ZR,l Az(x) XR,l x4(x)}-h
dx oN Dl D
1
X N(x) )
R,1 _ F
+ ————E———— { K of + lz v of k4 Oa ]iJ (21)
2

Nessa Ultima equagaoc, como na equagao (13), o termodque
contém N(x) explicitamente & multiplicado por um termo nulo, de
acordo com a equagao (6). Nota-se também que repete o termo com
Az e A4 . Trata-se, portanto, de um ciclo repetitivo e pode-se
perceber'que nunca vai ocorrer alguma equagao na qual o controle
N(x) aparece explicitamente a nao ser mﬁltiplicado por um coefi -

ciente nulo.

Fica provado assim, a nao existéncia da zona singular.
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