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ESTUDO NUMERICO DA CRITICALIDADE DE REATORES TIPO
PLACA COM TRES REGIOES NA TEORIA DE TRANSPORTE DE UM GRUPO

Adimir dos Santos

RESUMO

A criticalidade de reatores tipo placa consistindo de um meic multiplicativo, “blanket” e um refistor ¢
sstudeda nymericamente cum bese no mitodo de expansdes em autcfungdes singulares na teoria de transporte de um
grupo. Este trabaiho tem 3 objetivos principais: (1) mostrase que 0 problema de (rds meios pode ser conwertido,
usando um método desenvolvido recentemente num conjunto de equacles integrais regulares para os coeficientes de
expans3o tais que solugBes baseadas NuMa tecria exara podem ser oblidas pela primeiry vez; (2) resultados numdricos de
excelente exatidfo que podem ser usados como padrdes de comparag§o para virios métodos sproximados, slio
apresentados pard conjuntos representativos de pardmetros; (3) 2 exatidlo da aproximagio PN, um dos métodos meis
frequentemente utilizados, & analisado comparativaments 2os resultados exatos,

1- INTRODUGAO

A teoria de transporte de néutrons é descrita por uma equaco fundamental, denominada
equacdo de Boltzmann, derivada a partir de consideracdes de conservac3o do nOmero de néutrons em um
volume de controle elementar. De maneira ansloga, 330 obtidas as equagdes bisicas em outros ramos de
ciéncia, por exemplo: Mecinica dos fluldos. A grandeza fundamental desta equacdo é a densidade
angular de néutrons, uma fun¢do de quatro varidveis: a posi¢ao (g_)', a direc3o do movimento do néutron
(S2), a energia do néutron {E) e o tempo (1),

No que concerne ao comportamento do néutron dentro de um meio material, dois aspectos
devem ser considerados. Primziramente o aspecto microscOpico: a grandeza fundamental que caracterize
o0s materiais (do ponto de vista neutrdnico) s3o as seccde: de chogue microscbpicas, que é proporcional
a probabilidade de interaco entre o néutron e 0 meio material; por outro lado hi que se sakientar o
aspecto macroscdpico: comportamento médio do nOmero de néutrons. Dentro deste prisma de andlise, »
equacdo de transporte de néutrons faz a conex3o entre os efeitos microscOpicos e © macroscopico. As
seccBes de choque microschpicas sdo funcBes da espécie nuclear, energia do ndutron (incidents e
emcrgente) ¢ 5Sngulo de espathamento. Os dados bisicos de seccBes de chogque microscpicas, pars
utilizacdo em Ffsica de Reatores Nucleafes, s3o determinados por processos experimentais. A sbordagem
tebrica desse pardmeiro ainda nfo estd completa, mas quando possivel, seus dados bdsicos sBo corrigidos
por métodos tebricos desenvolvidos pela ffsica nuclear (ex,: Efeito Doppler),

Poder-se-ia formular o problema de transporte de ndutrons, elegendo-se um certo contorno de
interesse e inserindo-se na equacdo de transporte de ndutrons, seccBes de choque que retratassem O
comportamento dos néutrons no meio material, Contudo, seria necessdrio considerar uma quantidade
imensa de detalhes; por exemplo, as sec¢des de choque slo funces da energia do nbutron, & nem sempre
¢ possivel exprimi-las em fun¢Bes mateméticas simples. Os efeitos de espathamento de ndutron podem

Apraveds pers publicacsn sm Satemixo/1978,
{*) Neste traheiho, 0 til colocado sheino de ume grandeze, significa que ests grandezs § um wetor ou metriz



ser anisolrépicos, cada nuclideo no meio material exibe comportamento diferente do ponto de
vista neulrnico, etc., Mesmo para situaghes onde se considera dependéncia energética das secodes de
choque simples, espalhamento isotripico e geometria plana, solu¢Bes exatas da equacdo de transporte de .
néutrons para estas condigbes, ainda nio foram possiwis. Portanto, torna-se necessirio adotar métodos
aproximados para resolver a equagdo de transporte de néutrons. Para este propésito pode-se considerar dois
caminhos. Na resolucio dos problemas que st apresentam na pratica, COMO no projeto neutronico de um
reator nuclear, é necessirio adotar-se métodos aproximados. Para estudo tedrico da equagdo de transporte
de néutrons, adota-se modelos fisicamente aproximados, sendo que os resultados nimericos obtidns por
estes modelos servem come padrao para comparagio com resultados de métodos aproximados.

O método mais vastamente utiizado em Fisica de Reatores Nucleares para se caracterizar a
dependéncia energética, é 0 modelo de muitigrupos. Neste método divide-se o dominic da varidvel
energia em virios intervalos denominados grupos de energia; as seccbes de choque e fun¢do transferéncis
sio tomadas como valores médios em cada grupo. Haverd uma melhor identidade entre 0 modeio e 8
realidade fisica, em principio, quanto maior for o nomero de grupos. Por outro lado, pode-se dar um
tratamento continuo na varidvel energia, expandindo seus parametros dependentes em polindmios com
intervalo de definigcdo conveniente (zero z infinito), como é o caso dos polindmios de
Chebyshev-Laguerre,

Como o fendomeno de espalhamento exibe anisotropia, geralmente expande-se a fungdo
transferéncia em polindmios de Legendre, truncando-se a série numa certa ordem de aproximag3o. O
modelo de espathamento isotrbpico & obtido retendo-se apenis o termo de oidem Zzero, e qi'anto a0
modelo linearmente anisotrbpico, retém-se a série no termo de ordem um.

Quanto 3 dependéncia angular, utiliza-se 0 método Sy, cujo desenvolvimento & devido »
Carison'®!, Este método utiliza um nimero N de diregbes descritas para aproximar a dependéncia
angular, transformando as integrais angulares em somatbrias. Analogamente ao trztamento da varidvel
energia, pode-se dar um tratamento contfnuo 3 varidvel angular, expandindo-a em uma série de
hormonios esféricos, que no caso de geometria plana, corresponde 3 expansio da densidade angular de
néutrons, em polindmios de Legendre (método Py ). Este método foi desenvolvido por Mark!28)

Ndo obstante todos estes métodos que aproximam diretamente a cquacio de transporte de
nédutrons, h uma outra versio simplificada, denominada teoria da difusdo, a qual é regida por ume
equacdo diferencial (equaco de Helmholtz) para o fluxo total de neutrons e é imposta uma direclp
preferencial na mioracdo dos néutrons, através da lei de Fick!22), No entanto em virtude de sum
hipOteses simplificadoras, a teoria de difusio ndo descreve o realudade fisica préximo a contornos
interfaces e fontes expl(citas. Estes fatores s3o de suma importincia para reatores pequenos, como O
reatores de pesquisa, cilculos em estrutura fina, como elementos combustiveis, etc.

Os métodos aproximados descritos, possuem como vantagem principal, o fato de seu poder de
apiicacdo em problemas priticos ser vasto, e fornecem solugdo aproximada de um problema real.

Como foi explanado, hs um outro tipo de enfoque que pode ser dado ao problema de
transporte de ndutrons, ou seja, procura-se obter solu¢des exatas de um problema fisicamente
aproximado., Atualmente, o campo da pesquisa, no sentidc de solucBes exatas, situa-se praticamente em
problemas de geometria plana, ro modelo de um ou dois grupos de energia, embora haja trabalhos em
geometria cilfndrica'3®’ e estdrica!’d’, A principal finalidade das solucles exatas na teoris de transporte
de nlutrons é que seus resuitados de padrio para comparaclo com os métodos aproximados, e ainde
possibilits ums compreenslo da estruturs matemitica da equacio de transporte.

No senso de solucBes exatas na teoria de transporte do ndutrons, o método mais largamente
utilizedo, & 0 método de expansdes em autofuncdes singulares ou método de Case'?). A solucBo geral ds
equacio de transports de ndutrons no modelo de um grupo de energia, num meio uniforme com simetria
azimutal ¢ obtida, ¢ consiste em uma splicaclo do processo de sepsraclo de varidveis.



Come a equagdo de transporte é linear, a solugio geral (fluxo angular) é expressa por uma
expansdo em autofuncBes ortonormais, cujos coeficientes sio determinados a partir das condigles de
contorno impostas ao problema especffico.

Um enfoque diferente foi dado pelo astrofisico Ambarzumian'?’ em problemas de transferéncia
radiativa, através do método da invarianga (*‘invariant imbedding””). Apesar do método ter sido elaborado
originalmente para reflexdo difusa de luz numa atmosfera estelar, pode ser aplicado para raios gama e
néutrons. A esséncia do método consiste em se determinar a fungio espathamento através do princ/pio
da invarianga, e gerar eguacdes integrais para a reflexdo e a transmiss3o da radiacio por este principio.
Este método foi sistematizado por Chandrasekar''2) ¢ posteriormente aplicado a transporte de
neutronsu )

Com a publicagdo do trabalho de Case'g) em 1960, a teoria de transporte de ndutrons teve um
grande avango. A solugdo geral da equacao de transporte, no modelo de um grupo de energia foi obtida,
e como Case prova e é provado em outros modelosug'as’, a solugdo é completa, no senso que, com
apropriados coeficientes, pode representar qualquer fungdo, e suas autofungdes s3o ortogonais no
intervalo completo (-1,1). Com a demanstracio do teorema da completividade e existéncia das solugles
por Case e Zweifel“o', a consisténcia matemitica foi plenamente estabelecida.

Utilizando-se 0 método de Case, e as propriedades de ortogonalidade no intervalo completo,
virios trabathos foram elaborados'?3-37), Entretanto, na aplicacdo das propriedades de ortogonalidade
das autofung¢des ro intervalo completo, em problemas de meio espago, o método revelou-se muito
trabalhoso, e para problemas de multi-regibes'z” o método n3o teve sucesso. Como Kuszell conclui em
seu trabalho sobre problemas de multi-regides; a aplicacdo das relacdes de ortogonalidade das
autofungdes no intervalo completo, s30 reduzidas a solucdo de equacdes inteyrais de Fredholm. A
solugdo destas respectivas equacdes ndo é conhecida em sua forma analltica.

Coube a Kuicer'??! o desenvoivimento das propriedades de ortogonalidade das autofunc¢des de
Case, em semi-intervalo {0,1), e com estas propriedades McCormick e Mendelson'?7) resolveram o
problema do albedo; surgiram também trabalthos para espathamento anisotrbpico (25, 32’ A aplicagcdo
destas propriedades para problemas de multi-regides & muito dificil, porque no senso do método de
Ku{der, as equagdes singulares sJo resolvidas diretamente.

A introducdo da funcio H de Chandrasekar''2) por McCormick e Kuséer'2Z4) nas relagBes de
ortogonalidade de meio intervalo, simplificou grandemente estas relagdes. Mas neste sentido, ume
abordagem direta foi dada por Pahor e Zweifel39! , com o acoplamento dos trabalhos de
Chandrasekar''2) e Case!?) em problema de transporte de ndutrons. Neste método, o fluxo angular de
ndutrons refletido numa interface ou num semi-espaco é expresso em termos do incidente através da
funcdo espalhamento. A funcdo de espalhamento S é expressa em termos de funcio H, e s3o utilizadas
#s relagdes de ortogonatidade de meio intervalo das autofuncBes deduzidas por McCormick e Kusder!Z4!,
Uhilizando este recurso, Siewert e Burkan‘:m, resolveram o problema da placa critics infinitamente
refletida no modelo de um grupo de energia, com espathamento isotrépico. No modelo de cspalhamcnto
linearmente anisotropico, em um grupo de energia, cita-se o trabalho de Burkart et al'® , e para dois
grupos de energia, 0 trabalho de Ishiguro e Maioriro' 181,

Utilizando as virias relacBes de ortogonalidade citadas, diversos trasbalhos foram reslizados.
Alguns tiveram soluclo explicita, enquanto que outros recairam em um sistema de equacBes reguleres
para os coeficientes, o qual & resolvido numericamente por um processo iterativo. Para muitos
problemas, especiaimente os de multi-regides, nem mesmo esta segunda clesse foi possivel. A dificuladade
principal destes métodos & que eles recasm em sistemas de equacBes singulares para os coeficientes,
dependendo do rvoblomn considerado, ¢ sus - Jluclo numiérica § muito trabelhoss. Entretanto, num
recente wzbelho! . Ishiguro propds um novo mitodo de regulerizacBo des equacBes integrais singulares
obtidas pars os oooﬂcienm pelas condicBes de contorno impostas so problema. O método ¢ direto, ¢
utiliza somente relacBes de ortogonalidade de meio intervelo des autofuncles cde Case, ¢ # splicivel tanto



no modelo de um grupo, como em dois grupos de energia, & em principio pode ser aplicado a qualquer
problema de multi-regiSes.
1.1 — Objetivo
H4 dois propdsitos neste trabalko:
1) Apresentar a solucio exata ao problema do reator critico de 3 regilies, no modelo de um
grupo de energia, gue & um prublema clissico na *2c g da difusdo, e anteriormente sem

solucdo na teoria de transporte de néutrons.

2} Comparar os resultados obtidos pelo método P),com os de solugio exats.

2 - FUNDAMENTOS TEORICOS

Considera-se neste capftulo os fundamentos tedricos necessirios psra ¢ modelo de um grupo de
energia, nums forma resumida, uma vez que o detalhamento pode ser encontrado nas referéncias
usicata.' 1 ). -
2.1 = A Equacio de Transporte de Ndutrons

Seja.um volume dV, na posicio f.

Define-se:

N(r,1,E,t} = Densidade anguler de ndutrons, nGmero médio de ndutrons na posiclio £, com

velocidade na direcdo §2 ¢ energis E, no tempo t, por unidades de volume,
$ngulo sélido e energia.

A lei fundsmental que descreve o comportamento ds densidade angulsr de ndutrons neste
elemento de volume dV ¢ uma equacio de bslanco, ou sejs, » conservaclio do nOmero de nutrons
N(r,S2,E 1) dVASIJE no tempo. A equaciio geral de transporte de ndutrons, deduzido 8 partir desta lei ¢
escrita como:

d
—a-'- N(r,S3.Et) + v . UN(LSLEt) + olr,Et) NI QEL) =
’
= [ [ olc£.0)¢(rQ.E ~»0E) vN(r .0 E't) 02’ dE’ + QirR,E0) 211
E Q
onde.
NILQEt) — 4 definido
olr,Et) —~ Secclo de choque mecroscOpica total, quantidede fundsmental gque
caracteriza 08 materiais do ponto de vista de comportamento neutrdnico,

representa a probebilidade de interaclio entre um ndutron ¢ 0 melo, por
unidade de deslocamento do ndutron.



fir.S' E'+§1,E) — Funclio transferéncia, ¢ a probabilidade que se um ndutron de direclo 2,
e energia E’, apbs sofrer uma interagio com um niictso em 1, emerja
néutrons secundirios com direcio entre ) e {1+ d) e energia entre E e .
E + dE.

Q{r,{),E.t) — NOmero de néutrons introduzidos na posicdo 1 por fontes externas, por
unidade de volume, ingulo sblido, energia e tempo.
Na obtencdo de equacdo geral de transporte de ndutrons (2.1.1) slo feitas
as seguintes limitagdes e hipOteses:

FlutuacBes estatisticas na densidade angular de ndutrons nfo sio consideradas. Esta anélise pode
ser feita utilizando-se outras técnicas, como andlise de Fourier,

Colisdes néutron-néutron 330 desprezadas. Uma vez que nos reatores nuc'esres as densidades
relativas de néutrons s3o baixas. Com esta hipbtese a equagdo geral de transporte de néutrons torna-se
linear.

Correcdo relativistica. N3o hd necessidade de se considerar os ndutrons de energia muito alta
para os c3asos de interesse na engenharia nuclear.

~ Néutrons atrasados. Importante no estudo de cinética de reatores nucleares, mas o obieti;o aqui
é tratar problemas no estado estaciondrio, ndo hé necessidade de considers-los. Para um caso geral,
incluindo néutrons atrasados, hd que se modificar o termo de transferéncia, incluindo uma dependéncia
temporal. Resolve-se a equac3o de transporte, juntamente com a equa¢do de decaimento dos precursores.

Dependéncia angular das seccdes de chogue a qual ocorre em casos muito raros, como alguns
cristais.

Tempo de interacdo entre ndutron e o nGcieo.
Comportamerito ondulatbrio. O comprimento de onda de de Broglie do néutron é pequeno
comparado com a separacao média entre moléculas. O ndutron é descrito classicamente pela sua posiclio

e velocidade.

Efeitos de polarizacdo, oriundos do “spin” e momento magnético do néutron, sko
negligenciados devido a sua pequena magnitude,

Decaimento radioativo do néutro. S3o desprezados devido a0 tempo de vida do néutron num
reator ser muito menor que sua meia-vida,

Exceto estas limitacBes, e principalmente no estado estaciondrio, onde os ndutrons atrasados
ndo sfo importantes, 8 equacdo geral de transporte de néutrons traduz bem a realidade f(sica pars todos
o3 problemas da engenharia nuciear. '

Os termos que compdem a equaclo geral de transporte de ndutrons sdo definidos como segue:
3
= NI .E1) dV d dE
at
~ variag3o temporal do nimero de néutrons que ocupam o espaco dVdSIdE

vi) . INI,SLE.0) dV df) dE



— fuga total de ndutrons devido a0 seu transporte através das fronteiras de dV, por wnidade
de tempo.

of{r.E.t) vN{r, QE t) dV S} dE

— taxa total de interagBo “néutron-niicleo por unidade de tempo.

[ olrE' 0 t{r,Q E ~QE) vNir, ' E' 1) d’ dE* dQ dE dV
QD E- '

— nGOmero de néutrons secunddrios produzidos no espaco dVASIdE por espathamento ou
tissdo, por unidade de tempo.

Qlr..E.1) dS2 dE dV

— nimero de néutrons de energia E e direcdo §2, produzidos no espaco dVdJQdE por fontes
externas, por unidade de tempo.

O produto vNIr SY' E’' 1) é definido como o fluxo angular de ndutrons, e esta grandeza ¢ de
interesse principal, do ponto de vista neutrdnico, para a engenharia nuclear. Com esta definiclo »
equagdo 2.1.7 serd escrita na seguinte forma:

1 9

7 50 VILRED + @ VHLQED + ol B ¥ LQED =
v

S 1 olLEN (S E. ~QE) V¥ (5,9 E 1) dQ’, dE’ + Qir,N,E 1) 21.2
e

Devido 3 complexidade matemdtica da equacdo geral de transporte de ndutrons, solucdes exatas
desta equacdo sJo diffceis, n3o sb pelo prisma matemético, mas também dificuldades de carbter fisico; as
seccBes de choque sdo funcbes muito complicadas da energia do néutron, ¢ nem sempre & possivel
exprimir-se esta dependéncia por uma funco simples.

2.2 — A Equaciio de Transporte de Nlutrons no Modelo de um Grupo de Energia, Geometris Plans com
Espalhamento Isotrbpico

Pars o estado estaciondiio, geometria plans, meio uniforme (ss seccDes ce choque e funclo
transferdncia nfo mudam com s posiclio), o fluxo snguler de ndutrons possui simetwria szimutsl (simetrie
para rotag3o em torno do eixo 2}, s equaclo de transportes (2,1,2) reduz-se a:

)
“‘87 Wiz p,E) + o(E) W(z,uE) = | j_'la(E') f(E'. 0’ ~€.0) ¥(1,0E’) dE" dQ’
E'

+ Q(z,uE) , 221

{*) O produto vOir,E,t] ¢ probabilideds por unideds de tempo ¢ interacio entre ndutron ¢ Nicled.



B =kl - cosi), k & o versor na direcdo 2.

Uma simplificaglio imediata pode ser feita na funclio Uamsferincia, supondo que
dependincia angular seja somente do Jngulo entre {2° ¢ 1, isto & sobre e = (1°.10, desta forma pode-se
expandit 0 termo de transferéncia em polindmios de Legendre.

fE°"=En) = :‘;. folE° —E) P } 1
Ho t=o 1 !‘“o P

222

Prople aqui situacOes onde hi espatharmento sotropico, retendo-se apenss O termo de ofdem
£=0, tem-se:

] 1
7 Py W(z,u.€) + olE) ¥ (20 E) = ; J 1 olE) folE° E) ¥ (24" E") dE" o’
z e v

B -

+ Qe B) 223

No modeio de um grupo de ~~#gi2, todos 05 NEUTIONS POSSUBIM 3 MEIMa eNSrgia ¢ as secpdes
de choque ¢ fungio transferincia s3o independentes da energia. Com estas definiclies » equaclio 2.2.3
reduz-se a:

ol *""1 *1
J W) d' +» Olzp) 224

bl )

)
u— Vi + o¥lzpy) =
oz

o — seccdo de choque macroscdpica total.
g, — secgdo de choque macroscbpica pere espathamento.
n — niGmero médio de néutrons emitidos por fisslo.

g, — secgdo de choque macroschpics de fisslo.

Dividindo a equacio 2.2.4 por o & definindo 8 varibve! Optice x = 02 & equaclio 2.2.4 serd escrits
numa forma mais roruar . e

9 (Y |
p— Vi) » Wixp) = - [ Wixu)ds + Qlxy) 225
In 2
onde.
0. ’ ffn'
€ - - , & 0nGmero de nbutrons serunddrios emitidos por mreraclo.

u



2.3 — Soluglio pelo Método de Expamfio em Autofungles Singulares (Método de Case)

O método de Case'®’ para solucio de equaclo de transporte (2.2.5) homogénea no modelo de
um grupo de energia, com espalhamento isoirépico, tem sido empregado em vérios trabalhos, como
exposto no capltulo 1. O processo utilizado é o de separacdo de varijveis, e 8 solugdo geral obtida para

fluxo angular de ndutrons é constitufda de um termo assimptotico e um termo continuo,

Descreve-se 0 método empregado a seguir: Considere a equacdo homoginea:

9 1
b Wixn) + ¥ixp) = — [ Winu')dy
-1

[N

. seja Wixul = @lw,u) expl-xfv)

onde v pode ser qualquer nOmero complexo

Substituindo 2.3.2 em 2.3.1, e cancelando 3 dependéncia espacial, tem-se:

cy 1
(v=pplvr) = Y I dlva) oy’
-1
Normalizando $(vu) tal que
1
J olvpuldy = 1
-1v
chega-se a:
cy
(v—u) @ {vy) = Yy

As autofuncBes ¢{v, u) serSo determinadas de forma que setisfacam 2.3.4 ¢ 2.3.5

Se vd(-1,1), obtém-se 0 modo discreto

cv 1
vy =—
2 y-u

¢ com a condiclo 2.3.4 tem-se;

cy v+l
1-— In{

= 0
v~1}

231

23.2

233

234

235

236

Equaclo 2.3.6 determina os autovalores v, @ pers este propsito define-sa 8 funclo de dispersio:

. cz '{zﬂ
- | 0Y
Al2) 2 -1

J

23.7



a qual possui as seguintes propriedadas:

1) Al-2} = Al(z) > se Alvg) =0 entlo Al-¥9) =0

2) Alz%

A(z)+ 356 A®(vg) =0 entio Al *) =0

3 limAl2) =1-¢

|z|—boo

4) Al2) ¢ analftica em todo o plano complexo, exceto no intervalo sobre o eixo real 1.1
Quanto a0 niOmero de zeros de A(z), aplica-se o tecrema do argumentom

1 N (2)

2ni{ A ()

dz = nGmero de zeros de A (z) ~ nimero de polos de A (2),

e desta condicdo conclui-se'8’ que A{z) possui 1 par de autovalores, e serBo reais se
¢ < 1, e imagindrios puros se ¢ > 1,

Se ve(-1,1) tem-se 0 modo continuo, e as autofuncdes serfo escritas simbolicamente como:

Soy) = — + ) 5w - p) 238
2 v—u
onde:
1+v
R e P 238

P — denota o valor principal de Cauchv-Riemmn”"

5 — & o delta de Dirac

' Nota-se que as autofungBes contfnuss slo distribuicdes no sentido de Schwartz, mas »
quantidade ffsica fundamental W{xu) possui um significado claro, desde que as sutofunglies continuas
sempre aparecem sob o sinal de integragio como na equacio 2.3.10.

A soluclo geral da equaciio 2.3.1 serd escrita pela seguinte expansfo:

Yiny = A(l’o)ﬂi‘o M) .!p("l/l’g) + A('l’o)é('l‘o .\U) .XD(X/VQ) +

1
I Aw)etw i) exn{-x/v) dv pei(-1,1) 2.3.10
-1

os coeficientes, A(vy), Alvp) o Alv), da expens§o em autofuncBes, podem ser determinados a pertir das
condi;Bes de contorno do problems especifico, Os termos que compde a expansio em sutofuncBes
discretas corresponde ao fluxo angular sssimptbtico,
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2.4 — Relagles de Ortogonaslidade das Autofungles ¢ o Principio ds inverianca

As condigles de contorno, as quais Jdepsndem do tipo de problems, podem ser classificadas

— De intervalo completo.

Que s#0 expansdes do tipo:
Hu) = Alvg) @ (vo.11) + Al-wg) @ (-vp.4)

1
+ [A o) dy peit-11)
-1

— De meio intervalo

Que sdo expansbes do tipo:
glu) = Alwg) ¢ (vpu) + Al-vo) @ (-vo.u) +

{ A oo v | u e {0.0)
. !

onde f{i) e glu) slio fungBes continuas conhecidas.

Para expans3es do tipo 2.4.1 foi provado que & vilids pers qusiquer funclio f(u) satisfezendo a
condiglo de Molder''®), ¢ deduz-se também propriedsdes de ortogonslidade e normalizecio!®-11) o

quais sdo sumarizadas a seguir:

1
Sudplv ) ¢ u)du =0  pora » £ 4
-1

v,p' pode ser quaiquer sutovelor, discreto ou continuo

1
S ugitvg u) @ (2vo 1) du = 2N(w)
-1

1
[ pdlvu) ¢ (V) du = N(») § (v ¥, v.vVe(-1,1)
-1



n

o c 1

Nivg) = {4—— -5} ¢ 248
v, — 1 ¥

NB) = v (A + (—"-:3,’} 247

Entretanto, 8 aplicagio das relagbes de ortogonslidade de intervaio completo, revelou-se ser
muito limitadam", e exceto para problemss de meio infinito, condicles de contorno de intervalo
completo, podem ser divididas em duas condigdes de meio intervalo. Assim tornase possivel aplicar
unicamente as relacles de ortogonalidade e normalizacio de meio intervalo.

Por outro lado, foi provado que expansBes do tipo (2.4.2), slo completas para quaisquer
funcBes contfnuas g{u) satisfazendo a condiglio de Molder'2%), Para derivar » funcio H, sdota-se aqui
uma técnica mais direta através do principio de invuinnca"”, entretanto pode-sa introduzi-is através da
solugdo de problemas de valores de contorno de Rismann-Hilbert na prova de completividade das
sutofuncdes em meio intervalo!20).

O método da invarianca foi introduzido pelo astrofisico Ambarzumien'?! na soluclo de
problemas de reflexSo difusa da Juz por uma atmosfera estelsr. Este principio foi generalizedo e
formulado sistematicamente por Chandraselr.har"” em u.na teoria geral para trensferéncia radistiva. Este
princlpio pcre ser aplicado, ndo s para problemas de transferéncia radistiva, como também para raios
gama e néutrons.

O principio estabelece uma relacdo entre o fluxo anguisr incidente e 0 emergents, swavie de
fung3o de espalhamento, num semi-espaco homogéneo como:

1

1
¥(0,-u) = SSlu, 1YW (0,u) du’ u e (0,1}, 248
0

¢ asseguis ainda que a funclo espalhamento & inveriants com respeito 8 adiclio ou subiraclio de camadas
de espessura srbitréris do mesmo materisl. Portanto s relaglo entre o fluxo anyular incidents & o
refletido & vilida para qualquer posiclo x do materisl:

’ 1
Wix,-u} = ;ﬂ- S Slu, wY W (xu ) du’ & e (0,1) 249
0

¥(x,t u) s¥o distribuicBes angulares, portanto deve setisfazer » equacio de Boltzmann (23.1);
substituindo 2.4.90 em 2.31, ¢ usando o tecrema da reciprocidade pera a funclo espsithamento
Suu’) =S’ u), obtém-se:

Cpu’
Slu,u) = —— H () Hiw), 24.10
Htp
onde 8 funclo H é definida como:

1 9
Hiw) = 1 *-2— I Stu,u) di’ 24.m
0
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inserindo-se 2.4.10 e, 2.4.11, obtém-se uma equacio integral para » funciio H:

cu 1 H(y') dy’
Hg) = 1 +— Hp [ ————— 24.2
2 0 MM .
A funclo H possui as seguintes pmpnedades“m.
1 ) .
J dlEuidp = [ HEH(p) du 2.4.13
-1 0
para § = »y
c 1 Hiu) d
S D o 2414
2 o Ww—H
e para £ =
cv 1 Hu P
— f du + H) A (p) = 1 vre (0,1), 2415
2 o v-u

¢ pode-se também estender a funcdo H ao plano complexo, limitado a0 longo do eixo real de -1 a O:

1 H 'l, ']
M = 1+ g f P 2 d (-10) 24.16
2 0o HK+2

Estas equacdes s30 usadas extensivamente neste trabaiho, pers resolver as vérias integrais ¢ s
relagBes de ortogunalidade como por exemplo:

Considere autofungBes pertencentes 80 mesmo meio:

J ) ¢lyg u) vy du = 0 24.17
o
§ WML} Blve s otrp 1) du = Hivg) Nisg) 24.18
0
1
£ ML) 9l 9V ) s = HOI NI BV =91 . 0. ¥ € (01) 24.19

Os demsis tipos de integrais que envolvem procutos de sutofuncBes pertencentes a meios
diferentes estio listadas no spéndice A,



13

3 - O PROBLEMA DO REATOR CRITICO DE 3 REGIOES

Seja um sistema, consistindo de um meio multiplicativo {c; >> 1) antre -a; <x <a; {(em livres
caminhos médios), um “blanket” {(c; < 1) de espessura a; e envolto por um refl'or {cy < 1) intinito
{Figura 3.1). Considera-se que todas as propriedades fisicas dos meios (c’s) e a espessura do "blanket”
sejam conhecidas, ¢ além disso, todos os meios envolvidos no problema sejam homogéreos.

£

Meio Blanket

Meio [ Blanket ? Meio
Multiplica )

-“Ref@or | @ tivo® @ Reflet® + =

) .
S

|
|
|
- {
' |_A"bsbos' 1 x

-B -0 |0 o) B

i S SO

Figura 3.1 — Geometris do Problema.

O objetivo ¢, utilizendo-se do método de Case (expamsSo em sutofuncBes singulares), ¢ com
suxflio das relacSes de ortogonslidede de mwio intervalo, reduzir este problema de trés regiDes & um
conjunto de equacBes regulares pars os coeficientes da expansfio no modefo de um grupo de energis. Por
outro lsdo, determina-se & meis espessurs critica, tal que, o sisterns considerado no estudo estaciondrio,
tenha soluclo diferente da trivial, e a distribuicio anguler de ndut ons em todo o espaco.

A origgm do sistema cartesiana de rcoordensdas esth localizeda no plano de simetris ¢n
problema,

As condigBes {sices impostes s0 groblema so:
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onde:

a) Condiclo de simetria em relacdo so plano x = 7,

\l'i(x,[.l) = ‘Pl(-x.*p), He(-1,9) 3
i=1 -Qy < x< a,
i=2 P<x<-qy ou o <x<§B
onde B=c; +a3
i=3 Ixl > 8

b) Como nSo hi fontes no infinito o fluxo angular de ndutrons na regido 3 deve ir a zero
para Ix| > =

lim Wylx,p) = 0 ne{-1,1) ©31.2

X |->roo

¢) Condigdo de continuidade do fluxo angular de néutrons nas interfaces:

Wy lay u) = ¥y{ay u) e {-1,9) 313

Vi Bu) = ¥ylpu) gel-11) 314

Da condiclo 3.1.1, é possivel concluir que & suficiente considerar somente a regifio x>0, a

extens§o para a regiffo x <0 & direta,

Pode-se entfo escrever as solugdes gerais nos 3 meios, utilizando 3.1.1 ¢ 3.1.2 como:

Wylnu) = By(vy))@, vy 1) exp{-(x+ay)/v; } + By (v ) ( vy ) exp{ - (a,—x)/wy }
1 1

+ [ By (0o (v ) exp{-ix+a))/v) dv + [ B, (n)¢y(-vi) exp{-{ay—x)/v} dv ,
0 0

0<x<a 316

Walxu) = Agivy)dylva ) exp{-(x a,)/vs} +

Asl-v3)¢s(-vs ) exp (- {-x)/vy } +

1
[ A3y v ) exp{ -(x—ay)/v} dv +
(]



1
[ Ay (-»)al-v) exp{-1f—x)v} o 316
0

0|<l<ﬁ

Valxn) = Aglysidgivs i) exp{-(x—p)/1y } +

} Ay(vidglvu) exp{-(x—-B)/v} dv 31.7
0

x>p

A condiclo de simetris no meio multiplicativo, W;(xu)=W¥,{-x-u}), uel-1,1), j§ foi
incorporada.
. As relagbes 3.1.3 ¢ 3.1.4 sBo condicles de continuidada de intsrvalo completo, que podem
ento ser dividides em condicBes de meio intervalo-

¥ (a; ,~u) = Vilay,-u) p € (0,1) 318
Vylags) = Valay.p) u e (0,1) 318
Yy (8,-u) = ¥y(B,-u) u e (0,) 3110
Yy = ¥(Ba) u e (0,1) 3in

Substituindo as expressBes 3.1.5, 3.1.6, 3.1.7 nes relacBes acims, e apds manipulaches
sigébricas, obtém-sa:

' 1
Ay lvy)es vy ) + .L Ay v ) dv = -Ay(-wy)a{-w3 1) Exlrw,) ~
' -
{ Ay (-0} (- uIE;(¥) dv + By (v, )¢, (v, WIE (v;) +
h)
By vy (-vy ) + [ By(v)d WUMIE, (¥) dv +
0

1
J By (v, (-v ) dv u e (09 AR Y
0

1
Bl(lﬁ Vi (v, ) + { 8 (v¢, (vu) dv = -By ‘V;”l (-vi ME (»y) ~

zal(l’)h (-v)E (W) dv + Ay(1))Pg(-vy3 ) + Agl-w3)y (v LIE;(¥) +
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1 1
S Aaigat-vd dv + [ Aal-#lg3 v lEa(b) dv € (0,1) 31.13
[4] 0

1
Ariva)ds vy ) + [ As(iga(va) dv = Ag(ry )y (vy WE (vy) +
0

) )
Azl-walga-wa ) + [ As(miga v )Ea(w) dv + f Agl-wiga(-wp) dv
0 o

u e (01) ArM

1
A (-93)93 (a1} + [ Agl-vidalvp) dv = Aslvy ) (-vy.u) +
0

1
I AWy {-vud dv = A (03)¢3(-vy 1) Ex ;) —

0

£A;(v)¢;(-v.u) Ealv) dv u e (0 a1.18
onde:

g it =20/t E=v, ou vel0) 3.1.18

€, (p) =o't t=v ou ve (0 3.1.17

Notase que o lado esquerdo das equacBes 3.1.12, 3.1.13, 3.1.14, 3.1.15 slo expembes t(picas
de meio intervalo para os coeficientes. Pode-se entdo aplicar s propriedades de ortogonalidade de
meio-intervalo das autofuncles, pare isolar os coeficientes, Todos os tipos de integrais envolvidas, neste
processo sJo spresentadas no apéndice A; mostra-se aqui spenas 0s resultados finsis:

C

Az (v} Nylog) Hy vy} = -Ag(-0y) E;50y) H;'lvy) -

s W3 v + By(y) By i) =i W3 -y} +

3
2y +l’1’ 2(l-’| "Pj’

7 AW Ea
0

Sivva H;'(v)& +

‘C]"C;)W; 1
B E H dy
5 V) Ey o) — o+ S B

(v—v,;)

B,ivy) Lt

H;'(s,) 31,18
2 4wy

C3¥¥;y

9 w,) -
2y +vy) 2 )

Az () N3(v) Hy(0) = -A;(-0y) Ey(vy)

S K W OV + B Eylry) —2 W' (ep,) 4

2y + ') 2, -

)]
[ Ay (-¥)Ea )
0
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! (ca — ¢ w' P
I Bl (V') E‘ (l") Hz (b'} —e wﬂ +
0 2(v — v’}

v A, () + ——2 32 42} B, (0) E, (¥) Hy (0)

N+ B ) — W) v e (0) 3.1.19
2‘v+yr) 2 1 1 2‘”1 +P, 2 1 » e

1
+ f B,(¥)
0

Multiplicando a equagdo 3.1.13 por u Hy (u)é; (Eu), E=», ou re(0,1) e integrando sobre u de 0
8 1, obtém-se

C ¥y
B||P|) N.(%)Hﬂl’l) = ‘Bﬂl':) E|h’|) H, (Vl) -

- Cia ¥
H W) dv + Alyy) ———

1
By ¥) E, (v P gy
_!; W) E (¥) 2, +7) 20, + 9] H, (s) +

Asl-vp) Eyly) —amdll et lv)+}'A(v)
2 2 V2 z‘yz "l) ) 2 3 2‘| ,

-l ’ ’
H, () +

(c3 — ¢, 'y,
f Ag‘ V) E;(l’) ———— H| (v') dv' 3.1.20
' 2‘” - pl,

i

20y +py)

Biiv) N, (W) My (0) = -B,(»,) €, (¥;) H; (v, -

1 o w
f B, E,\ W) W ) dr + Aglvg) Hy' (vg) +
0 v+ )

2(: v)

a3y, ~ 1 {v')cym
7141 H.'(-v,) s 1A, 2
2y, - ) 0 2 +)

Aj(-¥3)Eqlp;) H ) dv +

( w
I Ay -v) By AP e e
200~ ) L

¢ ¢y n?
v A+ —

Ay (-v) E; (v} H, (v} v ¢ (0,1} KR W)

Multiplicando a equaclo 3.1.14 por uHs¢s (Eu) E = vy ou velM,1) e integrando sobresde O o 1
obtém-se:

CaVy ¥y

Ajivy) Nyley) Hylva) = Ajivy) Exlpy) —————— H;""l’z) +
2vy — vy)
. E;(¥) (c; —ca)
Ant-i?) —20 ety o f A 2O ) g s
2“’; +uy) 0 2(!"‘#.'
! Ayl v ) 222w e de kR W 7.

109,
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(Y 414 -1
A;(I” N;(I” H;h" = A;(l’;) E:h’;) —_— H' "V” +
2(vy = v)
Asl-w) —22 3 c.)+;A¢ et 2 L e s
Pl 4 v -—
’z(, W T

C3C) v

r{ A 00 + } Azlv) E5lv) Hy ()

; Ayl-¥) -?—"3—, H;' V) dv’ v e (0.0 anm

Multiplicando a equacdo 3.1.15 por uH; Wig(E ), § =v2 ou 1(0,1) e integrando sobre u de 0
a1, obtémse

Az{-v3) Na(vy) Halwy) = Ayivy) Sahb H;|(V:, +
2y, +v;)

1 cyV'y,y -1 by

. H' (V) dv ~ As(vy) E Hy' (ny) -~
{A,(w) T 3 V) dv 1(v3) Ealwy) y, 3 1y

v

§ A €001 222 4t ) o 3.1.24
o v, +v')
Az{-¥) Ny (#) Halp) = Aglyy) T——,Hz vy) +
§ A =22 ') 0 - Aslvg) Ealvg) H;' (v,)

[ 4 (4 - [ 4 [ 4 [ -
o’zww, g ””2(,)”
; A (V) Ey(v) ( = )H;'(v')dv’ ve (01) 3.1.26

Nota-se que #s equacBes para os coeficientss A; (), By (), Aylv) envolvem termos singulares,
sendo as singulsridades do tipo v z " E (V). Para regulsrizar estas equacBes procede-se como exposto na

referéncir''®!, O mesmo procedimento serd aplicado aos coeficientes discretos, porque além ds iorme
semelhan’e, a experidncis mostrou que, em tarmos numéricos iterativos, essa forma & mais favorivel.

Regularizaclo do coeficiente A; (v):

Muitiplicando a equaclio 3.1.13 por uH; Wie; RU)E, (£}, E=v; ou ve{0,1), integrando sobre
ude Qe 1, e somando com s equaclo 3.1.18 para t =3, ¢ equachio 3.1.19 pars § = v, obtém-se

Ei’a
2+

As(E) N3 (B) Hy(k) = Ay(wy) - €y (6 H5' lvy) -
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Ay l-vs) 2“:5 H;" (v) Ea(0a) + Ag=8) Na () Ha (E) E, (B) Ea (8) —
IA,t V) E; ) - E H, ) + By tn) — 25 b () - E, (81
2k + 2v, - ¢

)
s § By WM ) (c', 2 B W -E D) dv +
) 2(v'-§)

e v'E
’ Hy {1 - E, 0" E k) } dv +
IB'Mzw 0 3 ] V) E (f) } dv
E (E)I A (v) il Hy' (b)) &’ + 8, (v;) L Hy' W) {1 -Ey ) E4(D))
2 2“ V') 2 1) 2“_._.") ] 1 17 1
E=vy ou »e(01) 31.26

Analogamente pars a3 equacio do coeficiente B;(v), muitiplicando a equacdo 3.1.15 por
uH, W)gy (Eu)E; (E) integrando sobre u de 0 a 1 & somando com a equaclo 3.1.20 para t = v, e equaclo
3.1.21 para £ S v, obtém-se a seguinte equac3o pars o coeficiente B, ().

¢ &y

Hy' vy} + R 1.
AE+v;) 1 (v} + R(E) 31.27

By (BIN, (B H, (}) = -B,(v)) Ey(v))

onde:

4 YA
Hy (V) dv' + A )
2E ) a( ) dv' + Aylvy 203 + )

& :5_ Hi' (-03) {Eylvg) —E3 (b)) +

-

H ' ) 1 -

Rk = -f 8, (v) E ()

E;(v) E5lb) } *Az('%)

v’
20 +§)

(e —e) )V EH V)
i 1]

sk cy 'k
Ay v
Y «vmhmi o ’w v

f A ) H' 11 = B3 (D) Esip) L dv +

(€3 - Eslf)} oo +

§ Ayt
(1]

M v) o 3.1.28

Aslvy) Esl)

"Vl ou VI(O,ﬂ

A equaclo pars o coeficiente Aj(-») nio spresentou termos singulares, pnde-se escrever e
equagBes 3,1.24 ¢ 3.1.26 nume forma mais convenients:



cavsf csVEH,y ' )
Ay l-E) N (B) Ha(}) = Aglpg) —-—H() Ay (v) ——2
26-§) Ny (8) Hy (} a(vy 20s + B ) vy f alv) 20+ §)
A, (0) Ey vg) —225 W2 ) = £ A0 Es ) —221 W20 g
3'72 w3 2(!’3"'“ 2 ] o 2 2 2(5“‘9’) 2
E=v; ou ve(01) 3.1.29

Para a regulerizacBo do coeficiente A (v}, foi necessdrio repetir-se o processo 3 vezes
Muitiplicando-se simultaneamente a equagdo 3.1.12 por uHs(u)dy(Eu)E;(E), equagio 3.1.13 por
uH(uMs (ELIE; () Ey (E), equacBo 3.1.15 por uHjy (u)ds (v)E,; (E) E5 (E)E, (), integrando sobre u de O @
1 e somandc com a equacio 3,1.22 para § =¥, e equagio 3.1.23 para { = v, obtém-se:

~ 711 S
A () Ny (8) Hy (D) = Ajl,) Hy (=r) {Eylvg) —Eq(d) ) +
2y, — ¢)
Aatvs) =222t ) 1) Ea ) (V- €M Es )} +
2(vy +¢)
C2¥;
A(-V;) 20 + B) H' ‘lﬁg){f E;ll’;’E:(E)} +
Ayl-vy) "_ci’e_ H;i(;ya) Fqy(8) E](E’{Eih’ﬂ) - E:(E)} +
2w, - §)
f As () o ,"59 Ha' (V) By (b Ea (8 {1 €5 (8) Eqle) o »
1 ey —csv't
[ Az (v) —-5’(—;13“— Hy(#') (€300} —Eo (k) } oW +
f Ay(-v ) {1—5,(2) Es(v) H; (v) v +
1 —¢3 )8 H;y (')
{ Ay S e (Es )~ Es D)) O
0 2‘”’.’5]
e vk -1
+ B H Es() (1-E,(v,) E
{) 20+ » (n) Exlb){ 1) Eg(f)) +
) v'H, (
Ey(p) [ Byy 2SO e ) o +
A 2t - )
1vE

H' O (1-E B E 0 ) v ¢

Ey () f B 5

3! »
2t +

Ay () - Hl (v3) E4(B) Ex(E) Eq(F) +



0

by
2t +»)

Ea(8) Ex(B) Eo(8) £ Asl) Moo +
[1]

-
) 2 W ) E B () - 410}

E=» owrelon 3ITW

As equacBes 3.1.26, 31.27, 31.29, 31.30 formem um sisteme homogineo acoplado de

equacBes reguiares para os coeficientes, ¢ ume vez que a magnitude do fluxo depende de potincia do
reator, pode-se normalizar uma das incOgnitas do problems:

Seja B, (1, ) =exp (@, /r;), @« com sux(lio da equagio 3.1.27 para § =»,, pode-38 explicar Q, :

v
o = % oyl +;'- ln(%) R 1N

x = c,mH; W) W ) N (9y)

z=1- v.N,"(v;)cxp(—a.Iv.)ﬂ i)

A solucio da equagdo de transporte (2.2.1) pera o probleme do restor critico de tris regiles,
foi reduzido 30 sistema acoplado de equacBes integrais reguiares, 3.1.26, 3.1.29, 3.1.30, 3.1.31 ¢ 2.1.27
pars £ =», 0 qual serd resolvido por um processo numidrico iterativo. Hi que se selientsr que destes
equacles obtém-se a distribuiclio angular de nlutrons nes 3 regiles, como proporcionsl 8 ume constante
arbitriria.

0 fluxo total ou escaler & definido como:

#ix) = I‘ Wix.u’) det’ 3.1.32
-1
inserindo-se 83 equagBes 3.1.5, 3,1.6, 3.1.7 na definiclio 3.1.32, cbeém-se:
$1(x) = expl-x/v;) + expix/y,; )+
} B, exp{-ixta,)r) v +
0
{ B, (¥ exp{ -(ay ~x)v} o 3133
$iix) = Ayiwy) exp(~(x~ay)imy } +
Arli-m) exp{=(B-x)wy } +
£ Ay exp{-(x-ay)iv) du +

g Ay(-9) oxp{ - (8- x)/v) dv 3.1.34



93(x) = Aj(ry) exp{ ~(x—Pivy } +

1
[ A exp{-(x-B)v} dv 3.1.35
0

Com a normalizac3o exposta, as unidades do fluxo tota! de néutrons, serfo néutrons por
unidades de comprimento ao quadrado por unidade de wemp2o.

4 - RESULTADOS NUMERICOS E COMPARACOES

O propésito deste capltulo 4 apresentar os resultados numéricos nbtidos para 8 meis distincia
critica, fluxo total e angular, calculadcs pelo método de Case. Além disso, sdo comparados estes
resultados com a solugdo aproximada (método PN), cujo desenvolvimento analltico esth exposto no
apéndice B.

Os cllculos foram feitos em dupla precisioc no computador IBM 370/155 do Instituto de
Energia Atbmica, sendo o0s programas escritos na linguagem FORTRAN IV-H. O fluxograme ¢ o
procedimento computacional estSo apresentados no apéndice C.

Definiu-se 51 casos diferentes de .ardmetros (¢, ¢z, €3, a3) que definem o problema do reator
critico de 3 regides. Resolvendo-se o sistema acoplado de equac3es integrais, referido no fim do capitulo
3, obtém-se os coeficientes de expans3o e a meia distdncia critica. Na TabelaIV.1 apresenta-se os
resultados obtidos para a meia distincia critica, calculados pelos métodos, de Case e Py, com os
respectivos desvios percentuais. A comparac3o foi feita até N = 5.

As integrais envolvidas na determinacdo dos coeficientes pelo método de Case foram calculados
numericamente pelo método de quadratura de Gouss''?). Neste método, as integrais sBo expressas comg
somatérias da seguinte forma:

N
_ff(x) dx = 551 w, "(x‘) + RN
_b-a
mi - 2 wl
X, =% {(b-aly, + b+a)}

wI — pesos de quadraturs

y, — nds, ou pontos de quadretura

A precisBo numérica obtida nesta representagcio auments com N, 0o nGmero de pontos de
qQuadratura, ¢ para uma escolha conveniente de nos iy;) e pesos (W,), tem-se uma expresslo exats
Ry, =0), se f(x) puder ser expressa por um polindmio de ordem até (2N — 1). Os nés ou pontos de
quadraturs, ¢ 03 pesos podem ser encontracos em manusis de tabelss mateméticas'!’,
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Para todos os casos, dsidiu-se o intervalo de integra¢do, (0,1) em dois subintervalos, {0,0.99) e
{0.99,1) e em cada subintervalo utilizou-se 32 pontos de gquadratura. Isto é devido ao fato da fun¢3o de
normalizagio N{») e os coeficientes continuos ndo serem fungdes suaves (mostram gradientes aitos) perto
de v =1, O refinamento da meia distdncia critica e consequentemente dos coeficientes da expansio foi
feita até a sexta casa decimal. Nestas condicles, 0 tempo de computacdo {C.P.U) variou entre 11 ¢ 19,5
minutos e o nimero de iteragdes entre 13 e 25,

Como foi exposto, a solugdo geral de equacfo de transporte de néutrons (2.3.1) ¢ composta de
termos discretos, que formam a parte assimptdtica, e de termos contfnuos. Como um dos propdsitos da
teoria de transporte de ndutrons é fornecer resultados que possam servir de padr3o, nas Tabelas 1V.2 e
1V.3 sfo apresentacos os fluxos totais para os casos 44 e J respectivamente. Ao mesmo tempo faz-se
uma comparacdo destes resultados com o método PN; inicialmente observa-se que a concorddncia dos
resultados pelo método Py, aumenta com N. Além disso, s#o apresentados os fluxos totais assimptéticos.
Notasc que a aproximacio P; tem a lendéncia de acompanhar o fluxo total assimptotico yuando os
pardmetros fisicos dos meios (c’s) s3o proximos de 1 quando a infludncia dos termos continuos s¥o
pequenas (caso 3).

Nas Tabelas IV.4, IV.5 e IV.6 s30o apresentados 03 coeficientes cont/nuos para seis casos,
enguanto que o discretos correspondentes sdo apresentados na Tabela IV.7. Notase quando o sistema
torna-se mais multiplicativo, h§ um aumento dos coeficientes contfnuos. Para os casos onde cf > Cs,
sempré houve 8 mesma tendéncia de comportamento para os coeficientes contfnuos; portanto
apresentou-se somente 4 casos com essa caracterfstica. Nota-se que fixando 0s pardmetros flsicos dos
meios e aumentando a espessura do ‘‘blanket” B, {v) e A; (¥} em mbdulo, aumentam de valor, enquanto
que Az {-r) e Ay (v) diminuem, Mas compa: ativamente A;{-v} & A;(v) sofrem mudangas mais bruscas dv
que B, (v} e A;(v). Para os casos onde ¢;3 < ¢y, houve uma mudanga no comportamento dos coeficientes
contfnuos A,'(v) e A;(-v), como pode ser visto na Tabela 1V.6. Isto é devido a reflex3o de ndutrons na
interface 2, e para uma escotha conveniente de c3, cs e &3 seri bem pronunciada.

A aproximago P,, que pode ser considerada equivsiente a teoria da difuslo em geometria
plamn"”, corresponde a parte assimptbtica de soluciio (2.3.10) para situagBes onde os meios sfo
pouco ebsorventes ou pouco multiplicativos, e nos pontos x onde os termos contfnuos nlo slo
relevantes, como serd visto a seguir:

Considere o fluxo anguiar assimptdtico de solucBo exata (mérodo de Case):

cvy o 1
v, (en) = Alpg) — expl-x/vg) + Al-¥y) — expix/ve) 411
2 w-u Vo +i
sabe-se que:
'lm g = oo
> 41.2

Expandindo em série de Taylor até a primeirs ordem, ss autofuncBes discretss, psrac v1:

e £(13 = 413
¥, xx = ";- { Alwo) expl-x/vg) + Al-wg) explx/ig) } +

Eci { Alvo) expl- xfvg) ~ Al-vp) expix/yg) } 41.4
Vo
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1 u
‘l'.“(x,u) = ; P —-2~d¢a“ {cr 1) 415
dx
onde:
*1
b, (x) = {‘ Vo ) du
Utilizando-se da defini¢do da corrente total:
1
Jy ) = {1 kW (xp dp 317
Obtém-se

1 d

"ln(’d =~ ; —; ¢'"(x) ‘

que £ a lei de Fick, hipbtese fundamental para a teoria da difusdo. A mesma relacdo entre cor ente e

fluxo total de néutrons & obtida pela aproximacio P, (3.1} portanto tem-se uma relaclo

sx=-p %
dx )

pela Tabela V.1 que a meia distdncia critica calculada pela aproximacdo P, ¢ bem prdxima da exata

quando (c;, c; e c3) sdo proximos de 1 e se afasta de meia distincia critica exata, @8 medida que esses

pardmetros se afastam de 1. Como j3 foi dito, ao fixar-se c,, c;, c3 e aumentar-se a;, para 0$ Casos

onde c; > cs, hd uma diminuicdo brusca, em mbdulos, dos coeficientes continuos A (-v) e A, (v), 0 que

justifica a diminuic3o do desvio percentual da meia distincia critica da aproximag3do P, neste sentido.

para os pontos x, onde os termos continuos n3o sdo relevantes e quando c v 1. Nota-se

Como mostra S. Galione et al“s’, hé uma forte correlagc3o entre a solu¢io proposta pelo
método Py e a solucdo exata (método de Case). O método Py & a expansio da solucio exata em
polindmios de Legendre. A contribuicio do maior auiovalor Vo, corresponde 8 expansjo da parte
assimptOtica em polindmio de Legendre até a ordem N, enguanto que a contribuicdo das ralzes
remanescentes corresponde 8 expansdo do termo continuo da solucfo geral em polindmigs de Legendre.

Nota-se que:

lim vo,, =¥ (raiz da funcdo de dispersdo)
N> oo

onde vo ,, é 0 maior auto valor obtido pela aproximac3o PN.

Diante disso, trds fatores interfarem decisivamente no desvio padrfo percentual da meis
disténcia entre os métodos, de Case e P, :

1) A ordem N de aproxiriscdo. Quando maior N, tem4e mais precisfo no sutovelor discreto
calculado pelo método Py (vide Tabela IV.8). O termo continuo da solucio exata ¢ sproxi-
mado pelo método PN, strawis de uma somatéris com os sutovalores menores que Von-
Quanto meior N, mais préximo seré a identidade entre ests somatdria ¢ 0 termo continuo.

2) O velor de c. Quando ¢+ 1, pars uma ordem N fixs, s precisBio do sutovalor discreto
sumenta neste sentido (vide Tabela IV.8),
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3) A cspessura do "blanker”’. Quando se aumenta esta espessura, em geral, em modulo B, (v)
e A, (r) diminuem enquanto que A, (-v) e As{v) aumentam,

Pela andlise dos 51 casos, nota-se em geral que o desvio percentual da meia distdncia critica
calculada pela aproximagdo P,, segue 0 comportamento de A;{-») e As(r). Para os casos onde
¢z <cy, como j3 foi dito, esses coeficientes mudaram de comportamento, e escolheu-se c;, Cy e a3
convenientemente, nota-se uma subida do fluxo total no refletor, devido & reflex3o dos néutrons. Isto
pode ser visto na Figura 4.5, onde é apresentado o fluxo total para o caso 50. O desvio percentual da
meia distincia critica calculada pelas aproximacBes Py ¢ Ps seguem o comportamento de B, (V) e A,
{»), porque em mbdulo, eles s3o maiores que A; (-v) e Ay V).

Uma comparacdo grifica do método de Case, é feita nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, onde
sJo apresentados os fluxos totais para os casos 1, 3, 43, 44 e 50 respectivamente. Em todos esses casos
coriparou-se somente 3 aproximac3o P, uma vez que, Py e P s3o muito proximos de soluclio exata.
Quanto a0 fluxo angular de ndutrons a comparacio em ilguns casos, pdde ser feita até P, como mostra
as Figuras 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9 para os casos 3, 40, 2 ¢ 24 respectivamente. Nota-se que embora o fluxo
total calculado pela ap. .ximagdo Py e Py sejam préximos do exato, o mesmo ndo ocorre com o fluxo
angular. Devido a descontinuidade fisica dos meios, pode-se notar a descontinuidade dos fluxos angulares
exatos nas interfaces'a"”. Comportamento diverso ocorre com o método PN' uma vez que, o fluxo
angular de néutrons por este método, ¢ dado por uma soma de fun¢des contfnuas. '

MNas Tabelas I1V.9 e IV.10 sdo apresentadas as distribuicdes angulares de néutrons nas interfaces
para o0 caso 3 enquante que para o caso 40 530 apresentados nas Tabelas IV.17 e IV.12,

5 — CONCLUSOES, COMENTARIOS E SUGESTOES

No presente trabalho, considerou-se um problema de multi-regides, antericrmente sem solugio
exata na teoria de transporte de néutrons. Mostrou-se que, partindo do método de Case, sxpansdc em
autofuncdes singulares, ¢ com auxilio das relag3es de ortogonalidade de meio intervalo, s regularizacio
dos coeficientes para o probiema do reator critico de 3 regides pdde ser efetuads, utilizando-se do
método exposto na reteréncia' 1%, O método em si, é aplicdvel tanto e problemas de um grupo, como
de dois grupos de energia"", e pode em principio ser aplicado a qualquer problema de multi-regiBes. A
precisSo numiérica foi satisfatdris, e obteve-se em todos o3 casos, um minimo de 7 dfgitos de precislo.
Quanto a0 método P,,, observou-se que as sproximacdes Py e Ps slo boss aproximacBes pars o fluxo
total de ndutrons, embora isto ndo aconteca para 8 distribuiclo angular,

Como sugestio pars estudo posterior, propSe-se um estudo pars o modelo de espsthamento
linsarmente anisotropico, utilizando-se esta técnica.
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Tabela IV.1

Casos Estuados e Valores Obtidos para a Meia Distincia Critics

C, <; Cy
1.010 0.900 0.800
1.010 0.900 0.800
1.010 0.900 0.800
1.010 0.900 0.600
1.010 0.900 (.600
1.010 0.900 0.600
1.010 0.800 0.900
1.010 0.800 0.900
1.010 0.800 0.900
1.010 0.800 0.600
1.010 0.800 0.600
1.010 0800 0.600
1.050 0.900 0.800
1.050 0.900 0.800
1.050 0.900 0.800
1.050 0.900 0.600
1.050 0.900 0.600
1.050 0.900 0.600
1.050 0.800 0900
1.050 0.800 0.900
1.050 0.800 0900
1.050 0.800 0.600
1.050 0.800 £.600
1.050 0.800 0.600
1.100 0.900 0.800
1.100 0.900 0.800
1.100 0.900 0.800
1.100 0.900 0.600
1.100 0.900 0.600
1.100 0.200 0.600
1.100 0800 0.900
1.100 0.800 0.900
1.100 0.800 0.900
1.100 0.800 0.600
1.100 0.800 0.600
1.100 0.800 0.600
1.200 0.900 0.800
1.200 0.900 0.800
1.200 0.900 0.800
1.200 0.900 0.600
1.200 0.900 0.600
1.200 0.900 0.600
1.200 0.800 0.300
1.200 0.800 0.900
1.200 0.800 0.900
1.200 0.800 0.600
1.200 0.800 0.600
1.200 0.800 0.600
1.200 0.300 0.990
1.200 0.300 0.990
1.200 0.300

o

1.000
2.000
3.000
1.000
2.000
3.000
1.000
2.000
3000
1.000
2.000
3.000
1.000
2.000
3.000°
1.000
2.000
3.000
1.000
2.000
3.0%
1.000
2.000
3.000
1.000
2.000
3.000




36

Tabela IV.1
{Continuagdo)

CASO EXATO Py P3 Ps P, % P3% Ps%
1 7.389977 7.482554 7.392527 7.390804 1.2 003 . 0.01
2 7.277128 7.363402 7.279972 7.278085 1.18 0.04 0.01
3 7.236686 7.321888 7.239681 7.237649 1.18 0.04 0.01
4 7.635023 7.639398 7.538327 7.63617 1.39 0.04 0.02
5 7.331448 7.420752 7.334537 7.332567 1.22 0.04 0.02
6 7.256127 7.341659 7.259240 7.257151 1.18 0.04 0.01
7 7.598778 7.706227 7.605627 7.601037 1.41 0.09 003
8 7671173 7.779724 7.676754 7.673006 142 0.07 002
9 7.687589 7.794846 7.692902 7.689369 1.40 0.07 -0.02

iD 7.775765 7.885649 71.780329 7.777343 1.4 0.06 0.02
1 7.712550 7.817800 7.717659 7.714313 1.36 0.07 0.02
12 7.697433 7.802933 7.702687 7.659197 1.37 0.07 0.02
13 2497244 2.603531 2.501370 © 2498418 4.26 0.7 0.05
14 2414391 2513018 2.418882 2415728 4.08 G.19 0.06
15 2.385493 2.482201 2.390167 2.386846 4.05 0.20 0.06
16 2.607760 2.727346 2.612265 2.609104 4.59 0.17 0.05
17 2.453753 2.556201 2.458328 2.455193 4,18 0.18 0.06
8 2.399317 2.496831 2404047 2.400709 4.06 0.20 0.06
19 2.661908 2.781705 2.670431 2.664534 4.50 0.32 0.10
20 2.719504 2.842581 2.726858 2721733 4.53 ®27 0.08
21 2 732655 2.655246 2.739748 2.73483€ 4.49 0.28 0.08
22 2.804608 2932297 2.810875 2.806556 4.56 0.22 0.07
23 2.752752 2.874563 2.759614 2,754310 443 0.25 0.08
24 2.740549 . 2.862040 2,747575 2.742716 442 0.26 0.08
25 1.432929 1.5638567 1.439628 1.434610 2.37 0.47 0.12
26 1.371800 1.468957 1.378894 1.373670 7.08 0.62 0.14
27 1.35C919 1.445647 1.358213 1.352813 7.01 0.54 0.14
29 1.616725 1.836602 1.623524 1.618453 7.90 0.45 0.1
20 1.400517 1.510953 1.407579 1.402447 7.24 0.60 0.14
30 1.360868 1.456689 1.368176 1.382785 7.04 0.54 0.14
i 1.5662631 1.680682 1.673830 1.685780 7.55 0.72 0.20
32 1.607869 1.730802 1.617688 1.810837 7.65 0.83 0127
a3 1.818230 1.741330 1.628103 1.620063 7.61 0.61 0.17




{Continuacdo)

Tabela iV.1

CASO EXATO P, P, P, P, % P3y% Ps%
34 1.575950 1.806120  1.684947 1.678421 7.77 054  0.15
35 1.634143 1.757453  1.643760 1.636847 755 059 017
36 1.624457 1.746991  1.634253 1.627174 7.54 060 017
37 0.769307 0.865702  0.781204 0.772414 1253 155 040
38 0.730527 0.818080  0.742636 0.733875  11.98 166 046
39 0.717581 0.802406  0.729833 0.720972  11.82 1.7 0.47
40 0.823954 0934930 0835897 - 0.826935  13.47 145 036
e 0.748492 0.840499  0.760549 0751839  12.29 1.61 0.45
42 0.723720 0.809814  0.735973 0727114  11.90 169 047
43 0.859394 0966715  0.875999 0.864009  12.51 193 054
44 0.890114 1003951  0.905923 0.894363  12.79 178 048
a5 0.897172 1011822  0.912763 0901375  12.78 174 047
46 0937343 1.060976  0.952178 0041226  13.19 158 041
47 0.908049 1023939  0.923398 0912208  12.76 169 048
48 0901407 1.016068  0.916922 0.905590  12.72 172 048
49 1.158922 1.346504  1.180997 1.168526  16.19 277 083
50 1.211302 1.391584  1.236056 1.218970  14.88 212 063
51 1.216177 1.394021  1.241431 1.223763 1462 208  0.62
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Tabela IV.2

Fluxo Escalar para o CASO 44

x EXATO LY P-1 P-3 P-5
0.0a, 1.970846 2.000000 2.000000 1955710 1.970488
0.1q, 1.964893 1.994485 1.993956 1.949403 1.964286
0.2a, 1.947033 1.977968 1.975859 1.930496 1.945668
0.3, 1.917266 1.950543 1946819 1.899037 1.914600
0.4a, 1.875574 1.912360 1.904018 1.855099 1.871014
0.5a, 1.821885 1.663628 1.850708 1.798781 1.814789
0.6a, 1.756005 1.804617 1.78621 1.730203 1.745731
0.7ay 1.677466 1.735653 1.710918 1.649500 1.663530
0.8a, 1.L85151 1.657117 1.625283 1.566810 1.567720
0.9aq, 1.476001 1.569440 1.529825 1.452271 1.457608
ay 1.331184 1.473107 1.425119 1.336003 1.332193
ay 1.331184 2037062 1425118 1.336003 1.332193
a; +0.1a; 1.069168 0.902227 1.223998 1.099550 1.081444
o, +H0.2a; 0.896974 0.785636 1.052311 0.916477 0.899550
a, +H0.3a; 0.762870 0.6R4932 0.905931 0.772263 0.760724
a; +0.4a, 0.654121 0.598078 0.781336 0.656965 0.650732
a; +0.5a, 0.564921 0.523318 0.675531 0.563703 0.561404
a; +0.6a, 0.490748 0.459140 0.585971 0.487670 0.487830
oy +0.7a, 0.429117 0.404247 0.510503 0.425490 0.426936
a, +0.8a; 0.378179 0.357528 0.447311 0.374807 0.376783
a; +0.90;3 0.336832 0.318038 0.394876 0.334033 0.336280
g 0.306304 0.284980 0.351937 0.302213 0.305192
i 0.306304 0.317214 0.351937 0.302213 0.305192
£+0.2 0.280438 0.285571 0.315421 0.275356 0.278829
£+0.4 0.254074 0.257085 0.282694 0.250067 0.253151
§+0.6 0.229566 0.2314490 0.253362 0.226564 0.229024
g+0.8 0.207148 0.208353 0.227074 0.204919 0.206778
g+1.0 0.188777 0.187569 0.203513 0.185110 0.186471




x

0.0a,
0.1a,
0.2a,
0.3a,
0.4a,
0.5,
0.60,
0.7a,
0.8a,
0.9,

-

»

oy
a;, +0.1a;
a; +0.2a,
a; +0.3a,
a; +0.4a;
a, +0.5a,
ay +0.6a;
a, H0.7a,
a; +0.8a,

p+0.2
p+0.4
p+0.8
§+0.8
f+1.0

ay "’0%1

Fluxo Escalar para o CASQO 3

e e =

Tebela 1V.3

EXATO 9,,,x) P-1 ©.3 P_§
S - S I
2.000000 2.000000 2.000000 2.000000 2.000000
1.984182 1.984184 1983939 1.984171 1984178
1936983 1.936987 1.936012 1936935 1.936966
1.859146 1.8591565 1.859990 1.859039 1.859108
1.751898 1.751920 1.%48143 1.75171% 1.751831
1.616921 1.616976 1.611217 1.616653 1.616820
1.456319 1.456454 1.448414 1.455963 1.456180
1.272533 1.272907 1.262346 1.272065 1.272371
1.068152 1.069222 1.056003 1.067360 1.068019
0.845124 0.848628 0.832700 0.842978 0.844800
0.503699 0.614611 0.506022 0.593719 0.593699
0.593699 0.558242 0.596022 0.593719 0.593693
0.492050 0.475663 0.504437 0.494805 0.492972
0.414350 0.404927 0.426505 0415238 0.414166
0.349998 0.344273 0.360113 0 349798 0.349505
0.295751 0.292191 0.303467 0.295104 0.295414
0.249592 0.247384 0.255032 0.248840 0.249365
0:210040 0.208736 0.213499 0.209321 0.209898
0.175913 0.175286 0.177743 0.175247 0.175819
0.146208 0.146200 0.146797 0.145542 0.146104
0.119972 0.120754 0.119824 0.119242 0.118750
0.095509 0.098314 0.096093 0.095380 0.095510
0.095509 0.08835 0.096093 0.095380 0.095510
0.081070 0.076649 0,082302 0.081404 0.081276
0.069580 0.066497 0.074907 0.069743 0.069174
0.059915 0.057689 0060374 0.059928 0.059873
0.051686 0.950048 0.051710 0051612  0.051623
0.044641 0043419 0.044288 0.047526 0.044581

B
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Tabela IV.4

Coeficientes Continuos da Expansdo

CASO 1
) T
v B8, (v A;(v) Ayl-v) A,lv)
0.05 - 0.028812 0031035 -0.012759 0.013923
0.10 -0.027772 0032002 -0.012259 0.014510
0.20 -0025778 0133726 -0.011351 0015976
0.30 0.023959 0035179 -0.010519 0.018381
0.40 -0.022195 0.036307 -0.009729 0.021622
'0.50 -0.020337 0.036999 -0.008950 0.025274
0.60 -0.018283 0.037065 -0.008145 0.028933
0.70 -0.015947 0.036166 -0.007260 0.032130
0.80 -0.013193 0.033637 ~0.006200 0.034010
0.90 -0.009663 0.027830 -0.004732 0.032206
0.95 -0.007207 0.022060 -0.003608 0.027390
CASO 3
v B, {v) Az (v) Az{-v) A;ilv)
0.05 -0.031521 0.033764 -0.004575 0.004986
0.10 -0.030477 0.034728 -0.004398 0.005190
0.20 -0.028404 0.036428 -0.004076 0.005616
030 -0.026285 0.037839 -0.003780 0.006079
0.40 -0.024085 0.038905 -0.003498 0.006604
0.50 -0.021778 0.039511 -0.003219 €.007231
0.60 -0.019327 0.038467 -0.002030 0.007880
0.70 -0.016663 0.038369 -0.002613 0.008797
0.80 -0013648 0.035610 -0.002232 0.009464
0.90 -0.009912 0.029390 -0.001704 0.009256
0.05 -0.007385 0.023270 -0.001299 0.008032




Tabela IV.5

Coeficientes Continuos da Expansdo
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CASO 40
v B, (v) Ay(v) A l-v) Aslv)
0.05 -0.202493 0.225019 -0.076380 0087881
0.10 -0.192272 0.233060 -0.072035 0.093586
0.20 -0.172111 0.244001 -0.064775 0.107639
0.30 -0.152445 0.248222 ~0.058656 0.129495
0.40 -0.133114 0.245525 -0.053221 0.157772
10.50 -0 113992 0.236563 -0.048168 0.189067
0.60 -0.095196 0.222027 -0.043222 0.221611
0.70 -0.076825 0.201913 -0.038056 0.254734
0.80 -0.058670 0.174576 -0.032147 0.288463
090 -0.039774 0.134170 -0.0242296 0.314765
0.95 -0.028646 0.102514 -0.018143 0.303900
CASO 42
v B, (» Ay A l-v) As(v)
0.05 -0.216347 0.237757 -0.025097 0028777
0.10 -0.206705 0.244996 -0.023701 0030550
0.20 -0.187214 0.253964 -0.021358 0.634323
0.30 -0.166838 0.255506 -0.019372 0938618
0.40 -0.145863 0.249678 -0.017600 0.p43828
0.50 -0.124808 0.237839 -0.016046 0.050490
0.60 -0.104088 0.221098 -0.014321 0.059106
0.70 -0.083926 0.199520 -0.012419 0.070028
0.80 -0.064082 0.171476 -0.010668 0.083302
0.90 -0.043426 0.131186 -0.008068 0.006447
0.95 -0.031281 0.100050 -0.006126 0.086080
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Tabela IV.8

Coeficientes Continuos da Exparsfo

CASO 18
v B, (v) Aylv) A, l-v) Ay (p)
0.05 -0.109870 0.121617 0.022760 -0.023738
0.10 -0.104992 0.126622 0.022251 -0.024364
0.20 -0.095868 0.135699 0021264 -0.024996
0.30 -0.086752 0.143786 0.020339 -0.022712
, 0.40 -0.077507 0.150958 0.010462 -0.017711
0.50 -0.068207 0.156920 0.018598 -0.011347
0.60 -0.058842 0.161072 0.017687 -0.004711
0.70 -0.049284 0.162139 0.016614 -0.001413
0.80 -0.031199 0.157149 0.015124 -0.006298
090 -0.027652 0.137436 0.012498 - 0.008804
0.95 -0.020268 0.112632 0.009976 -0.008250
CASO 21
v 8, A, ) Ax{-») Asly)

0.05 -0.104228 0.115931 0.005209 --0.005415
0.10 -0.099328 0.120963 0.005099 -0.005546
0.20 -0.090245 0.130110 0.004883 -0.005852
0.30 -0.081556 0.138363 0.004677 -0.006205
0.40 -0.073017 0.145704 0.004481 -0.006549
0.50 -0.084496 0.151867 0.004287 -0.006738
0.60 -0.055876 0.156264 0.004080 -0.006604
0.70 -0.046091 0.167647 0.003836 -0.006031
0.80 -0.037514 0.153104 0.003494 -0.004975
0.0 -0.026550 0.134146 0.002889 -0.003413
0.95 -0.019488 0.110030 0.002306 -0.002384
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Tahela IV.7

Coeticientes Discretos da Expansdo

Bl ("l) A;(V:) Ag(‘l’:) A;(UJ) )
0.281833 — i0.959464 0.541317 -0.049548 0.242554 caso 1
0.307306 — i0.951611 0.561935 -0.017861 0.088351 caso 3
0.77275:; — 10.634702 0.136523 -0.239341 0.353713 caso 40
0.823085 — i10.567917 0.132105 -0.079712 0.123066 caso 42
0.496359 — i0.868117 0.753175 0.055217 0.474384 caso 19
0.471910 — i0.881647 0.740379 0.012787 0.111702 caso.21
Tabela IV.8

Autovaiares Discretos

c EXATO P, P, P,
1.0 i5.750840 5773502 i5.750541 i6.750540
1.05 12.531782 i2.581989 i2.531854 i2.531782
1.10 i1.756652 i1.826742 i1.757035 i1.756654
1.20 i1.193266 i1.200005 i1.200164 i1.198208
0.09 5.796729 5.773502 5.796728 5.796728
0.90 1.903205 1.826742 1.802732 1.903202
0.80 1.407634 1.290994 1404738 1.407546
0.60 1102132 0.812871 1.083850 1.099430

0.30 1.002583 0.690066 0.925820 0.971237
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Tabala IV.9

Fluxo Anguiar para o CASO 3

INTERFACE — 1
u EXATO P, Py P,
-0.95 0.170402 0.140942 0.179867 0.168449
-0.90 0.173694 0.149209 0.177684 0.176715
-0.80 0.180650 0.165743 0.176877 0.185970
-0.70 0.188150 0.182276 0.180422 0.190210
-0.60 0.196266 0.198810 0.187846 0.193691
-0.50 0.205082 0.215343 0.198676 0.199273
-0.40 0.214715 0.231877 0.212439 0.208616
-0.30 0.225326 0.248410 0.228662 0.222374
-0.20 0.237153 0.264944 0.246873 0.240388
-0.10 0.250605 0.281477 0.266600 0.261882
-0.05 0.258221 0.289744 0.276883 0.273570
0.05 0310173 0.306277 0.297995 0.297953
0.10 0.319509 0.314544 0.308706 0.310276
0.20 0.337252 0.331078 0.330140 0.334278
0.30 '0.354281 0.347611 0.351199 0.356354
0.40 0.370795 0.364145 0.371400 0.375547
0.50 0.386859 0.380678 0.390297 0.301446
0.60 0.402497 0.397212 0.407391 0.404383
0.70 0.417713 0.413745 0.422218 0.415624
0.80 0.432603 0.430279 0.434305 0.427561
0.80 0.446859 0.446812 0.443179 0.443911
0.5 0.453870 0.455079 0.446264 0.466312




Tabela IV.10

Fluxo Angular para o CASO 3
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INTERFACE — 2

" EXATO Py P, Py
-0.95 0.022083 0.012691 0.022837 0.021827
-0.90 0022572 0.014561 0.022889 0.022960
-0.80 0.023620 0.018273 0.023284 0.024308
-0.70 0.024773 0.021995 0.024068 0.025038
-0.60 0.026046 0.025717 0.025244 0.025701
-0.50 0.027461 0.029438 0026816 0.026682
-0.40. 0.029452 0.031599 0.028787 0.028219
-0.30 0.030834 0.036882 0.031162 0.030423
-0.20 0.082878 0.040603 0.033943 0.033315
-0.10 0.035257 0044325 0.037134 0.036838
-0.05 0.036620 0.046186 0.038884 0.033806
-0.05 0.044868 0.049907 0.042697 0.043075
0.10 0.046702 0.051768 0.044760 0.045344
0.20 . 0.050112 0.055480 0.049202 0.050077
0.30 0.054647 0.059213 0.054069 0.054891
0.40 0.059252 0.062033 0.059363 0.060041
0.50 0.064479 0.086655 0.065088 0.08525;
0.60 0.070445 0.070377 0.071248 0.070771
0.70 0.077199 0.074098 0.077848 0.076840
0.80 0.084726 0.077820 0.064886 0.083873
0.90 0.092678 0.081642 0.092371 0.092463
0.95 0.097311 0.083402 0.096281 0.097760
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Tabela IV.11

Fluxo Angular para o CASO 40

INTERFACE -1
m EXATO P, P, P,

-0.95 0.322641 0.261499 0.386405 0.308714
-0.90 0.331956 0.287159 0.359532 0.353347
-0.80 0.352231 0.338478 0.329301 0.389695
-0.70 0.357003 0.389798 0.327161 0.389377
-0.60 0.400671 0.441117 0.349196 0.382669
-0.50 0.429655 0.492436 0.391487 0.389337
-0.40 0.462315 0.543756 0.450116 0.420152
-0.30 0.498793 0.595075 0.521166 0.478405
-0.20 0.538921 0.646395 0.600719 0.561422
-0.10 0.583476 0.697714 0.684857 0.662086
-0.05 0.609215 0.723374 0.727422 0.715966
0.05 0.902650 0.774694 0.811093 0.823493
0.10 0.936087 0.800353 0.851220 0.874726
0.20 0.985893 0.851673 0.925609 0.963871
0.30 "1.015722 0.802992 0.988913 1.028028
0.40 1.027866 0.954312 1.037216 1.060574
0.50 1.026104 1.005631 1.066505 1.059546
0.60 1.014459 1.066950 1.073138 1.029138
0.70 0.996267 1.108270 1.052926 0.981224
0.80 0973997 1.160959 1.002039 0.936877
0.90 0.949386 1.210909 0.916662 0.927883
0.95 0.936503 1.236578 0.859627 0.949877




Tabela IV.12

Fluxo Angular para o CASO 40
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INTERFACE — 2
M EXATO P, P, Py
-0.95 0.078359 -0.013218 0.103072 0.074532
-0.90 0.080465 0.004582 0.095535 0.085763
-0.80 0.085047 0.040182 0.074004 0.094762
--0.70 0.090199 0.075782 0.067936 0.093817
-0.60 - 0.096041 0.111383 0.071341 0.090516
-0.50 0.102732 0.146983 0.083215 0.090351
-0.40 0.110498 0.182583 0.102552 0.096964
'0.30‘ 0.119625 0.218183 0.128345 0.112381
-0.20 0.130625 0253784 0.159500 0.137260
-0.10 0.144361 0.289384 0.195279 0.171123
-0.05 0.152839 0307184 0.214476 0.191025
0.05 0.263439 0.342784 0.254947 0.235588
0.10 0.279862 0.360584 0.275969 0.259683
0.20 0.315656 0.396185 0.318959 0.309931
0.30 ' 0.358405 0431785 0.362369 0.360748
0.40 0.407393 0.467385 0.405196 0.409604
0.50 0.453348 0.602985 0.446432 0.454278
0.60 0.493591 0.638586 0.485072 0.493102
0.70 0.626796 0574186 0.620111 0.525196
0.80 0.662089 0.808786 0.550541 0.550741
0.80 0.672837 0.645386 0.575358 0.671079
0.96 0.580663 0.863186 0.685347 0.580181
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APENDICE A —~ RELACOES DE ORTOGONALIDADE E TABELA DE INTEGRAIS

Neste apéndice apresentam-se as relacBes de ortogonalidade de meio intervalo das auto-funcdes e
todos os tipos de integrais necessirios 3 elaboracdo deste trabalho.

Relacdes de ortogonalidade de meio intervalo:

1

J uHu) ¢lvg i) dlvp)du = 0 Al

0

1

[ uH(p) ¢lwe ) dlvg,p) du = Hivg) Nivg) A2

0

1

S uH) olv.u) (v’ ) du = Hp) Niv) 8y —»') A3

0

onde:

C c 1

Nv,) =— v (-5—— - 7} A4
2 Vo 1 Vo

N = p{A) M) + (%)’} A5

Como neste trabalho vérias vezes defrontou-se com integrais envolvendo produto de
auto-funcBes, resumiu-se aqui estes tipos de integrais:

Para autofuncBes pertencentes 80 Mesmo mMeio;

f1 uH(u) e S(-t' L) du = c B H' () tt = v ou ve(0,1) A8
o .

2 +})
Para autofuncBes pertencentes a meios distintos:

o Ef

1 _ -
{)FH-.(H, ¢ {Em) ¢j( E,Jl) du 2 “——“i+£l, R, “‘l‘ AT
1
J () (84 ¢y ) dv =
0
c vi
2Lyt A8
2 -k }
v' = auto valor discreto
t, = suto valor discreto ou v € (0,1)



Ci —Ci "U

{

H,(+#1) A9
L /el 4

1
J uH () 9w ) g lvph e =
o i

1 1
J uR ) olvat) | AY) § 1V 0) A’ d
[ 0

1 P
v [ VAWIH)— & +
0 I ' =y

Ci C.
vA 0 H ) (A Ais) + —‘—'- A) A0

Na expressio A.10 Ai (v} é uma fungio arbitritis satisfazendo s condicio de Holder. Integrais
deste tipo fornece equagdes singulares, cuja regularizacBo neste trabatho serd feits, utilizando-se 8 thenica
exposta na referéncia 16) .
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APENDICE B — METODO P,
Seja & equagio de transporte de nButrons, unidimensional, no modelo de um grupo de energia,
com sspalhamento isotrépico, no estado estacionério.

) c 1
p.a-; Wixy) + Yixp) = 2 {‘(x.u‘) dy’ 8.1

O método PN, consiste na expansdo do fluxo angular de ndutrons em polinbmio de Legendre,
expanso esta que, por motivos computacionais, é truncada numa certa ordem de aproximaclio.

Seja:

2n+1

N
Wivu) = nfo ¢, (x) P ), 8.2

e impondo esta expansdo como solugdo de B.1 tem-se:

N
30 (2n+ 1) ¢ (x)u P () +

N
Eo (2n+‘|)¢n(x) P ) = cpelx)

n= B3
Introduzindo a relag3o de recorréncia:
_ 1
P (p) = 1 {tn+ )P, () + nP .}, B.4
2 'oxprmSo B.3 fics:
" go ¢ (x)n+ NP u) + . go ¢'{x) ﬂPﬂ_,(m +
N
I (2n4+1) On(x) Pn(n) = ofpix) 8.6
n=0

Os polindmios de Legendre formam um conjunto ortogonal no intervalo (- 1,1)‘7'

1 2 .. Bo
’ P d = 6 .
{r" W) Polk) 2n+1 an
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Multiplicando a equagdo B.5 por P..() e integrando no intervalo (-1,1) chega-se a:

n¢;‘(x) tin+t)e ,(x) + (2n+1) ¢ (x) = cdpix) Bn.o n=0,1,...N 8.7

Neste sentido, B.7 forma um conjuntc de equagBes lineares acopladas; propondo-se @ gwaﬁo
de varidveis:

¢,x) = G_(v) expl-x/v) , 848

e substituindo em B.7:

nG, ) ~ In+1)G,,, () + (2n+ VG _¥) -

C"G"("?sn,o =0 n=01,....N B8

A relagdo B.9 forma um sistema linear de equacBes homogéneas, cujas incOgnitas so os G (v).
Escrevendo este sistema numa forma matricial:

Alv) Glv) = 0 8.10
Para que este sistema admita soluclo diferente da trivisl é necessério aue

det A(¥) = 0 8.11

O determinants de Alv) forma um polindmio de ordem (N + 1)/2 em +*, o anslogamente do
método de Case, se ¢c> 1 temse 1 par de suto-valores imaginérios puros, e pers %<c< 1. 1 par de
suto valores reais maiores que 1. Os demais suto valores estho no intervalo (-1,1),

Os auto valores, entfo, s8o determinados pela condicio B.11, ¢ pers 08 G_(¥) resolvese o
sistema linear B.10 sujeito a normslizaclo G (v) = 1/v pars todos os suto velores. Portanto, a soluclo
geral pelo método do P, da squaclo de transporte (B.1) é:

N+l N 2n+1
Vixy) = ‘_Z' Alv) X —-2— G, v) expi-x/v) P {u) 8.12

{*) Nesw spbndice 5 4 o delts dn Kronecker,



Solucio de placa critica de 3 regides pelo método Py, (Figura 3.1).

O fluxo angular nas J regides, jd incorporando as condigles de simetria, pode ser escrito como:

IN+1}/2

_ N 2n+1
V) = 521 Alpy) . Eo 5 G, (vy,) Enly,, x) P (u) B.13
onde:
expl-x/vy ) + (- 1" explx/v; ) p/i=1 8.14
En(u.i.x) =
exp{ix +a Meg )} + 1) exp{ lay =x)vy.}  pli>1 8.14b
IN+1)/2 N 2n+1
Vilxu) = 2:' Ailvy) I Gnlyy ) exp{-(x—a )Ivzi} P () +
= n=
(N+1))2 N 2n+1
+ I Alwy) 2T " Gn(-») exp{—(ﬁ—x)ivgi} Pl a.16
i= n=
(N+1)/2 N 2n+1
Yilxu) = ‘§' Arivy) Z Gnlpy,) exp{ -(x =B)vy,} P (1) B.18
= n=
CondigBes de contorno (tipo Marshak'! 1))
1 1
J Wile )P pbdp = [ Yalay u) P (uddu, K=0,1,...N B.17
1 )
) . )
S W8 P luldu = [ Ws(Bul P luldp , K =0,1,...N B.18
1 )
lim ¥3inu) = 0 8.19
P

Na expressSo B.16 j4 foi incorporada a condiglo de contorno B.18. Substituindo B.13 ¢ B.15
em B,17 ¢ B.15 0 8.18 em B.18 obtém-se:

IN#1)/2 IN+1)/2
’E' Ay(vy)) Gnlvy)) Enfyy o) = ‘_2_2' A,(v;')Gn(v,|)+

iN#1}/2
|£’1 Ay(-¥3,) Gni-v; ) expl-a3 /vy ) n=0,1,...N 8.20

(N+1)/2 {N+1)/2
'E' A(l’)') Gﬂ“’g” 'Xp(‘ ﬂ;,l”]’ + | E‘ A, "‘l’"’ Gn(- l’," -



(N+1)/2

2‘ A3(vy;) Gnlys ) n=0,1,...,N B.21

As equagdes B.20 e B.21 podem ser melhor escritas da seguinte forma:

{N+1}/2 (N+1)/2

i§1 Ay (¥,) Gnlwy ) Enly, oy) IEI Aal-v3) Gn(-», ) exp{(-aa/vy)) = 0

B.22

(N+1)/2 (N+11/2

if_l' Az (ry,) Gnivy)) expl-a; fvy ) + ':::' Azl-v) Gnl-wy)) -

= V=
(N+1)/2

E A,(v,i)Gn(v,i} =0 n=0,1,...N 8.23

i=1,..... (N+1)/2

. Foi obtido um sistema linear homogéneo de 2(N + 1) equacdes ¢ 2(N+ 1) incOgnitas.
Escrevendo numa forma matricial:

Blay) Clvi) = 0 i=123 B.24

Para que haja soluglo diferente da trivial é necessirio que:

det Bla,) = 0 B.25

Esta & a condiclo para se determinar a meia distbncis critica pelo método Py,.

Uma vez detemiinada a meia distdncia critica, calcule-se 0s demais coeficientes. Para este fim,
foi normalizado o coeficiente do meio multiplicativo, correspondente a0 termo de maior sutovalor
discreto,

A normalizag3o foi feita da seguinte forma A (¥, ,) = 1/Gg (v, }, tomando-ss ¥;, como o maior
sutovalor,

O fluxo angular pelo método P, & dado pelas expressDes B.13, B.156 ¢ B.16 respectivamante nos
meios 1, 2, 3 e o fluxo total ¢ definidc como:

1
¢lx) = f Yiou) oy B8.26
1

entfo:

(N+1)/2
Bif0 = Z O Alwy) Enfvy ) Golvy) a8z



2 (n)

$a(x)

(N+1)/2
z
=1

iIN+1)/2
pX

=1

(N+1)/2
z

As(vy)) Golwajdexp{(-x—a )y, } +
Ay (-93)) Gol-¥3)) expl-8 —x)/v;,

Ay (l'ji) Go(l’j" QXP{ {-x —ﬂ)/va,}

8.28

8.29



APENDICE C — PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL

Neste apdndice apresentase o fluxograma e o procedimento computacional necessérios &
elaboracio deste trabalho.

1) Procedimento Computacional para o Método de Case

FLUXOGRAMA

- en wr e ———

Inicio

P4
calculo dos autova-
lores discretos

l

calculo de fung¢do H

[

calculo das fungoes
de normalizagao

l

cdlculo dos H}(vj) e

H: ("V.-l)
-1

Iteragao para os
coeficientes e a3

|
Teste dos coeficien~
tes l
calculo do fluxo
total

1

caleulo do fluxo
angulgg

FIN




Para os 51 casos resolvidos pelo método de Case, incicialmente foram calculados os autovalores
discretos, que s30 as rafzes de funcdo de dispersdo Alz), onde:

cz
AM2) = 1—— In (—) C.1

2
Como j§ foi dito, se c < 1, hA um par de autovalores discretos reais (1rg) e se ¢ > 1, um par

de autovalores imaginirios puros.

No caso de ¢ <1, foi usada 2 expressdo C.1, e com » técnica iterativa de Newton-Raphson,
foram encontradas as rafzes de funcdo de dispersdo por meio de:

Muo') c2
Al

yom = vol -

onde i & a ordem de iteragdo e A’ é a derivada de A. O processo & repetido até obter-se a precisio
desejada para Vg, ou seja, até que a diferenca entre duas iteracBes sucessivas seja menor que uma certs
precisdo E.

No caso de ¢> 1, a expressdo C.1 pode ser escrita em termos do modulo do autovalor
imaginério puro como:

Allwgl) = 1-clup| arcrg | vp | c3

Analogamente ao caso de ¢ < 1, aplicamos a técnica iterativa de Newton-Raphson a Allwg).

Os autovalores apresentados na Tabela IV.8, do capftulo 4, foram calculados com precisdo
E=10""2,

Apds o cdlculo dos autovalores, 0 préximo passo foi a obtencio da funclo H. Para este
propdsito usou-se a expressdo 2.4.12 do capftulo 2,

o HW) d’

4 ¢ (01) (o]
2 p+y

H ' =1 —f1
0

Ests expressio é de convorglncii lenta para c 1‘”', o mathor procedimento é combinar esta
expressBo com o vinculo:

@ p MW, cs
2 g vtK

Aphs maniniiacBes algtbricas obtédm-se:
Voti G bty 11.“”,’ - d’
volt4ul 2 1+4pu ¢ {vo = W' (u+ '}
ue(01) (o]

H i) =
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A express3o C.6 foi utilizada tanto para ¢ < 1, como para ¢ > 1, e 0 método numérico utilizado
foi o de aproximages sucessivas. A integral foi aproximada pelo método de quadratura de Gauss“m,
com 32 pontos de quadratura no subintervalo (0,0.99) e 32 no subintervalo {0,99,1). A fungio H foi
calculada nos pontos de quadratura para propésitos computacionais.

Para as func¢des de normalizacdo, discreta e continua, usou-se as expressdes 2.4.6 e 2.4.7 do
capltulo 2:

3
o [ 1
Nivo) = — - 5 c.7
o) =5 {vg-l uz} ¢
NG = s+ (07 cs

Conhecendose a fungio H ncs pontos de quadratura, é possivel calcular H"' (vl) e Hi" (-v]), com
a expressdo 2.4.16 do capitulo 2,

cz 1 H) dy’ )
H' () = 1-— f —“ a c.o
2 o Wtz

1 — pode ser qualquer autovalor de H pertencente a qualquer meio.

A seguir foram calculados a meia distdncia critica e os coeficientes. Adotouse o seguinte
esquema iterativo:

Valores Iniciais

B, (v) =a; e B {(v,) As(vy) Ay(-vy)

Aglv) ) ’

L. Ar(-v) As(v) - A1(va)

Para iniciar 0 processo iterativo, todos os coeficientes, & a meia distdncia critica, foram
igualados a zero. O processo foi até que a diferenca entrs duas iteracdes sucessivas para todos os
coeficientes e a meia distdncia critica, 1osse menor que uma precisdo E = 1078,

Os termos i _yy { E{w} — E(E) } no limite quando § = foram avaliados pela regra de L'Hoppital:

gim — — (EW - E()) = ~ < EI) .10
tw -V ¢



Para se conhecer a precisdo dos coeficientes e da meia distdncia critica, testou-se 8 condiglo de
continuidade nas interfaces, equagles 3.1.3, 3.1.4 do capftulo 3. Isto pode ser feito em duas formas A
primeira é conhecida como teste dos momentos, e é definida como:

* K H K
J Wylay uipdu = f Walay,ui™ du — interface 1 cC.11
1 -1
N K +1 K Co
[ WalBadi™ du = [ ¥alfudu” du  —interface 2 c12
-1 -1
K=0,1,...,N

A outra forma é o “teste ponto a ponto”, ou seja, a continuidade do fluxo angular nas
interfaces:

Vola, u) = Yaloy.u) e {-1L1 * c13

Vo Bu) = Wifu) ue(-11 C.14

Deve-se notar que, no teste dos momentos, para K =0, obtém-se a continuidade do fluxo total,
e para K = 1, obtém-se a continuidade da corrente total.

O teste dos momentos foi aplicado até a ordem K = 10, fornecendo um minimo de 7 digitos
para 0s 51 casos calculados pelo método de Case,

Quanto ao teste ponto a ponto, observouse que em geral a precisfo obtida por este teste 4
igual 3 fornecida pelo teste dos momentos, exceto para valores de lul préximos de 1. Isto se deve s0
fato dos coeficientes continuos ndo serem funcBes suaves (mostram gradientes altos) perto de lul=1e

) +
das funcBes matemiticas n (%——_—%) que estfo embutidas na express8o final do fluxo angular. O teste
dos momentos nfo apresenta problemas deste tipo, uma vez que mede a precisBo média no intervalo
angutar, @ nJo influéncias locais como o teste ponto a ponto.

A seguir foi calculado o fluxo total, utilizando-se das expressBes 3.1.33, 3.1.34 ¢ 3.1.35 e 0
fluxo anguiar com as expressBes 3.1.5, 3.1.8 ¢ 3.1.7 do capftule 3.



c.2) Procedimento Computacional no Método Py

Para se determinar os autovalores e a meia distancia critica, usou-se as expressdes B.11 ¢ B.25
do apéndice B respectivamente. O método numérico utilizado foi o método do passo, que consiste em
incrementar convenientemente a varidvel independente até localizar a raiz do determinante com uma
precisdo desejada. Para os G (v} utilizou-se a expressdo B.9 do spéndice B.

Apbs se determinar, autovalores, G (v,) e a meia distadncia critica, procedeu-se o cdlculo dos
coeficientes, e para este fim normalizou-se o coeficiente do meio multiplicativo, que corresponde 80
maior autovalor. O processo numérico utilizado foi o métedo de Gauss-Seidel!9! para resolver o sistema
de equacdes lineares.

Em todo o processo numérico, a precisio utilizada para a convergéncia for igual 8 10°%, e
analogamente ao método de Case, para se conhecer qudo precisos s80 os resultados, foram testados
numericamente as condicdes de contorno nas interfaces, expressBes B-17 ¢ B.18 do apéndice B.

Inicialmente, notou-se que a condicio de contorno tipo Marshak implica necessariamente em
continuidade do fluxo angular. Neste sentido, os testes splicados forneceram um minimo de 7 digitos.

Para o cdlculo dos fluxos, total e angular usou-sa as definicSes do Apéndice B,
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ABSTRACT

The crrtscahity of slab reacturs consisting of care, blanket, and reflector is studied numenically based on the
singuiar-sigenfunciion expansion methad in onegroup transport theory. 7he purpose of this work is three-foid: (1) it is
shown that the thiee nedia problem can be converted, using a recently devetoped method, to a set of regular integral
equanions for the expansion coefficients, such that numerical solutions can be obtainod for the first time besed on an
exact theory; (2) highly sccurate numwrical results that can serve as standards of comparison for verious spproximate
methods are reported for representative sets of parameters; and (3} the accuracy of the PN approximation, one of the
more often used methods, is analyzed compared to the exact result..
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