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CALCULOS EM TEORIA DE TRANSPORTE NO MODELO DE UM GRUPO
PARA CELULAS DE TRES REGIOES

Cassio Roberto Macedo Maia

RESUMO

Células de trés regies s§0 analisadas numericamente com base na soiugdo exata da equacio de transporte de
um grupo de energia com espathamento isotrbpico, como um modelo idealizado de arranjos de combust/vel tipo placs
para reatores nucleares.

Um sistema de equagGes integrais regulares para os coeficientes da expansSo em autofuncdes singulares &
deduzido utilizando-se as relacdes de ortogonalidade de meio intervalo @ um método de regularizagdo desenvolvido
recentemente, SolugSes numéricas sdo obtidas resolvendo-se este sistema de equagdes interativamente.

Os fatores de utilizag§o e de desvantagem térmicas bem como as distribuicBes de corrente e fluxo sio
apresentadas pela primeira vez para virios con,::ntos de parametros.

A exatiddo do método PN & também analisada comparativamente 20s resulitados exatos.

CAPITULO |

INTRODUGAO

1.1 — Comideragies Gerais

Um dos requisitos fundamentais para o projeto de desenvolvimento de reatores nucleares é saber
como o comportamento da distribuico neutrdnica determina a operacdo de tais sistemas.
Consequentemente, um dos problemas centrais em pesquisa de reatores & predizer com detalhes e
precisdo esta distribuicdo.

Este problema é tratado pela teoria de transporte de ndutrons, que estuda a migragio dos
ndutrons através do meio material, e que obtém 8 sua distribuicBo no espaco, tempo e energia. E
necessério, entfo, um profundo conhecimento das caracter(sticas, propriedades e limitacSes de grandezas
microschpicas e macroschpicas do sistema fisico, tais como seccSes de choque, composiclo do material,
geometria, etc.

A equaglo fundamental que descreve o transporie de ndutrons é uma variante linesr da equaclio
de Boitzmenn, facilmente deduzida s partir do principio da conservaglo do nGmero de ndutrons em um
elemento de volume, de maneira semelhante a outros problemas cléssicos como transporte de massa,
eonduclg de calor, etc,

Aproveds pers publicaglo em Fevereiro/1979.



Infelizmente a equacdo de transporte é de dificil solugao em vista da complexidade das fungdes
e do namero de varidveis que definem o problema(". Em um reator nuclear, por exempio, ¢ impossivel
fazer uma formulagio matemitica explficita e fiel, devido a diversos fatores tais como: arranjo
geométrico e perfil, dos elementos constitutintes, que implicam num alto grau de heterogeneidade;
grande nimero de isbtopos com propriedades distintas que variam de concentracio no tempo e no
espaco; energia dos néutrons que variam desde alguns MeV, quando s3o emitidos durante a fiss3o, até a
ordem de fragbes de eV, quando entram em equilibrio térmico com o meio; variagdio complexa das
seccOes de choque com a energia; espathamento anisotrbpico e outros fatores que determinam o
comportamento da populacac neutronica no sistema.

Portanto, encontrar solug3es para a equacao de transporte, somente é possivel se o sistema for
simplificado ou idealizado de tal maneira que se obtenha uma formulagdo matemética expl(cita. Cria-se
assim um modelo onde métodos sdo aplicados e desenvolvidos em busca de novas e mais eficientes
thcnicas mateméticas que permitam investigar a estrutura das equagdes e solucionar problemas mais
realisticos.

As simplificacdes e idealizagGes do sistema sdo feitas de acordo com as limitagBes e interesses
das solugdes a serem obtidas.

Assim, sob certas condicoes, pode-se considerar que as propriedades do sistema, num
determinado intervalo de tempo, ndo se modificam. A dependéncia temporal é desprezada e tem-se,
entdo, o sistema operando no estado estaciondrio.

A dependéncia espacial de problemas com geometria arbitraria & diffcil ou impossivel de ser
tratada. O que se faz geralmente é iniciar os estudos com um modelo idealizado em geometria plana e,
desta forma, os parametros dependerdo somente de uma coordenada espacial.

Quanto a dependéncia energética da equagdo de transporte, dois tratamentos podem ser feitos:

a) divide-sza o intervalo de energia de interesse em um nOmero finito de subintervalos,
denominados grupos de energia. Os pardmetros nucleares s3o obtidos através de médias
adequadas em cada intervalo. A teoria que trata deste modelo & a Teoria de Multigrupo.

b) considera-se a energia como uma varidvel continua e expande-se 03 termos dependentes
em polindmios que tem o mesmo intervalo de definicdo, ou seja, de zero a infinito, como
¢é o caso dos Polindmios de Laguerre, Tchebycheff, etc.

Quanto ao fato do espalhamento exibir o carater de ser anisotrépico, o que geraimente se faz
para englobar este efeito é expandir a dependéncia angular dss seccles de choque em Polindmios de
Legendre, truncando a expansdo num determinado termo. Assim, truncando a série no termo
correspondente 3 ordem zero, tem-se 0 modelo de espalhamento isotrépico; truncando o termo de
ordem um, tem-se o modelo de espalhamento linearmente anisotrOpico, etc.

No presente trabatho, considerar-se-4 a teoria do transporte no modelo de um grupo de energia,
geometria plana, estado estacionrio e espalhamento isotropico.
1.2 — Métodos Aplicados em Teoria de Transporte

A necessidade de se obter solucdes das dificuldades matemdticas encontradas, geraram duas
correntes bésicas de pesquisa em cicuios neutrdnicos:

° A grandeze bésica ds equaco de tranmporte ¢ 8 densidade anguisr de ndutrons, ume funco de sete varidveis: N(rv,1)

=Nxyzv,, Yy Yy t).



a) Métodos aproximados —~ obtencdo de solucbes matematicamente aproximadas por meio
de modelos mais realisticos.

b) Métodos exatos — obtencdo de solugdes matematicame nte exatas por meio de modelos
altamente idealizados.

Os métodos aproximados sdo de grande interesse por serem Uteis em aplicacoes praticas, como o
cilculo de reatores, etc, enquanto que os métodos exatos sio importantes por servirem como padrdo de
comparacdo para os métodos aproximados, além do que, em algumas situagdes especiais podem traduzir
com boa aproximacgdo a reaiidade fisica.

Quanto aos métodos de aplicagdo préitica o primeiro a ser desenvolvido foi baseado numa versdo
simplificada da teoria de transporte: a teoria da difusdo'?®). Esta versio simplifica o céiculo da variagdo
espacial da distribuicdo neutronica, ignorando a sua dependéncia angular, e impondo uma dire¢3o
preferencial aos néutrons através da lei de Fick. Porém, com estas simplificacOes a teoria ndo oferece
bons resultado: para pontos situados préximos a fontes e fronteiras fisicas, nao podendo ser aplicada em
pequenos sistemas, como células, onde caiculos precisos sao fundamentais.

Desenvolve-se, entio, virios métodos em que solugOees aproximadas da teoria de transporte s3o
obtidas com boa precisdo, Destacam-se aqui 0 método de harmonicos esféricos, também conhecido como
aproximacdo Py, e o método de ordenadas discretas Sy,. Estes dois métodos, em linhas gerais, propde
uma aproximagdo da dependéncia angular do fluxo de néutrons.

O método P , foi aplicado primeiramente por Marshak, e desenvolvido detalhadamente por
Mark(35) Consiste, basncamente na expans3o de todas as fungdes angulares em termos de harmdnicos
esféricos(”), e em truncar a série no tempo de ordem {N + 1) para fins computacionais.

0O método SN' desenvolvido por Carlson‘e’, consiste em se estabelecer um conjunto de diregles
discretas para a dependéncia angular, transformando as integrais angulares da equagdo de transporte em
somatorias e as derivadas angulares em diferengas de dngulos discretos.

Vése, pois, que os métodos abordados tratam somente de dependéncia angular e que, nas
aplicagBes praticas, deve-se levar em conta, também, a dependéncia energética e o fato do espalhamento
sor anisotropico. Desta maneira, o que se faz é aplicar estes métodos ou ao modelo muitigrupo ou ao
dependente da energia, com espalhamento isotrOpico, ou ao linearmente anisotrépico, etc.

Com relagdo aos métodos exatos, o primeiro a ser aplicado na teoria de transporte de néutrons
foi o da transformada de Fourier, desenvolvido por Wiener e Hopf“a'. Neste método aplica-se a
transformada de Fourier nas varidveis espaciais e apds algumas manipulacOes algébrices a solucdo 6
encontrada por meio da antitransformada, No entanto, devido & dificuldade em se obter a
antitransformada, a aplicagfo deste método fica limitado a uma classe muito restrita de problemas.

Outro método exato que vem sendo muito empregado na solugclo de problemas de tramporte
de ndutrons e que serd a base analftica deste trabalho foi introduzido por K. M. Case em 1960 M eo
método de expansio em autofuncdes singulares ou simplesmente método de Case, que consiste
fundamentaimente de uma separacio de varisveis adequadas, da qual se gera um conjunto completo de
autofuncBes singulares ortogonais. A solucBo do problema serd, entfo, uma combinacio linear das
autofuncdes cujos coeficientes de expansdo sfio determinados com o uso dss propriedades de
ortogonalidade e normalizac8o das autofuncBes e através das condigBes de contdrno,

O método i Case foi aplicado primeiramente em modelos de um grupo de energia e geometria
plana. No entanto, vem solucionar diversos problemas, quer através do modelo de dois @rupos, como o

——y

¢ Em geometria plana e esférica, o método consiste simpiesments numa expensic em Polindmios de Legendre,



de multigrupos, e em outras geometrias. A estrutura matemética deste método permite ainda que ele seja
aplicado em outros campos, tais como transferéncia radiativa, propagacdo do som, fisica do plasma, etc.

Uma alternativa para tratar problemas de transporte é o método da Invarianga ou “Invariant
Imbedding”, gue foi introduzido por Ambarzumiann(z) e extensivamente aplicado por Chandrasekar“m
em problemas de transferéncia radiativa. Este método consiste, basicamente, em formular equagoes
integrais para as funcOes que descrevem a reflexdo e transmissdo da radiagdo através do princioio da
invarianca. Este método pode ser empregado para diversos tipos de radiagOes tais como fbtons, raios v, e,
também no estudo de transporte de néutrons,

1.3 — Historico

Os primeiros trabalhos relacionados com problemas de transporte apareceram no fim do século
no campo da Astroffsica. Pesquisas sobre diversos problemas de transferéncia radiativa levaram a um
aprofundamento da equa¢do de Boltzmann e culminaram num modelo formulado por Milne em
1921(38), para estudos da distribuicdo angular da radiacdo emitida por uma estrela, cuja solugdo
matemitica foi somente encontrada em 1931 por W.ener e Hopf(18 , que utilizaram a técnica da
transformada de Fourier. E neste contexto é que foram introduzidos os primeiros estudos em transporte
de néutrons.

Em consequéncia das primeiras experiéncias da fissdo controlada e da construgdo dos primeiros
reatores nucleares, a teoria de transporte de néutrons foi desenvolvida primeiramente através dos métods
aproximacos (PN, SN, Monte Carlo e outros)(3'1 2) deyido a necessidade de se ter aplicacoes préticas.

No que diz respeito aos métodos exatos, a teoria de transporte tomou grande impuiso no
momento em que 0 método de expansdo em autofungdes singulares foi estabelecido. A idéia de expandir
soluges em autofungdes singulares foi proposta independentemente por Davison''" em 1945, o qual
chegou a dar algumas provas bésicas, e por Wigner(54) em 1959, mas foi aplicada primeiramente por
Van Kampen(52 em 1955 na investigagio de oscilacdo de plasma. No entanto, somente em 1960 é que
Case demonstrou convincentemente a generalidade e o poder do método de expans3o em autofungdes
singulares.

Assim, através da aplicacdo deste novo método vérios problemas de geometria plana ¢ um grupo
de energia vem sendo estudados e solucionados. Destacam-se, entre outras, o problema da placa critica
sem refletores, resolvido por Zelasny(ss’ em 1961 e por Mitsis'40! em 1962, e problemas de
multiregides resolvidos analiticamente por Kuszel 27, Em ambos foi assumido espalhamento isotrépico.
Problemas em que se considera o espalhamento anisotrépico foram estudados pela primeira vez em 1961
nor Mika'37). Em 1963 Case e Zweifel'® deram maior consisténcia matemdtica ao método através da
l»monstracdo dos teoremas de existéncia e unicidade das autofungdes.

Em 1964, um grande progresso foi alcancado através do trabatho de Kuscer et a1'28) que
demonstrando as propriedades de ortogonalidade das autofungdes para meio intervalo, isto 6, para
we(0,1)(*), solucionaram de maneira direta o problema de um semi-espaco com espathamento
isotrbpico, facilitando e ampliando o campo de aplicagio do método. Problemas de meios finitos foram
resolvidos, ¢<om o uso destas propriedades, no mesmo ano por McCormick e Mendelson'34) o as
primeiras aplicacdes, em problemas com espalhamento anisotr6pico, foram feitas por Shure e
Natelson'45’ ¢ por McCormick e Kuscer(aa’, este em 1965,

Ainda em 1965, Ferziger e Robimon“s’, considerando o espathamento isotrbpico, analisaram o
problema da célula de duas placas e calcularam o fator de desvantagem utilizando a técnica de expansfo
em autofuncdes de intervalo completo,

* Em geomstria plana, 1. = cos(), onde ! 6 o angulo compreendido entre a coordenads espacial dependente e @ direclo
de movimento do néutron. intarvalo completo corresponde a todas as direcSes, ou seja, .€ (-1,1).



{32) (10)

Em 1966, McCormick e Kuscer introduziram a fungdo H de Chandrasekhar nas relagdes

de ortoqgonalidade de meio intervalo, facilitando a determinacdo dos coeficientes da expansdo. No mesmo
ano Pahor {12! , utilizando as autofungOes de Case, juntamente com as fungoes S e H de Chandrasekhar,
obteve solucGes para os problemas de Milne e Albedo. Nesta mesma linha, Pahor e ZweifeI“:”, em
1969, intruduziram uma nova técnica baseada na combinacao do método da Invarianga com > método
de Case, demonstrando sua viabilidade para problemas de semi-espagos.
Também em 1969, Siewert e Bondmm, calcularam o fator de desvantagem para célula de duas
placas, com espalhamento linearmente anisotrdpico no moderador. No entantd, as técivicas empregadas
tanto por Siewert e Bond como por Ferziger e Robinson, conduziam a um conjunto de equacdes
integrais de Fredholm para os coeficientes de expansdo, que necessitam de um tratamento especial na
andlise numérica, além do que, eram limitantes a problemas particulares.

Ainda em 1969, McCormick(3°’ e McCormick e Doyas(32' desenvolveram trabalhos

fundamentais para problemas de meios adjacentes com espalhamento anisotrdpicos. Em 1970, Ozisik e
Siewert'!) desenvolveram varias solugGes particulares da equagdo de transporte para néutrons
monoenergéticos aplicadas a problemas de fontes externas.
Em 1975, Bukanm e Siewert e Bukart‘”) utilizando novamente a técnica de combinar o
método da Invarianga com o0 método de Case, obtiveram resuitados para problemas de duas regides e
problemas do tipo placa refletida, com espalhamento isotrépico. Utilizando essa mesma técnica, Siewern
e Ishiguro“s' resolveram, em 1976, o problema de Miine de dois semi-espacos adjacentes, considerando
espalhamento linearmente anisotrOpico nos dois meios. No entanto, esta técnica n3o obteve sucesso
quando aplicada em problemas de mufltiregides.

Ne decorrer destes anos, vérios problemas foram resolvidos analiticamente com o uso das
propriedades de ortogonalidade de intervalo completo e meio intervalo, que combinadas ou n3o com o
método da Invarianca, conduziam a obten¢do dos coeficientes da expans3o através de um conjunto de
equacOes integrais singulares. No entanto, para muitos problemas ndo foi possfvel remover as
singufaridades destas equacgoes integrais, permanecendo assim sem solugao numérica.

Entretanto, lshiguro“g’ propds, recentemente, uma técnica geral para remogdo das
singularidades das equacOes integrais dos coeficientes de expansdo, a regularizacdo, aplicando-a com
sucesso em problemas de semi-espacos adjacentes e meios finitos.

A aplicagdo do método de Case foi extendida a vérios outros modelos, tal como o de dois
grupos. Os primeiros resultados obtidos, através deste modelo, sdo devidos a Zelasny e Kuszel!®7) em
1961. O tratamento matemético ficou mais elaborado quando em 1967 Siewert e Sieh!5® discutiram o
teorema da completividade das autofuncles no intervalo completo. Em 1968, Metcalf e Zweifel' 36
resolveram problemas de semi-espagos e com o0s resuitados obtidos apresentaram uma compara¢do do
método exato com um método aproximado.
Em 1972, Siewert e |shiguro“9’ introduziram a matriz H para determinar as propriedades de
ortogonalidade de meio intervalo e resolveram problemas de semi-espacos. Paralelamente Siewert ot
a7 ¢ Bumiston et al!® demonstraram sua existéncia e unicidade. Espalhamento anisotrbpico foi
considerado por Reith e Siewert!44) ¢ por Ishiguro e Jorgen”. Combinando o método de Case e o
principio da Invarianga, Ishiguro e Maiorino'22) resolversm o problema de Milne em dois semi-espacos
adjacentes para o modelo de dois grupos de energia,

Recantemente, diversos problemas no modelo de dois grupos foram resolvidos por Ishiguro e
Garcia''72% ¢com o uso da técnica de reqularizacdo proposto por Zshiguro‘zo’. Entre eles, destacam-se
o probiema da placa criticg refletida e o problema da célula de duas placss.

O modelo de mujtigrupos e derendente de energia tem sido objeto de grande interesss @ muitos
problemas foram analisados e resolvidos 23,29,55)



O método de expansio em autofuncdes vem sendo aplicado também em modelos com
""39'5:", bem como em outros

dependincia umporal'g'n’zs’, geometrias esféricas e clindricas
campos onde diversos fendmenos fisicos podem ser descritos pela equacdo linesr de Boltzmann: plasmas,

propagacdo dc som, transferéncia radiativa, etc.

Este trabatho visa obter solucoes exatas e resultados numéricos precisos pera o problema da

1.4 — Objetivo
cblula de trés regiGes, até entdo, n3o resolvido na teoria de transporte, utilizando-se do método de
expansio em autofuncBes singulares no modelo de um grupo de encrgia, geometria plana e espathamento

Aplicar-se-4 neste trabalho uma técnica recente, apresentada na nferincia"g), pars a remocio
de singularidades das equagDes integrais dos coeficientes de expansio.
Resuitados numéricos, para este mesmo problemas, sso leventados aplicando-se 0 método P" e

uma comparacao é feita entre os dois métodos.

CAPITULO I}

FUNDAMENTOS TEORICOS

O método de expansdo em autofuncdes (método de Case) para o modelo de um grupo, geometris

plana e espalhamento isotrbpico é apresentado neste capftulo, assim como as propriedades de
ortogonalidade de meio intervalo das autofungOes, necessdrias para a determinacio dos coeficientes de

expansdo.
2.1 — A Equagiio de Transporte de Néutrons
A equagio geral de transporte de ndutrons é deduzida a pertir do principio da conservacio do

nimero de ndutrons num volume elementar localizado em r:

19 »
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onde:
= direcdo de movimento do ndutron
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q-=
W?,(I,E,t) = fluxo angular de ndutrons definido por



v N(r.CLE.1)

N
onde N(?,SZ,E,{) é a densidade anqular, que regesenta 0 numero médio de néutrons no
volume elementar localizede em 7, com diregdo §2, energia E, no instante t, por unidade de
volume, angulo solido e energia, e v & a velocidade escalar do néutron,

olf,E,t) = se¢do de choque macrczcOpica total definida como sendo a probabilidade
de interacdo entre o néutron e o meio por unidade de comprimento.

{l

f(?;ﬁ,E’ —'ﬁ,E) probabilidade de um néutron com direcao ﬁ' e energia E’, emergir ap6s

uma colisdo com o meio, com dire¢ao S?l e energia E.

>
Q(t.52,E,t) = nomero de néutrons emitidos por fontes no volume elementar localizado
> - . . .
em r, com diregdo £}, energia E, no instante t, por unidade de volume,
angulo sblido e energia.

Com respeito 3 dedugdo da equacdo de transporte algumas observagdes devem ser feitas.

- ?lutuac;ﬁes Estatisticas do Fluxo Angular

Flutuagdes estatisticas ndo foram consideradas na equagdo (2.1.1) devido » swe pequena
magnitude quando comparada com valor médio da densidade angular. Em algumas situacdes especiais,
por exemplo o “‘start-up’’ do reator, estas flutuagbes podem levar a grandes desvios do comportamento
médio esperado e um estudo especial nesse sentido deve ser feito.

— Interagcdo Néutron-Néutron

Num sistema, a populacdo de ndutrons pode ser considerada ‘‘vazia” em virtude de sua baixa
densidade (10'® — 10'! néutrons/cm®) quando comparada com a densidade de nicleos do meio
(10?2 nacleos/cm® em s6lidos), logo o nGmero de interagdes ndutron-nGcleo. Com isto, obtém-se a
linearizagdo da logo o nGmero de interagdes ndutron-néutron é desprezivel com relacdo a0 niimero de
interag3es néutron-nGcleo. Com isto, obtém-se a linearizagdo da equagdo de Boltzmann,

~ Desintegragdo Radioativa
Visto que o tempo de vida dos ndutrons no meio material 6 insignificante comparada 3 sua
meia-vida, desintegracSes radioativas nfo sdo levadas em conta.
— Comportamento Ondulatério
Na equag¢do (2,2.1) o ndutron & tratado como uma particula pontual, sendo assim
completamente caracterizado pela sua velocidade e posicdo. Para nButrons de energia bem baixa, o

comprimento de onda é compardvel 3s distincias interatdmicas. Com isto, as seccdes de choque sofrem

uma dependédncia da orientagdo dos néutrons. No entantu estes efeitos sSo despreziveis em Teoria de
Reatores.

— Nbutrons Atrasados



Para estudo de reatores no estado estacionério os efeitos devidos 3 néutrons atrasados podem
ser desprezados, porém, a sua presenca é de real importancia nos estudos de cinética de reatores,

— Polarizagao

Efeitos de polarizacdo devido a interages do spin e momento magnético dos néutrons sdo de
pouca importancia em Teoria de Reatores e portanto n3o foram considerados na equacdo (2.1.1).

Outros fatores, tais como tempo de colisdo entre os néutrons e nicieos, efeitos quanticos, etc.
também ndo sdo considerados na dedugdo da equagdo geral de transporte.

Apesar de todas essas limitacGes, a equagdo de transporte representa bem a situagdo ffsica,
porém, como foi visto no capltulo |, solugBes exatas para problemas reais s8o impossiveis de serem
obtidos, ndo s& por causa do tratamento matemdtico a ser aplicado, mas também, devido a variagBes
complexas de certos pardmetros nucleares. Por isso, solucBes exatas somente sdo possfveis para modelos
bem idealizados, o que recentemente vem se tornando objeto de grande interesse.

2.2 — Modelo de Um Grupo, Geometria Plana e Espalhamento Isotrépico
Nesta seccdo serd deduzida a equacdo de transporte de ndutrons para o 2aso estacionério, nc
modelo de um grupo, geometria plana com simetria azimutal e espalhamento isotropico. Assim sendo, ac
seguintes simplificacOes sdo possiveis:
—~ Estado Estaciondrio

A equacdo é independente do tempo:

3
g“wﬁﬂﬁﬂ =0 (2.2.1)
1
logo vem:
v = y(r.8E (2.2.2a)
o = olfE) (2.2.2b)
Q = arQ,E) (2.2.2¢)

— Um Grupo de Energia

€ assumido que todas as secdes de chogue s3o independentes da energia, portanto:

g, = 0,(7) (2.2.3)

onde o, ‘representa seccdo de chogue de absorcdo, fissdo, espalhamento eléstico, etc. Portanto a secclo
de choque total sera:



} = alr) (2.2.3a)

Por outro lado, a funcio distribuicdo angular de néutrons emergentes apbs uma colisdo, isto &,
L fir. e~ ) dE
é independente da energia E’. Com isto, reescreve-se:
fARQE > FEIdE = of) fFh, > 5D (2.2.4)
onde f(?;ﬁ' g 55) é normalizada a unidade;

fg #rd > O3 afd = 1 (2.2.5)

e c{f) representa o nimero médio de néutrons secundarios por colisdo, produzidos em r:
0 (F) + vair)
> H f
c(r) = ————:—“— (2.2.6)
o(r)
onde:

a'(?) = Secgdo de choque macroscOpica de espaihamento.

a,(?) = Seccdo de choque macroscipica de fissdo.
o(f) = Secgdo de choque macroscOpica total.
v = namero de ndutrons emitidos por fissdo.

Substituindo os resultados obtidos acima na Eq.(2.1.1) e integrando sobre a energia, a equaclo
de transporte fica:

8.7 + on virnsh =
= off) cif) L firy > & wir.drdd + ar.sh (22.7)
onde foram redefinidas as grandezas

virdy = L vir.SE) dE (2.2.8a)

airsh = rE air,$LE) dE (2.2.8b)



10

A Eq.(2.2.7) n3o depende da energia e num sentido geral é o mesmo que dizer que todos os
néutrons tem a mesma velocidade(").

Meio Homogéneo

Os parametros nucleares independem da posi¢do, logo:

off) = o (2.2.90)
cr) = ¢ (2.2.9b)
firy -8 = #(dy -5 (2.2.9¢)

Geometria Plana

O fluxo angular de néutrons depende de uma coordenada espacial. Assumindo simetria azimutal,
tem-se entdo:

3
EFur. O - u = Vb (2.2.10)

onde:

e 2 é o versor da diregdo z.

Espalhamento Isotrbpico

Considerando-se que a fungdo distribuicdo angular depende somente do cosseno do dngulo de
espalhamento u= ﬁ’ﬁ num meio homogéneo, pode-se expandir f(ﬁ’ - 6) em polindmios de Legendre.
Assim, tem-se:

M- = — T f.@n+1).P () 2.2.11)
=0

1
4 n
onde Pn sdo polindmios de Legendre,

Retendo o primeiro termo da expans3o obtém-se o caso de espalhamento isotrbpico:

1
f(y - O = — (2.2.12)

4n

N 3 1
* O modelo de um grupo de anergia é refaride algumss vezes como aproximaco da secclo de choque comnvm‘ 0




Com base nestas simplificagGes a equagdo de transporte fica:

d gc 1
g — Yz + odlzu) = — f Ylzu')dy + Qlzp)
dz 2 -1

Definindo-se a variavel 6tica x = oz, obtém-se:

Ylza) = Yixu)

d ) = d {x.u)
” Yizu —odx Yixu

Desta forma a equacdo (2.2.13) resulta em:

d c 1
o Yl + Yixu) = — f Phu’) de’ + Qlxpu)
dx 2 -1

Esta é a equacdo bésica para o problema que serd tratado neste trabalho.

2.3 — Solugdo pela Técnica de Expansdo em Auto-Fungdes Singulares

Considera-se aqui, somente as solugBes da equagdo de transporte homogénea:

]

{1 Vixu') dy'

d c
o Ylxu) + Ylxpy) = —
dx 2

Aplicando o método de separagdc de varidveis procura-se solucdes da forma:

vixu) = xix) o)
onde x(x) é fungdo somente de x e ¢(u) funcdo somente de, u.
Dividindo (2.3.1) por uy(x,u) e substituindo Y(x,u) por xi{x) ¢(u), tem-se:

1 d x) c 1’1 ) 1
—_— X = m—r—a—— ’ o e
X dx X 200 ST T

1

(2.2.13)

(2.2.14a)

(2.2.14b)

(2.2.15)

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

_O lado esquerdo da Eq. (2.3.3) é fungdo somente de x, enquanto que o lado direito é funclio
somente de u, entfio, ambos deverdo ser igual a uma constante, que sers definida aqui como -1/v, Com

isto, resulta que:
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1 d ) -1
——— xx = -_—
xix) dx 14
ou
'l/p
x{x) = constante . e

Assim, a solucdo tem a seguinte forma:

-x/
v lxu) = ¢, e g 2.3.8)

onde ¢,(u) sdo as autofuncdes e v o5 autovalores correspondentes a serem determinados. Por
conveniéncia, reescreve-se as autofuncdes na seguinte forma:

o) = o

Substituindo a solugdo (2.3.4) na equacgdo de transporte {2.3.1), verifica-se que as sutofungBes
obedecem a seguinte equacdo:

1 1
(»-u) otvy) = — cv _]:"ﬁ(l’#') du’ ({2.3.5)

2
Normalizando ¢(v,u) a unidade
1
[ oardy = 1 (2.3.6)

reescreve-se a equacdo (2.3.5) como:

(-u) o) = cv (2.3.7)

N =

Considerando v # y para ue (- 1,1), reescreve-se a'Eq. (2.3.7) como:

cy
dlou) = -2— 12.3.8)

v-u

Através de (2.3.6) tem-se que:

1 peu (2.3.0)
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Alv) = 0 (2.3.9a)

onde Alz) é a funcdo de dispersdo definida por:

cz
M) =1V -— [ — (2.3.10)
2 -1 z-u

ou numa forma mais conveniente

1
AMz) = 1 —cztanh™t — (2.3.11)
r 4

Propriedades da Fungdo de Dispersdo
1) A =Al-2)
Portanto se v, é uma raiz, entdo, v, também serd.
2) AlD)=AXz*")

De modo anéilogo a0 item (1), se v, € uma raiz, entdo u; também serd uma raiz.
3) A(2) é analitica em todo o plano complexo, exceto, no eixa real de -1 a 1.

4) Pelo teorema do argumento demonstra-se que A(z) tem somente dois zeras no dominio
definido em (3)“0). Logo, de (1) e (2) segue as raizes de A(z) podem estar somente no
eixo real (exceto no intervalo de -1 a 1) ou entdo somente nNo eixo imaginério.

Considerando somente o eixo real positivo, verifica-se ainda que:

lim ,Ay) = -oe (2.3.12a)
v

e
lim =1-c¢ (2.3.120)
p+» oo

Se ¢ <1, A(¥) muda de sinal entre ¥=1 e v=o0 assim deve existir uma raiz Yo real neste
intervalo e outra raiz - v, como decorréncia da propriedade (1).

Como A(v) possi:c raizes reais somente para ¢ <1 segue que para ¢> 1 as raizes serdo
imaginarias puras. Para c= 1, A(v) apresenta raiz dupla no infinito,
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Resumindo:
a) Parac <1 = 2 raizes reais + v
b) Para c>1 = 2 raizes imaginarias para t v

c) Parac=1=yp = o

As ralzes * v, representam os autovalores discretos e as autofungoes a eles associados.

(*v_u) = —
olv_u 2 . (2.3.13)

Considerando agora v = para todos valores de u € (-1,1), procura-se soluctes para a eq. (2.3.6),
da seguinte forma:

_w 1
Plvy) = ? ;*_u + Ay) 6(v -p) (2.3.14)

onde A(r)é uma fungdo a ser determinada e &(v-u) a funclio delta de Dirac.

Dentre as virias possibilidades de se integrar a Eq. (2.3.14), escolheu-se a de valor principal de
Cauchy, atribuindo-se assim o simbolo P para designar o valor principal. Assim,

v P
Sop) = -— — + Npy) Sl -p) (2.3.15)
2 v-u

Fazendo uso da condi¢do de normalizacdo, determina-se entdo a fungdo A(v):

co 1

-— du + AMp) = 1 =

2 -1v-u
o ¥€ du t du

MY = 1= ) 4 [ ——] =
2 €*0 1 wv-u ME V-l
cv 14y

AY) =t - — In— {2.3.16)
2 1-v

ou AlY) = 1 —cv tanh ') {2.3.18a)

Ve-se entdo que, em adicdo gps autovalores discretos t v, dados pela Eq. (2.3.9), existe um

espectro- continuo de autovalores v, com v e (-1,1), sendo que as autofuncdes s eles associados, sfo
dados pela Eq. (2.3.15).
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Estabelecidas as autofungBes discretas e continuas, escreve-se a solugao geral como:
]

-x/v /
Vo) = Al) gl ) e O+ Alv ) olu sl e O

x/v

1 .
+ f,, A) ¢lou) e dv (2.3.17)

onde A(Vo), A(-vo) e A(v) sdo os coeficientes da expansdo a serem determinacos por meio das
condigdes de contdrno do problema especifico.

Estas condi¢Ges de contdrno podem ser classificadas de duas maneiras:

De intervalo completo — que resultam em expansées do tipo:
fl) = Al ) oo k) + Al-vi -y u) +
1
+ f1 A(v) ¢lvu) dv ue(-1,0) (2.3.18)
De meio intervalo — que resuitam em expansdes do tipo:
flu) = A(vo) ¢(V°Ji) + A(‘Vo) ¢(-v°,u) +

1
+ f1 Al olop) + [ Al-v) ¢l-vu) dv u e (0,1) (2.3.19)

o o

onde flu) é uma fungdo conhecida.

As expansdes (2.3.18) e (2.3.19) sdo completasm para quaiquer func¢io f(u) que satisfaca as
condicBes de Holder, e as autofuncdes, tanto de intervalo completo como de meio intervalo, apresentam
propriedades de ortogonalidade, que possibilitam a determinacdo dos coeficientes de expansdo,

A expansio de intervalo completo é aplicada a uma classe restrita de problemas, devido a
limitada aplicacSo prética das propriedades de ortogonalidade deste intervalo, No entanto, condi¢Bes de
contdrno de intervalo completo podem ser divididas em duas de meio intervalo (exceto para problemas
de meio infinito}, que resultam em expansdes do tipo da Eq. {2.3.19), permitindo assim, a utilizacio das
propriedades de ortogonalidade de meio intervalo, que t&m aplicacio em problemas de maior interesse.

As propriedades de ortogonalidade, bem como as integrais de normalizacBo, serdo apressntadas
na sec¢do 2.5. Porém, para a obtencdo de relacdes de ortogonalidade de meio intervalo, e
consequentemente das integrais de normalizacdo, serd utilizado aqui a fungSoH de Chandrasskhar,
determinada pelo método de Invarianca que serd brevemente apresentado na proxima seccdo.
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2.4 — 0 Método da Invarianga e a Fungao H

Introduzido por Ambarzumianm, o método da Invarianga foi extensivamente aplicado em

problemas de transferéncia radiativa por Chandrasekhar“m, e mais recentemente, em problemas de
transporte neutrdnico.

Considerando inicialmente, um semiespago homogéneo e ndo multiplicativo, p retende-se
encontrar uma relacdo entre o fluxo angular incidente e o emergente na fronteira deste meio, e para tal,
define-se uma funcio de espathamento S{uu’)(*) tal que:

1 1
Yi0,-u) = Z S Sluy’) You) di He (0,7) {2.4.1)
(]

onde Y(x,u), com ue (-1,1) é solugdo da equagdo de transporte (2.3.1).

Aplicando o principio da Invarianca, que garante que a fungdo reflex3o (neste caso o fluxo
angular emergente) é invariante com a adi¢cdo de camadas de espessura qualquer do mesmo material,
temse que a Eq.(2.4.1) é vilida para qualquer posicdox no meio material. Assim a Eq. (2.4.1) é
ree;crita como:

1 1
Yix,~u) = '2—“ J;, Sluu’) Yix,u’) du u € (0,1) (2.4.2)
x>0

Substituindo a Eg. (2.4.2) na Eg. (2.3.1) e com o auxflio do Teorema da Reciprocidade!'®’
para a funcdo S(u,u’) tem-se que:

.

Gl
Swa’) = —— H) HEW)
i’ (2.4.3)

onde a fungdo H{u}, introduzida por Chandrasekhar, é definida como;

1 du’
Hip) = 1 +— [ Sluu) — (2.4.4)
2 7y

Das equacdes (2.3.4) e (2.4.4) obtémrse a equacdo para a funcdo H:

cu 1 Hiu')
Hw) = 1+ — H@W 7 — ¢ u € (0,) (2.4.5)
2 o '+

Foi aprovado que a fungdo H existe e & Gnica para qualquer meio matarial‘"’, sendo assim,
possivel aplicar este método, também para meios multipiicativos.

* S{u, i) 6 também chamada de Fungdo de Espalhamento de Chandrasekher.
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A funcioH foi extendida a todo o plano complexo, exceto no eixo real de-1 a 0.

Rearranjando a Eq. (2.4.5) tem-se que:

1 H
Wi = 1 - 2 0 AW

o Mtz

du z d real (-1.0)

A fungic satisfaz a seguinte propriedade.

1 1
.[1 Pleu) du = {, @lE4) Hip) du

E=v, ou » e (01)
portanto, tem-se que:
%o 1c Hi _
2 o VM
e
v P
MIYHIY = V- 7= HWw — du velol
2 o T

A fungBo H também é conhecida explicitamente 47’

J+u 1 1 1 . cmu’
HW) = ‘ exp{~ — f tan” (———) -
(v +u) Vi-¢ 7 o 2A(u’)
M '_l- d“p}
ig M

Das equacdes (2.4.68) e (2.4.8) conclui-se ainda que

H'(v) = 0

e das equacdes (2.4.8) e (2.4.9) que H{u) 6 complexn para meios multiplicativos (c > 1).

{2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

(24.11)

Estas equacdes serdo utilizadas na seccdo (2.5) pera a determinacio das relacles de
ortogomalidade de meio intervalo, bem como para a determinacdo dos coeficientes de expansfio descritos

no capftulo 1,
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2.5 — Ortogonalidade ¢ Normalizagdo das Autofunges
Apresenta-se nesta sec¢cdo as propriedades de ortogonalidade e as integrais de normalizag3o das
autofungdes de intervalo completo e meio intervalo,
Intervaio Completo

Da Eq. {2.3.5) tem-se:

1
(- E“)¢(V.u) = f1 dlou’) di’ (25.1)
v -

Nlo

Da mesma maneira, a equagdo para ¢(v/,u) é

1
-2 ewa = [ W e 25.2)
. /

c
2

Multiplicando-se as equacdes (2.5.1) e (2.5.2) por ¢( ,u) e ¢(v.u) respectivamente, subtraindo
os resultados obtidos e integrando a expressdo resultante sabre u, tem-se que:

1 1 1
(- - —1 f1 Llvi) ¢V u) du= 0 (2.5.3)
v v -

Se v #/, obtém-se a relagdo de ortogonalidade:

1
f_1 uplvu) oV p) du = 0 v=v (2.5.4)

A integral de normalizacdo é o valor que a integral da Eq. (2.5.4) assume quando ¥ = v. Para
as autofuncgdes discretas tem-se que:

1
Nitsg) = 1 olesm) OlEr ) du (2.5.5)
Substituindo os valores de ¢{ v _,u) dados pela Eq. (2.3.13) obtém-se:
N(tv_) tw:[ : 11 (2.5.6)
g - 'y 2.1 1 s
° 2 "1 .

~Para as autofuncBes continuas, a determinaglo da integral de normalizaclo envoive um
tratamento matemético mais eleborado, devido as singularidedes das autofuncBes. Apresents-se aqui,
somente o resuitado final, sendo que o desenvoivimento analftico pode ser encontrado na referdncia 9,
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1
{1 uplv.u) o' u)du = Ny} dlv -v') (2.5.7)
onde
v
Ny = v[A%) + (—;ﬂ‘ j (2.5.8)

Meio Intervalo

Expansdes em autofuncGes de meio intervalo sdo completas para fungOes definidas no
intervalo u € (0,1)(9), no entanto, as autofungGes ndo apresentam propriedades de ortogonalidade quando
0 intervalo de integracdo é restrito a u € (0,1). Porém, com o auxilio da fun¢do H, como uma funcio
peso, é possivel estebelecer algumas relagBes de ortogonalidade neste intervalo como sers visto a seguir.

Analogamente & dedugdo das relacGes de ortogonalidade de intervalo-completo, escreve-se as
seguintes equagoes:

u C
(1 - —)olvy) = — {2.5.9)
v 2

I c
0= =)y = — {25.10)
v 2

onde sdo restringidos os valores de v e v':

0 <y <1 ou vy =y

Multiplicando-se agora as equacles (2.5.9) e (2.5.10) por Hlu) ¢ (V. u) e H{ulg{vu)
respectivamente, integrando-as sobre u no intervalo de O a 1 e subtraindo-as tdm-se que:

1 | 1
(;,— - :) I uBlolvu) g ) gy = 0 {2.6.11)
[+

Se v # 1/, obtém-se a relacdo de ortogonalidade na forma:

1
S uHW) olvu) dlv' ) du = 0 (25.12)
o

Para 0 <y’ <1, a integral de normalizagdo sers!23).

51 M) $lo) o7 s du = N(Y) H) 5(v-¥) (26.13)
[s)
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epsrav=yv =v, 3 integral de normalizacdo serd:

5 M) Sl s ol s O = NI ) Hiv) 25w
[+

onde N(vo) e N(v) s30 as mesmas funcdes definidas nas equagdes (2.5.8) e (2.5.9).

Para fins de aplicagdo pritica, outras integrais de normalizacdo s3o igualmente importantes:

cy

1 -
S R ¢lv p) ¢l-v ) dp = H ') (2.5.15)
[+]
1 o
_ = H"(D ) (2.5.16)
Io HHG) ¢l-v _p) $lv.u) du 20, +4) o
1 o
- = H ' () (2.5.17)
[ HHW) ¢y k) $l-v 1) dpt 2057 v
1 4 -1
-y = H ) {(2.5.18)
{’ uHu) ¢lo.p) ¢~ p) du 2+ o)

CAPITULO It

O PROBLEMA DA CELULA DE TRES REGIOES

Apresenta-se neste capltulo o problema proposto pera este trabatho, bem como o
desenvolvimento analitico para a determinacdo dos coeficientes de expansiio, necessirios para o ciculo
de algumas grandezas fisicas de interesse.

3.1 ~ Definicio do Problema e Desenvolvimento Analitico

A geometria do problema aqui considerado, é representado por um arranjo repetitivo de trls
placas, com meios materiais homogéneos, e distintos, conforme ¢ visto na Figurs 3.1. O meio (1)
corresponde ao combustivel e tem espessura 2a, * o meio (2) corresponds a0 encamissmento e tem

espessuraz, ¢ 0 meio (3) corresponde a0 moderador com espessure 2a;, carscterizando sssim, o
problema da célula de trds regides.

Devido ao grande interdsse de se conhecer precisaments o comportamento de distribuiclo de
nbutrons térmicos no interior de tais sistemas, serd considerado aqui » equaclo de transporte (2.2.15)
somente para ndutrons térmicos, sendo que os ndutrons de fisslo slo sssumidos como termo de fontes

* As espessurss sio expressss em unidedes de livres caminhos médios.
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isotrobpicas e uniformemente distribuidas no moderador, onde sdo termalizados. Desta maneira, os
elementos constituintes da célula apresentam meios ndo multiplicativos.

De acordo com a simetria do rpoblema, é suficiente se considerar, para modelo deste trabalho,
somente uma célula unitéria, conforme é visto na Figura 3.2,

Reescrevendo a equacdo de transporte {2.2.15) em cada meio tem-se;

) G
Hoo Vilxu) + Yilxu) = Py .[1 Yxu')du’ +
+ Sixu) 5, (3.1.1)
onde:
i=1 . -a<x<a
i=2 , a<x<p
i=3 , B<x<7+a
e
_ 0 , i #*3
6I3 - { 1 , i=3

Como foi assumido que as fontes presentes no moderador s8o uniformemente distribuidas e
isotrbpicas tem-se que:

Sixu) = S
A solugdo do problema deve satisfazer as seguintes condicdes:

Condigdes de Simetria:

O problema é simétrico com relagdo a x=0 e x=7v' p0 [ )exp’

Vylxu) = Y l-x,-u) , a<x<a . Mel-11) 3.1.2)

Voly +x4) = Yaly-x-u), -y <x<a; , pel1N) (3.1.3)

Condi;3es de Interface

A distribuic8o angular de nutrons é continua nas interfaces, assim,
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i

ValBu) = ¥,(Bxu) . ke (-1 (3.1.5)

A solucdo geral da Eq. {3.1.1) em cada meio, com as condicOes de simetria (3.12) e (3.1.3) j&
incarparadas sdo escritas da sequinte forma:

(a+x) {a-x)
\l',(X.u) = 81("1; {¢1(V1-“) exp[- ]+ ¢1('V1.#) exp[ - y ]}
1 1
1 (at+x) {a-x)
+ [ B, {$,wdexp[~ —— ] + ¢, (-vu)exp[- —— Jav
° v v
0<x<a {3.1.6)
(-a+x)
Wzlx.u) = B,(wy) ¢, (vym) exp [ — , 1+ Bylwy) @y -wpm) -
2
{B-x)
A EE I
2
1 (-atx) 1
+ [ By ¢, exp| - Jdv + [ Byl-v) ¢l-vu) ¢
o o
8-x)
. exp[_ _ﬁ__x_ ] dl’ A
1 4
a<x<§ {3.1.7)
(x~p) (2y-f-x)
Valxm) = Bylvy) {¢3(v3.u) exp |~ Vﬁ 1+ ¢gfvgulexp [~ ————]} +
3 3
1 (x-p) (2y-f-x)
+J Ba) {g;lvu) exp| - d ]+ @;l-vudexp[~ 4 — 1} dv+
[+] v t

+ wap , B < x < ¥ {3.1.8)
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onde B;(E)- t=v,00vel(01), sdo os coeficientes de expansfo e

S

Yo " e (3.1.9)

4 a solugdo particular exigida pela equagdo (3.1.1) para o meio (3).

Como o fiuxo é determinado somente pela poténcia do reator, pode-se entdo, normalizé-lo em
relaco a fonte, fazendo: S =1, assim,

{3.1.10)

A condicdo de continuidade do fluxo: nas interfaces é, entlo, reescrita em dois semi-intervalos:

Vylau) = yylanu) . kel (3.1.11a)
Y, = Y,la-p) . Kef0) (3.1.11b)
VB = y,Bu) . Hef0l) (3.1.11¢)
ValB-m) = Yu(B-u) N A (R ) (3.1.11d)

Substituindo as solugdes (3.1.6) e (3.1.7) e (3.1.8) nas equagdes acima e apbs algumas
manipulacdes algébricas tem-se que:
1
Bywy) 930y k) + [ By 9ylv) =
_ , 1 ,
= =B,(v)) @, (-v ) E,(vy) — J; B,(u) ¢l-v.u) E,(v) dv +

1
+ Bz(vz) ¢2('V2,#) + Bz('”z) ¢2(V2#, Ez(l’z) + fo 82(1’) ¢2('V,ﬂ) dv +

1
+ J; B,(-v) ¢, (v.m) E5lv) dv . u e (0,) (3.1.12)

1
B,o(vy) ¢y (mpm) + I By gyl v =
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1
= —Bz(>v2)¢2(—v2,u) Ez("z) - fo B,(-») ¢2(~v,u) E,(vidv +

’ 1
+ B1(V1) ¢1(-v1,u) + fo B1(v) ¢1(-v,u) dv + B1(v1) ¢1(v.'.u) E1(v1) +

1
+/ B, wuEdv u € (0,1) {3.1.13)
o
1
Bz(_vz) ¢2(V2.ﬂ) + {) Bz(_v) ¢2(V}l) dv =
1
= -B,(vy) ¢,-vyu) Eylw,) — fo B, ¢y (-v) E;(0) dv +
1
+ Bylvg) @al-vai) + j", By(v) @5 (-vuddv + Bylws) d5lvam) Eqlvy) +
1 1
+ f B, ¢3(v.u) Es(v) dv + ) u € (0,1) (3.1.14)
o -c
3

1
Bylvy) 5lv ) + jo B;(v) ¢alv) dv =
1
= -Bylyy) @5(-vam) Eglvg) — fo B3(v) @3(-vu) Eg dv +

1
+ Byl-v,) ¢yl-vym) + fc' By(-) @, (-vu) dr + B, (v,) @alv i) Eylvy) +

1 1
+ f B, @,(vu) Ex(n) dv — , u € (0,1) {3.1.15)
o 1- 3
2a,
E,(6) = exp(- T) (3.1.180)
oy
Ey6) = exp(- _E_, (3.1.16b)
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2:':13
E;(E) = exp (- T) {3.1.16¢)

velDl ou »v. , i=123

e
1]

Utilizando-se agora das propriedades de ortogonalidade de meio intervalo é possivel isolar os
coeficientes de expansio do lado esquerdo das equagdes (3.1.12) a (3.1.15), e assim, obter um conjunto
de equacdes integrais acopladas.

Para isolar os coeficientes B, (v,) e B,(v) do meio (1), multiplicase a Eq. (3.1.12) por
LH, ()¢ ((u), §=v; ou ve {0,1), e integra-se sobre u € (0,1). Apresenta-se aqui somente as equacdes
finais, sendo que os resultados das integrais envolvidas nestas equagOes sdo listadas no Apéndice A.

B,v,) = v NI v HI ) Y, ) (3.1.17)
onde
C1 1 C1V
Yiv) = - — B, ) H' w)) E b)) — ! B,(V)m Hy'0) E () dv +
sz CHb.
_ TS IR S T T
+ Byl-wy) Y Hy (-9)) Ejlvy) + Bylwy) 2o tv) Hiwy) +
2 " 2
1 fcg-cilv 1 c v 1
B, (- H, () E ) dv + H;' vd
* {: 2t 2Av,-v) 1M {> 820 2w+v,) i
(2.1.17a)
e
B, = vN;' (W) H'(v) Y¥) (3.1.18)
onde:
c, v l (9 4
- — -1 4 ’ ~1 ’
Y = -B,(v,) 2, +1) H'WE B + ] B) —es HITWIE b av' ¢
c V2 CyV ,
- _— HY- -
* B2l 2(v,-v) Hi tvg) Ealvg) = Baly) 2(v,+v) Hi ) *
1 (C2‘c1)l/
+J By E,W) H, (W) dv +
I Byl — oy B2 Hy W)
oV

1
+ B8,/V) —————
{32)2

oy H O 4 BN A ) M) Ep Hy )



27

"2

+ " ¢, c, v? B,(-v) E, (1) H, (1) (3.1.18a)

sendo que

cv 1+p

Aly) = 1 =-—— In
! 2

{3.1.18b}
1-v

A equagdo da qual se obtém o coeficiente discreto B1(v1) é regular, podendo ser submetida a
um processo iterativo, sem grandes dificuldades, mas, a equagdo que fornece o cceficiente contfnuo

B.'(v), por incluir o termo singular > E2(u'), requer um tratamento analftico adequado de tal forma

-y
que se remova esta singularidade, e entdo, ser submetida a um processo de iteragdo simples para a
obtencdo de resultados numéricos.

Uma técnica, denominada reguiarizagdo e desenvolvida recentemente por lshiquro“g’,
deste processo de remogdo de singularidades.

trata

Basicamente, o processo consiste em gerar uma outra equagdo, também conhecida, que envoiva
uma integral singular semelhante a da equacdo em questdo, diferenciando-se somente na exponencial do

integrando, que, juntamente com o termo singular, deve ser do tipo E(v).

-v
E() - E(v)

Quanii: se efetua a subtragcdo entre estas duas integrais singulares, resulta o termo »
-y

que converge para v’ = v, removendo assim a singularidade.

A regularizagdo do coeficiente B,(v) é entdo obtida, multiplicando-se primeiramente a
Eq. (3.1.14) por uH,(u)qﬁ1 (u,u)Ez(v) e integrando-a sobre u € (0,7), da qual se obtém:

C,yl

. 2 1 ) P R
82( Vz) 2(p2—p) H.' ( Vz) Ez(l’) + {) 82( V') (02'01)&" 7'_—; E2(v) H,'(V’) dv +

"2
By (-w) A, () Ay () H,(¥) E,l) + G v* B,(-v) H, W Eb) =

+

02"2 c,V

- 1 - y
-B,(v,) 2,9 HY' ) Exl) = [ Byl) ——— H W) Byl Ep v +

(v +v)

Cqa¥ 1 czv'
H;'(Vs) E,(V) + }; 82(1")

+

8 —————
3‘y3) 2(u3+u)

-1 ’
200 HI (V) E,0) dv' +

0303 : 1 ‘03“01”’ P
Hi' (v Eglug) Ex0) + S Byl) ——— "= Ej) -

+

B,(v,) ———
3’3 2lvy - v)



CE M H ) v+ By A ) A0 H ) E, (M) E ) +

n
+ 2 C,C, v B, H, (1) E,(0) Eq() + -

c3
(3.1.19)

onde

1
Ho = [ M) du

O membro do lado esquerdo da equacdo (3.1.9) apresenta a integral singular desejada.
Somando-se agora, membro a membro, esta equacdo com a Eq. (3.1.18a) a igualdade se mantém e a
singularidade em questdo é removida.

Porém, a equacio (3.1.19), gerada para a regularizacio do coeficiente B,(v) apresenta no

membro do lado direito, uma integral que envolve outro termo singular do tipo

4
—— EWE;) .

A remogdo desta singularidade novamente se faz necesséria. Multiplicando-se a equaydo (3.1.15)
por uH, ()¢, {v,u) E,(») E4(v) e integrando-a sobre i, u € (0,1) tem-se que:

Csv
—— -1
B,(»;) 20 HY" (vy) E5(0) E5(0) +
1 (C3-Co)v
+ ,l; B4 (V) 2 V—v E,(0) Eg0) H, V) oV’ +

+

”2
B4 Ay (41 Mgfo) Hy (8) E ) Eglo) + == CoCy 1By Hy ) Epf0) Egth) =

m Hy' (v3) () Eq() E5lvg) ~

[
-
@

(2]
P
<
~

2(yl+y, H;l (V’) Ez‘”’ Ea(p) Eah") gy +

+
[

~
NI

“¥,) m H;'(uz) Ez(v) Ea(v) +



1 Cv
B,(-v) ——— HIW)E, (W) E,(») dv' +
LB g M P EMI BN v

+

Cora
- -y
B, (v,) Ty Hy ' (- uy) E,,) E, () Eglu) +

+

1 (C2 - C1)V'
;B —
[+]

+

Y E, () E,(v) E5(v) H (W) dv' +

+ B,(») A, (1) Ny () H, 0) E,(0) E, ) E4l) +

n? 1 G
-:‘— C, C2y2 B, H, W E,(v) E,w) E5l0) - _::— [1 - ‘2— Hio ] E,w) ES‘V)
3

+

(3.1.20)

O membro do lado esquerdo da equacdo (3.1.20) apresenta a integral pretendida com o termo

singular E,(V)E;(v). Somando-se, membro a membro, esta equagdo com a equagdo (3.1.19),

obtém-se das integrais singulares envolvidas o termo

E E.0) - E E.(v)
2(V) 3V Z(V) a¥ que converge para ¥’ =vp.

’

| e 4

No entanto, 0 membro do lado direito da Eq {3.1.20) apresenta outra integral sirgular,
envolvendo agora, 0 termo

P
— E, (V') E, ) E5lW) .
vy 2 27 E3

Para a remoc¢do desta singularidade multiplica-se agora a Eq (3.1.13) por
HH (1)@, (v, W)E,(V)E,(V)E 4 (v) da qual se integra sobre u, 1 € (0,1), para obter a seguinte equagdo:

B,(v,) C_“g"z H'( v,) E(v) f1 B,(v') (C C)—*P
v,) ————e 7 V) + ' —
272 2(112 v ! 2 o 2 g ? LAY

EQ(V) Ez(u) Es(u) H,(u') dv +
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B, (v A, (W) A, (1) H, () E(0) E0) Elv) +

2
w
= CCp¥ H B By By Egly) =

+

C,r,
— - -1 —
= -B,lw,) Ezﬂd Hy' w,) B, (v,) B, (1) E,(0) E4)
1 Cv'
-1 ’ ] ’
- fo B,(-v) 20 9] Hi () E500) Ey(0) B, (0) E5(0) dv' +
1 Gy
+ : B,WIN, W H, W) E() + B, (1)) “(; ) H;'(V,) E () E5(v) E4fy) +
1
1 C1v’
-1 .
H LB e HW) Byl Egv) Bl b (3.1.21)
onde
2y
E(w) = exp(- —) (3.1.21a)
vV

O membro do lado esquerdo da Eq (3.1.21) apresenta a integral singular pretendida, enquanto
que os demais termos sdo todos regulares. Somando-se, membro a membro, esta equacdo com a
Eq (3.1.20), remove-se a singularidade em questdo, regularizando, assim, o coeficiente contfnuo B1 v).

Este mesmo processo de regularizacdo aplicado ao coeficiente continuo 81“’), também é
aplicado ao coeficiente discreto, pois, obtém-se desta maneira, equagdes integrais semelhantes, o que é
conveniente em termos de calculo numérico computacional. Tem-se assim que:

£
B () = NT' () H!
Nt ep (€) H7'(E) x(8) (3.1.22)
onde
C1"1
X = -Byly) oo oD Hy' (o)) [E,(v)) ~ E(E) E5(6) E5lE) ]
C,vH' (-v)
- f By W) ——-—— [E () — E,(E) E,(E) E5lf) ] dv +

+§)
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Co¥s
-1 )
+ 2, B H ' (-v,) [B,l-vy) + B,(v,)) E,(E) E4lf) )
© [Eylvy) — Ey(B) ] +
Cr
+ 207D H;l(uz) [82“’2) + 82(—p2) EZ(E) E3(E)] .
[T - En)EyE) )+
1 [C2 - C1]u
+ {) —E(V~£) H,(») [B,(-») + B, E,(E) E5lE) ] -
- [E h — ESE) ] dv +
1 sz
JR— -1 B .
t L quen MW IB0 BB D) ]
[T - EWEND v +
HI (-v)
+ Bylrg) CauaEL(E) ¢ '%—_E) [E;lvy) — E5MB) ] +
C3H1“(v)
e [1-E;0Ex) ]} dv +

t

———— [E5) — E4lE)] +

1
S B EyE) {
o

2v-§)
CyH ' W)
207D [1-E;mEZE) ]} dv
,.E2_(E_) [1- &F_‘E 1 - E,() 3.1.22
1-C4 2 M 28] 3122



t=v ou v € (0,7)

Para isolar os coeficientes B,(v,) e B,(v), multiplicase a equagdo (3.1.13) por uH, ()9, (£ k),
E=v,ouve {0,1), e integra-se sobre u € (0,1). De modo anédlogo ao que ocorre com os coeficientes do
meio (1), a equagdo do coeficiente discreto Bz(”z) é regular enquanto que a equac¢do uu coeticiente
continuo Bz(v) apresenta uma integral que envolve um termo singular do tipo

P ’
—— E,W) .

14 14

Para a remogdo desta singularidade multﬁplica—se a equacdo (3.1.12) por sz(p)¢2(V,u)E1(v) e
integra-se sobre u € (0,1). O membro do lado esquerdo da equacdo rasultante, apresenta a integral
singular desejada, enquanto que os demais termos integrais sdo todos regulares. Somando-se membro a
membro esta equagdo com a equacao do coeficiente Bz(v) a singularidade em questdo é removida.

Quanto aos coeficientes B,(-v,) e B,(-») multiplicase a equacdo (3.1.14) por KHy (), (Eu),
E=92 ou ve (0,1), e integra-se sobre u € (0,1). A equagdo do coeficiente discreto Bz(—vz) é regular
enquanto a equacdo do coeficiente contfnuo Bz(-v) apresenta uma integral que envolve o termo singular

- ELv) .
y s 03

Para a remogdo desta singularidade multiplica-se a equagdo (3.1.15) por quu&)q)z(v,p)Ea(v) e
integra-se sobre u € (0,1). O membro do lado esquerdo desta equacdo apresenta a integral singular
desejada, enquanto que os demaijs termos sdo regulares. Somando-se, membro a membro, esta equagdo
com a equagdo obtida para o coeficiente B,(-») a regularidade é obtida.

Finalmente, para se obter os coeficientes do meio (3), B,(v4) e B,(»), multiplica-se a equagdo
(3.1.15) por uH,)@,(Em), E=v; ou ve(0,1), e integrase sobre ue (0,1). De modo andlogo aos
meios (1) e (2), a equagdo do coeficiente discreto B,(v;) é regular, enquanto que a equagdo do
coeficiente contfnuo inclui o termo singular

—- Ez(v‘) numa de suas integrais.
V-

A regularizacdo do coeficiente B,(v) requer um processo semelhante ao do coeficiente B, ),
devido a persisténcia das singularidades. Resumidamente, o processo consiste em multiplicar-se as equagdes
(3.1.13), (3.1.12) (3.1.14) por Hy (k) ¢4 v, k) E, (¥), Hg () @3 (v, ) E, ) E, (V) e iH; (1) ¢4
(v, u) E; (v) E5 (0) E, (v), respectivamente, integra-las sobre 4 e (0,1) e usa-las, membro a membro, jun-
tamente com a equacdo do coeficiente B, ).

O mesmo processo de regulariza¢do aplicado aos dos coeficientes continuos, também é aplicado
aos coeficientes discretos 82(02), 82(-02) e B;lv,), de modo anélogo ao que foi feito para a obtengdo
do coeficiente discreto B, ().

" Apresenta-se aqui, somente os resultados finais dos coeficientes de expansdo dos meios (2) e (3):



onde
C¥y
xe) = + ;@,75_) By ) Hy'(-w) [E lv) — E ()] +
C.v
™M -
+ -2(u1 yre By ) HZ'(w)) (1~ E, ) E (D] +
(C,-C,)v
1 1 2
+ e B, Hylv) [E,(w) — E (E) ] dv +
C.v
1
1 _ - ~ -
+ ) P B, H () [1 - E,(E, (5] dv +
Cv
22 3 ‘
2+ p) Hy'(vy) 1By 1)) Ejl)) — Byl B8] -
C,v
2
- - B -
fy 228 H' (0) [B,(-1) E,(¥) - B, E, (§) ] dv
£ = v, ou v € (0,1)
B,(-§) = B,(E) E,£) E,(5) + EN,'(§) H3' (E) x(§)
onde
Cv
272 _ .
x(g) = - m Hy' (b)) [ Bylry) Eylvy) — Bol-vy) E,(8) ] -
Cv
1 2 :
- 2+ H' () {B,0) Eo0) — Bo(-») Eql) | dv +
C3%3

* —2(,,3 B B,ivg) Hy? (wg) [Eglug) ~ EqlE) ] +

(3.1.23)

{3.1.23a)

(3.1.24)



Cyv3
-2 _
+ -2w3+£) Bylwy) Hylwa) [V — Ejlvg) E5lE) ] +
3 (C3~ Cz)"
B,v) ————— H i) [E. W) — E,(E) ] dv +
t B Ty M 1 28]
1 Gy
+ B H (W) [1 - ELMEH ] dv +
{3 A0+ 3 2 [ W Ey8 ]
{1 b JI1 - Eq)] (3.1.24a)
+ - - - -
1-C, 2 3
tE = vy v € {0,1)
B.lf) = NZUE HI ) x(d) (3.1.25)
3t 1- E(®) 3 (B H; B
onde
H3' )

X538 = C,v, B (w) Ex(8 { ’ [E,v)) —E (8] +

2(1.'.I -%

Hi'(u,)
2(u1 +§)

+ [(1-EWIE D]} +

Halw) (C, - Cy)

£ - E +
w-p L T

1
+ [ B E,E {
o

C'Hil(l’)
+W {1- E,(V)E,(E)]} dv +

C¥, o
+ 2_(;_ Hyl v { Baivy) + Byl-vy) E(B) E,(E) } -
2

C{Exln) ~EgiB] +
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C2u2
+

2(v, +E) H3'(oy) { Bylowy) + B,(v,) E (8 E,(6) }

[1 - E,v) ExlE) ] +

1 C2u

S
o 2v+§

H3' W) { Byl-v) + B, E, () ELfk) }

[T - EE D ] dv +

+ —_
[*) 2v - W

Halw) { B,(v) + B,(-) E, () E (k) } -

[Ex0) - EplE) ] av -

Cyvy

- 2vy +8) B5(v;) Hil(l’:;) [E;lvy) — E (E) E (8 E, () ] -

1 03V

{) —2(u+ 3]

B, H3' (1) [Ez) = E ) EL(BIEE) ] v ~

C3-Hyp
(1- —‘2—*] [1 - E B E () E,6) ]

1-C,
{3.1.25a)

E = V3 v e (0,1)

3.2 — Fator de UtilizagBo Térmica e Fatores de Desventagem Térmica

Os coeficientes de expansdo dados pelas equacdes (3.1.22), (3.1.23), (3.1.24) e (3.1.25) formam
um sistema acoplado de equacdes integrais regulares que pode ser submetido & um processo
numérico-iterativo simples, conforme é apresentado no Apéndice C. Portanto, resultados de algumas
grandezas flzicas de interdsse ao problema da célula podem ser obtidos:



Fluxo Total

O fluxo total de néutrons é definido como:
1
wix) = J 1 Yixa) dy (3.2.1)

Para o combustivel tem-se entdo:

(a +x) (- x)
] + exp[-

Yy vy

w,(x) = B,y { exp| -

1}

1 {a+x) (a- x)
+ J B, {exp[- . ] + exp[- X 1} dv (3.2.2)
o v v
para 0 encamisamento,
(x - a B-x
walX) = Bywylexp[— x 2 ] + Byl-vylexp[- X ] +
) )
1 o+ 1 - x
+ J B, exp [ - ——-—X—-] v + f B,(-viexp [~ 5_)( ] dv
o v o v
(3.2.3)
e para 0 moderador:
) {x-p) 2v-8-
walx) = 83("3) {Lexp[- —u- ] dv + exp[- il—ﬁ—x) ]} +
Vs ps
1 (x-8) (2y-8 -
+J B {exp[— —— ] +exp[— P B X)]} + {3.2.4)
° v v 1-C,4
Corrents
A corrente de ndutrons é definida como:
Jx) = [ gl pwdu (3.2.5)

Para o combustivel tem-se entfo que:

. (a+x) (@~ x)
Jix) = “—C1)X1B1(V1) {exp[-—- --y—}-]-exp[— X

1 Yy

1} +
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1 {a +x) {a - x)
+1-CJ VB(u){exp[—~--}—]-exp[— —-—x—]} dv’
o 14 1 4

(3.2.6)

para o encamisamento,
B-x

1}

{x a
Lix = 11 -C,) v,y { Bz(yz) exp[— «—;— | Bz(-vz) exp[— y
2 2

1 (x - a) (B -
+(1—C2)f v ‘xBQ(""exD[_L‘-]_BZ(V)exD[-u]} dv
o 4 v

e para o mederador (3.2.7)

{x - m (2y-8-x)

B = (1-CylugBying) 1 e[~ ] - e DXy
3
) (x -8 (2y-8-
+(1‘03)fVBa(V){exD[—i—E—]-exp[— AP X 8 X)]} dv
4 v

(3.2.8)

Fator de Utilizagdo Térmica e Fatores de Desvantagem Térmica

Q fator de utilizacdo térmica f & definido como o quociente entre o nimero de néutrons
térmicos que sdo absorvidos pelo combustivel e o nimero total de néutrons térmicos que s3o absorvidos

na célula. Portanto,

@
S 1=C)u (x)dx
[+

f = - (3.2.9)
] Y
f a-=-0 w, (x)dx + ,/i (1-Cy) uyix)dx + 1;3 (1-C5) 4,(x) dx
o a
ou numa forma mais conveniente,
1-C) e
f = (3.2.10)
¢2 ¢3
(1 —C1)a1 + (1 "C..,) a, *-¢— + {1 —Cs)as T
1

onde ¢y ¢, e p, sdo, respectivamente, os planos médios no combustivel, no encamisamento e no
moderador, dados por:
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6, = — [ ¢y(x) dx (3.211)
a,
1

¢2 = — )ﬂ $,(x) dx (3.2.12)
a2 a

¢ LI A ¢

= — x) dx 3.2.13
3 o B 3 )

Substituindo os resultados obtidos em (3.2.2), (3.2.3) e (3.2.4) nas equagdes acima tem-se ent3o
que:

1 1
¢, = — {vBWw)[1-Ev)]+J vB, () [1-E,(v) )dv } (3.2.14)
a, °
_ 1
¢2 = -;— vy [1—E2(”2) ] [82(V2) + 82(-112)] +
2
1 1
+ ;—; {’ v[1-E,0 ] [Bylv) + By(-») ] dv (3.2.15)

©
[}

1 1
3 :3— { vBy) [1-E4lvy) ] + {) VB, (W) [1-E5() J dv } +

{3.2.16)

O fluxo de néutrons térmicos sofre uma depressdo no interior do combustivel, devido a maior
absorco de ndutrons térmicos pelo mesmo.

Consequentemente, segue que:

0, < ¢, . 9, (32.17)

ou

- ' — > 1 (3.2.17a)
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A grande importancia f(sica que estes resultados revelam é o fato do fator de utilizagdo térmica
de um sistema heterogéneo ser sempre menor que o fator de utilizagdo térmica de uma mistura
homogénea equivalente”. Por esta razdo, as quantidades defiridas como:

¢2
P (3.2.18)
1 ¢1
¢3
g =
2 %, (3.2.19)

sdo conhecidas, respectivamente, por fator de desvantagem térmica combustivel-encamisamento e fator
de desvantagem térmica combustivel-moderador. Uma anélise numérica do comportamento destes fatores
é apresentada no Capftulo IV,

CAPITULO WV
RESULTADOS NUMERICOS E COMPARACOES

Neste capitulo sdo apresentados e discutidos os resultados numéricos obtidos pelo método exato
e pelo método PN e, algumas comparagoes entre os dois métodos. O procedimento
numérico-computacionz! empregado para a obtengao de resultados é descrito no Apéndice C.

4.1 — Resuitados Numéricos Obtidos pelo Método Exato

O problema da célula proposto neste trabalho, fica completamente caracterizado, quando os
pardmetros bésicos C,, C,, 03, oy, 0y € 0y sdo definidos. Para analisar a influéncia destes pardmetros
sobre o comportamento da distribuicdo neutrdnica na célula foram escolhidos 35 casos conforme
Tabela IV.1 para serem resolvidos numericamente.

A definicdo dos parametros para cada caso, foi feita de modo que, dentro dos limites do
modelo, o problema se aproximasse mais da realidade fisica. A influéncia de cada pardmetro foi
analisada tomando-se como base o caso 1.

Para cada caso foram calculados, pela ordem, os autovalores discretos, a fungdo H, as fungdes de
normalizacdo, os coeficientes da expansdo discretos a continuos, fluxo total, fluxo assimpt6tico, fluxo
angular, corrente, os tatores de desvantagem térmica E1 e £, e o fator de utilizagdo térmica. Os autovalores
discretos, a funcdo H e os coeficientes da expansdo, foram obtidos numericamente através de processos
iterativos que sdo descritos no Apéndice C.

* O fator de utitizacao térmica para uma mistura homogénea equivalente ¢ dado por:

(1-C,la,

f
P 1-Cpa, +(1-Chla, + (1-C,) ay



Os termos integrais toram calculados pelo método de quadratura de Gauss(zq), que expressa as
integrais em somatdrias da seguinte forma:
b N
{ fix)dx T fixg) {4.1.1)
a i~ 1
o = (4.1.1a)
i 2 i
L (4.1.1b)
x.'=72* {b-al X, + (b+al} 1.

onde x. sio nbs, ou, pontos de quadratura, Wi os pesos e N a ordem do conjunto de quadratura, os
! . ~ .
quais, podem ser encontrados em vdrios manuais de funcoes mateméticas' .

Na Tabela V.2 apresentam-se os resultados obtidos para os coeficientes discretos de diversos
casos e nas Figuras 4.1 e 4.2 os coeficientes continuos para os casos 2 e 35. Observa-se destas figuras que
os coeficientes continuos ndo apresentam um comportamento suave na regido de » ~1; isto ocorre
devido ao fato das funcdes Alv) e Niv) divergirem a medida que v = 1 (vide equagdes (2.3.16) e (2.5.8)),
sendo assim, necessario um maior nimero de pontos de quadratura nesta regido para se obter resultados
mais precisos. Para o calculo numérico de integrais no intervalo (0,1) foram utilizados 20 pontos de
quadratura no intervalo {(0;0,99) e 20 pontos no intervalo (0,99;1) e a precisdo obtida foi de cinco
algarismos significatives ou seis, conforme o caso.

Nas Tabelas I1V.3 e V.4 apresentam-se o fluxo angular calculado nas interfaces e nos pontos de
simetria para 0s casos 2 e 34 respectivamente. As curvas correspondentes sdo apresentadas nas Figuras
4.3 e 4.4 podendo se observar a descontinuidade dos fluxos nas interfaces para x = 0, originadas pela
descontinuidade fisica dos meiosm .

Nas Tabelas IV.5 e 1V.6 apresentam-se o fluxo total, o fluxo assimptdtico e a carrente de
ndutrons para os casos 1 e 32, respectivamente, e nas Figuras 4.5 e 4.6 as curvas correspondentes. O
fluxo assimptdtico, no qual ndo se considera a contribuicdo dos termos continuos, diverge fortemente do
fluxo total tanto no combustivel quanto no encamisamento, regiGes em que a teoria de transporte se ==
importante, uma vez que estes meios apresentam maior absorgdo e menor espessura. No mo~. ..dor o
fluxo assimptbtico se aproxima do fluxo real devido a menor contribuicdio dos termos contfinuos em
meios espalhadores e de maior espessura.

Na TabelaIV.1 apresenta-se ainda os fatores de desvantagem térmica £, e £, e o fator de
utilizagdo térmicaf para todos os casos estudados. A influéncia de cada pardmetro sobre o
comportamento destes fatores & apresentada a seguir:

C1 — O fator de utilizago térmica aumenta a medida que a absorgio no combustivel
aumenta, pronunciando assim a depressio do fluxo neutrdnico nesta regifo.
Consequentemente os fatores de desvantagem térmica 5, e 52 também aumentam.

C, — Os fatores £, e &, sofrem pequena influéncia com o pardmetro C, desde que a
espessura do encamisamento seja pequena, No entanto, o fator de utilizecBo térmica é
mais sensivel a este parametro. Quanto menor for a absorcdo no encamisamento maior
seré f.
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C3 — De modo anilogo ao parametro C2, 0 parametro C3 exerce pouca influéncia sobre os
fatores ¢, e, e grande influéncia sobre o fator f. Um pequeno aumento da absorcdo
no meio 3 implica num grende decréscimo do fator f.

a, — Exerce influéncias semelhantes aos do pardmetro C,: os fatores §,, 52 e f aumentam
com o aumento de espessura do combustivel.

ay - Os fatores £1 e Ez aumentam com a3 espessura do encamisamento, pois neste caso hé
um aumento do numero de néutrons do fluxo neutronico no combustivel.
Ccnsequentemente, o fator de utilizagdo térmica f diminui.

0y — A medida que a; aumenta, o nimero de néutrons que sdo absorvidos no moderador,
embora seja pequeno, também aumenta. Logo o fator de utilizagao térmica, que mede
a relacdo de néutrons que sdo absorvidos no combustivel, diminui. Por outro lado, o
fluxo neutrdnico no moderador aumenta com @, consequentemente, o fator de
desvantagem térmica £2 também aumenta.

O fator de utilizagdo térmica para uma mistura homogénea e equivalente dos materiais
constituintes da célula, é dado por

(1-Cl e
f = (4.1.2)
ho(1-Cla, + (1-Chla, + (1-Cjlay

Para as células em que os pardmetros C, , C, e ( sdo fixos e as espessuras @, , a, € a, permanecem
numa relagdo constante, como ocorre nos casos 1, 32, 33, 34, e 35, observa-se que o fator fh permenece
constante sempre, enquanto o fator de utilizagdo térmica f serd tanto menor quanto mais heterogéneo
for o sistema. Na Figura 4.7 apresenta-se o gréfico do fluxo total, normalizado a unidade em x =, para
estes casos, podendo se observar o aumento da depressao do fluxo de néutrons no combustfvel para as
células que apresentam maior espessura.

4.2 — Comparagdes com o Método Py

A solugdo da equagdo de transporte (2.3.1) obtida pelo método Py, N fmper, é dada por {vide
Apéndice B):

1 N+
Ynxk) = ; iz.’ Av) Z(2m +1) G (v) expl-x/v) P_ (1) (4.2.1)

onde Pm(u) s3o os polindmios de Legendre Gm(ui) as autofuncdes associadas aos autovalores v, e Ai(vi)
contantes a serem determinados pelas condigles de contdrno do problema espec/fico.

Os autovalores Y, da expansdo dada pela equagdo (4.2.1) aparecem aos peres, isto é, (N + 1)/2
autovalores sdo positivos e outro igual ntmero de autovalores com sinal oposto. Todos os v, coem no
intervalo real (-1,1), excsto um par cujo valor absoluto é maior que a unidade® para qualquer ordem N
2

2
quando C > > ou, para N de alta ordem se C < 5— Para o caso particular de N =1 e espalhamento

isotrbpico, o método P, é equivalente a equacdo dada pela Teoria da Difusdo!3',

-

Para C> 1 tem-se um par de autovalores complexos cujo modulo 8 maior que a unidade. Os demais 380 resis e caem
no intervalo (-1, 1).
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A equacdo (4.2.1) pode ser reescrita como

1 N X
- e P A G | (— —) +
¥y k) P L (2m+ 0P () | Alvy) G (vy) exp "

v N=1 X
+ Al-py) Gm(- vy) expl —) + i£1 Al) Gm(vi) expl — ;—) ] (4.2.2)
t

onde oy sdo os dois maiores autovalores em valor absoluto.

Conforme foi demonstrado por Gallone e Ghilardoni“s), hd uma forte correlagcdo entre a

solucdo dada pela equagdo (4.2.2) obtida pelo método Py, e a solucdo dada pela equacdo (2.3.17) obtida
pelo método de Case. Os termos associados aos autovalores tv, correspondem a parte assimptdtica da
solugdo geral {2.3.17) enquanto que os termos associados aos autovalores v, correspondem a parte
ocontinua. A medida que a ordem N da expansdo aumenta, os autovalores ty,, obtidos pelo método PN
mais se aproximam dos autovalores discretos v obtidos pelo método de Case, de tal forma que:

im v, = v (4.2.3)

Da mesma maneira, os autovalores v, se aproximam do espectro continuo de autovalores v e (- 1,1) da
solugdo de Case a medida que N aumenta, do modo que, o termo correspondente a integral sobre
ve(-1,1) da solugdo exata (vide equacdo 2.3.17)), é aproximada, na solu¢do Py, POr uma somatbria
sobre todos os termos associados aos autovalores v, Portanto, a precisdo do método PN aumenta com N.

Para efeitos de comparacdo, foram levantados resuitados numéricos para expansdes de ordem
N=1, 3, 5e 7 para os mesmos casos apresentados na Tabela IV.1.

Na Tabela 1V.7 apresenta-se inicialmente uma comparag¢ao entre os autovalores v obtidos pelo
método exato e os autovalores v, obtidos pelo método PN. Observa-se que para uma dada ordem N, a
precisdo dos autovalores vy @umenta a medida que o meio se toma mais espalhador isto é devido ao
fato da contribuicdo dos termos de ordem mais alta diminuir quando o fator 1- C 0.

Na Tabela 1V.8 é feita uma comparagdo entre os coeficientes B1 (u,) obtidos pelo método exato
e os coeficientes B, (v) obtidos pelo método P,,. Observase que os coeficientes B, (v, ) obtidos por
uma ordem N, se aproximam rapidamente do valor exato quando os elementos constituintes se tornam
mais espalhadores. Em caso contririo é necessdrio considerar expansdo de alta ordem para se obter
resultados satisfatorios, 0 mesmo ocorrendo para-os demais coeficientes.

Uma comparagdo grafica das distribuicGes angulares obtidas pelo método exato e Py comN =1
e 3, nos pontos de simetria e de fronteira, s3o apresentadas nas Figuras 4.8a e 4.8b para o caso 2 e nas
Figuras 4.9a e 4.9b para o caso 12. Observase que o método PN ndo é bom para a descricdo da
distribuicdo angular dos néutrons nas interfaces, visto que ndo é capaz de identificar a descontinuidade
do fluxo angular em u =0, devido a0 fato deste método se constituir numa soma de funcdes continuas.
Em particular, o método P,, que descreve apenas um comportamento linear da distribuicdo angular de
ndutrons, ndo é satisfatbria no trato de problemas de células. Somente em meios espalhadores e distantes
de fronteiras & que a aproximagfo P1 pode traduzir bons resultados, no entanto, esta situacBo fisica
geralmente nfo ocorre em problemas de células. De um modo geral, para o céliculo do fluxo angular de
ndutrons pelo método PN, com boa margem de precisdo, é necessario considerar expansio de alta ordem,
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pelo menos N> 5, como pode ser visto numa comparacdo numérica apresentada nas Tabelas |V 9a,
IV.9b, IV.9¢c e IV.9d correspondente ao caso 2.

Nas Tabelas {V.10, I1V.1]1 e IV 12, apresentam-se os resultados do fiuxo total obtidos pelo
método exato e PN para os casos 12, 32 e 35, respectivamente, e nas Figuras4.10, 4.11 e 4.12 os
gréficos correspondentes. Verifica se novamente que a curva obtida pelo método P,‘ estd muito distante
da curva exata. No entanto, o método P3 i4 oferece bons resuftados, desde que a célula em questdo ndo
envolva meios muito absorvedores ou espessuras muito pequenas como ocorre no caso 32.

Os fatores de desvantagem £, e Ez e o fator de utilizagdo térmica f, foram calculados pelo
método PN para todos os casos apresentados na TabelaIV.1 sendo que os desvios percentuais relativos
80s resuitados obtidos pelo método exato sdo apresentados na Tabela IV.13. Apresentase a seguir, uma
descricdo resumida da influéncia de cada parametro na precisdo destes resultados, visto que, uma andlise
detalhada seria muito extensa e incompativel com o objetivo deste trabalho.

Cl — € um dos pardmetros que exerce maior influBncia na precisio de E, e Ez' Quanto
maior for a absorcdo do meio (1), que caracteriza 0 combustivel, menor serd a precisio
destes fatores.

C2 - Exerce grande influéncia na precisao do fator E‘. A precisdo aumenta a medida que o

valor de C2 se aproxima de C1.

C., — E o0 parametro que exerce maior influéncia ne precisdo do fator de utilizagdo témmica.
Quanto maior for absorcdo do meio (3), maior serd a contribuigdio do termo
{1 —C3)oz3£f2 no cdmpto de f [vide equacdo (3.2.10)) consequentemente maior serd a
contribuicdo do desvio de £,,.

3

a, — Exerce forte influéncia na precisio do fator f, pois a medida que a espessura do
combustivel aumenta, a contribuicio dos termos que envolvem os fatores de
desvantagem El e 22 no cdmpto de f diminui, consequentemente a contribuicdo dos
seus desvios também diminuem,

a, - Tem grande influéncia na precisdo do fator de utilizac3do térmica quando calculado pelo
método P,.

a, - Exerce forte influéncia na precisao do fator de desvantagem 52 e principalmente do
fator de utilizagcdo termica f pelas mesmas razOes jd citadas no item referente ao
pardmetro Cs.

De um modo geral, como pode ser observado na Tabela IV.13, os resultados obtidos pelo
método P1 s30 muito imprecisos. Resultados mais satisfatdrios sdo obtidos quando se aumenta a ordem
da expansdo, como exemplo, para N =5, onde j4 é possivel obter bons resultados com desvios relativos
quase sempre bem menores que 1%.

4.3 — Comparag3es para o Caso Particular da Célula de Duas Regides

Como j4 foi visto na seccdo 1.3 Ferziger e Robinson em 1965, aplicaram o método de Case a0
problema da célula de duas regides e calcularam o fator de desvantagem para 4 casos. Posteriormente,
Siewert e Bond também aplicaram o método de Case para resolver o problema da célula de duas regides,
considerando espalhamento linearmente anisotrdpico no moderador e apresentaram uma compsracio de
seus resultados com os publicados por Ferziger e Robinson, além de outros, para o caso particular de
espalhamento isotropico.



Devido ao interésse de tais comparagdes e ao fato do problema da célula de trés regiSes ter
permanecido sem solug@o exata até o presente, apresenta-sa aqui também também uma comparacio entre
os resultados obtidos para o caso particular da célula de duas regides (a2 = 0) e os resultados obtidos nos
dois trabalhos acima citados.

Os parametros basicos que caracterizam os 4 casos resolvidos por estes trabalhos sdo os
seguintes:

Célula 1 Célula 2 Célula 3 Célula g
2, = 0,10cm z, = 0,20cm z, = 0,30 cm z, = 0,40 cm
2, = 0.35cm z, = 0.70cm z, = 1,05 cm z, = 1,40 cm

onde z, €2, sdo as meia espessuras do combustivel e do moderador respectivamente. As seccles de
choque, que permanecem constantes para as 4 células, sdo:

Combustivel Moderador
o, = 032 cm™’ 0, = 0,0195cm™’
o=0717cm™! g=233 cm”’

onde

o_ = secgdo de chogue macroscopica de absorgdo,

<
H

seccdo de choque macroscopica total.

As meias espessuras do combustivel e moderador que devem ser consideradas nos calculos deste
trabalho s3o dadas em livres caminho médio, portanto tem-se que:

Céluta 1 Célula 2 Célula 3 Célula 4
a, = 00717 a, = 0,1434 a, = 0,2151 a, = 0,2868
a, = 0,8155 a, = 1,631 a, = 2,4465 @, = 3,262

e o nOmero de néutrons secundirios emitido por colisio no combustivel e moderador sdo,
respectivamente,

O
i

, = 0,55369596

o
\

3 = 099163090

Mesmo considerando a espessura do encamisamento nula la, = 2), & necessério caracterizer um
parAmetro C2 ficticio para se resolver 0 problema, visto que o sistema acoplado de equacdes integrais
apresentadas no Capltulo |11 envolvem os coeficientes dos tr8s meios. Foram definidos entfo diversos



Caso

DN b WM

10
1"

12
13
14
15
16

17
18
19
20
ya

22
23
24
25
26

27
28
29
30
3i

32
33

35

Casos Estudados e Resultados Obtidos para os Fatores f, 21 ek

c
0,60

0,36
0.40
0,50
0.70
0.80

6,60
0.60
0,60
0.6G
0,60

0,60
0,60
C,60
0,60
0.66

0.60
0,60
0.60
0,60
0,60

9,60
0.60
0,60
0,60
060

0,60
0,60
0,60
0.60
0.60

0.60
0,60
0,60
0,60

0,80

1,80
0.80
0,80
0,80
0,80

0.70
0,85
0,90
0,95
0,99

0.80
0,80
0,80
0,80
0,80

0.80
0,80
0.8G
0.80
0,80

0,80
0.80
0.80
0.80
0.80

0,80
0,80
0,80
0,80
0,80

0.80
0,80
0.80
0,80

0,99

0,99
0.99
0,99
0,99
0,99

0,99
0,99
0,99
0,99
C.99

0,80
0,90
0,95
0.97
0,98

0,99
0,99
099
0,99
0,99

0,99
0,99
0,99
0,99
0,99

0,99
0,99
0,99
0,99
0,99

0,99
0,99
0,99
0,99

Tabels V.1

0,50

0,50
0,50
0,50
0,50
0,50

0,50
0,50
0,50
0,50
0,50

0.50
0,50
0,50
0,50
0,50

0.20
0,30
0,40
0,70
1,00

0,50
0,50
0,50
0,50
0,50

0.50
0,50
0,50
0,50
0,50

0,25
0,75
1,00

1,25

0,20

020
0,20
0,20
0,20
0,20

0.20
0,20
0,20
0,20
0.20

0,20
0,20
0,20
0.20
0,20

0,20
0,20
0,20
0,20
0,20

0,05
0,10
0,30
0,40
0,50

0,20
0,20
0,20
0,20
0,20

0,10
0,30
0,40

0,50

(e

2.00

2,00
2,00
2,00
2,00
2,00

2,00
2.00
2,00
2,00
2,00

2,00
2,00
2,00
2,00
2,00

2,00
2,00
2,00
2,00
2,00

2,00
2,00
2,00
2,00
2,00

1,00
1,50
2,50
3,00
4,00

1,00
3,00
4,00
5,00

0,49321

0,68077

0,75920
0,74253
0,72045
0,64416
0,56904

0.63391
0,72212
0,75807
0,79827
0,63401

0,19601
0,31153
0,44638
0,54148
0.60652

0,51936
0,60286
0,65482
0,73270
0,76514

0.80768
0,76535
0,62437
0,56729
0,61709

0,74523
0.71818
0,66079
0,63177
0,57517

0,73745
0,62908
0.561563

2

1,2635
1,2542
1,2465
1,2445
1.2422

1,0993
1,4563
1,72214
2,0459

RS
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3!

i ——

1,9989

2.6579
2,4387
2,2190
1,7782
1,5569

2,0682
1,9636
1.9279
1,8918
1,8627

1,9254
1,9595
1,9801
1,9892
1,9940

1,5064
1,6668
1,8304
2,3520
2,9231

1,7846
1,8543
2,1521
2,3156
2,4905

1,7834
1,8875
2,1124
2,2263
2,4509

1,3611
2,9836
4,3643
6,1836
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Tabela IV.2

Coeficientes Discretos

Caso B,v,) B,(v,) B,v,) B,lv,)
1 7,3796 13,6830 2,9893 -118,9983
2 0,8620 11,9139 0,56879 -1221214
6 14,5441 16,7647 7,1476 -113,5567
" 8,7420 40,7052 18,0328 -116,6150
12 2,0819 3,8695 5,0558 -132,0629
17 10,2734 18,2064 9,2772 -110,9333
22 8,4428 14,1727 3,3793 -118,0810
K} 12,4853 23,0234 5,0558 -132,0629
32 5,9392 10,0026 4,7388 ~105,8858
35 9,6364 22,5904 - 0,7305 145,6679 |
Tabela V.3
Fluxo Angular para o Caso 1
L x=0 x=a x=0 Xx=7
-0,95 9,02712 12,43663 13,73988 14,48036
-0,80 8,82685 12,33614 13,69569 1461100
-0,80 8,37911 12,09542 13,567972 14,89040
-0,70 786192 11,79142 13,4204 15,18929
-0,60 7,26933 11,41039 13,21024 15,49663
-0,50 6,59977 10,93539 12,94264 15,79406
-0,40 5,86178 10,34262 12,61230 16,05722
-0,30 5,08927 9,59303 12,21380 16,26266
-0,20 4,38151 8,61363 11,73763 16,40129
-0,10 3,95873 7,30945 11,16075 16,48068
-0,05 3,89906 6,65227 10,81438 16,50032
0,05 3,89906 4,54076 7,17830 16,50032
0,10 3,95873 4,41992 6,72527 16,48068
0,20 4,38151 4,30883 6,00624 16,40129
0,30 5,08927 4,40869 5,65073 16,26266
0,40 5,86178 4,69227 5,57849 19,05722
0,50 6,59977 5,08651 5,69577 15,79406
0,60 7,26933 5,53085 5,92684 15,49663
0,70 7,86192 5,98577 6,20868 15,18929
0,80 8,37911 6,42784 6,53655 14,89040
0,90 8,82685 6,84435 6,85868 14,61100
0,95 9,02712 7,04104 7,01704 14,48038




Tabela IV.4

Fluxo Angular para o Caso 34

~ x=0 x=a x=8 xX=
-0,95 7,56173 15,65584 19,85788 29,11918
-0,90 7,19725 15,31271 19,61542 29,30212
-0,80 6,45736 14,57627 19,09526 29,64905
-0,70 5,71383 13,76227 18,52669 29,96410
-0,60 4,98550 12,87716 17,90778 30,24060
-0,50 4,30046 11,89476 17,22589 30,47426
-0,40 3,69913 10,80629 16,50716 30,66367
-0,30 3,23363 9,59989 15,71538 30,80955
-0,20 2,943960 8,29282 14,84946 3091313
-0,10 2.83120 7,06599 13,88453 30,97507
-0,05 2,80776 6,63748 13,34338 30,99053
0.05 2.80776 4,46747 8,93598 30,99053
0,10 2.83120 4,28469 8,49893 30,97507
0,20 2,94960 4,00773 764930 30,91313
0,30 3,23363 3.82392 6,94899 30,80955
0,40 3,69913 3,73662 6,42348 30,66367
0,50 4,30046 3,7555€ 6,54860 30,47426
0,60 4,98550 3,87928 5,83790 30,24060
0,70 5,71383 4,09607 5,74342 29,86410
0,80 6,45736 4,38954 5,75610 29,64905
0,90 7,19725 4,74266 585713 29,30212
0,95 7.56173 4,93660 5,93526 29,11918

A 4



Tabels 1VS

Fluxo Total, Fluxo Assimptético e Corrente para o Caso 1

g*
0,80
0,90
1,00
1,10
1,20
1,30
1,40
1,50
1,60
1,70
1,80
1,90
2,00
2,10
2,20
2,30
2,40
2,50
2,60

dix)

1294962
13,04260
13,32708
1382214
14,57205
15,74678

15,74670
17,19382
18,92114

18,921 11
20,65788
2198213
23,13388
24,16429
25,09727
25,94644
26,72047
27,42525
28,06493
28,64258
29,16050
29,62046
30,02381
30,37161
30,66470
30,90372
31,01916
31,22136
31,30059
31,32699

0,..(%) Jix)
9,37631 0,0
9,41493 -0,51922
953111 1,04596
9,72582 1,58819
10,00064 -2,15510
10,35785 -2,75911
14,84983 -2,75910
15,51950 -3,08878
17,17315 -3,44846
21,31743 -3.44849
22,31413 -3.26845
23,25795 - 3,08669
2414917 -2,91226
24,98806 -2,73592
25,77485 - 2,56056
26,50980 -2,38609
27,19312 -2,21243
27,82501 -2,03950
28,40575 -1,86725
28,93523 -1,69561
29,41390 -1,62452
20,84180 11,35392
30,31907 -1,18374
30,54580 -1,01394
30,82210 -0,84446
31,04805 0,67525
31,23372 - 0,50626
31,34917 -0,33742
31,42442 -0,16868
31,44950 0,0




0,40
0,45
0.50
0,55
0,6G
0,65
0.70
0,75
0,80
0.85
0,90
0,95
1,00
1,05
110
1,15
1.20
1,25
1,30

Tabela IV.6

Fluxo Total, Fluxo Assimptético e Conente para o Caso 32

Mx)

14,38834
14,42803
14,54943
14,76065
15,08100
15,68955

15,589E7
16,20320
16,92190

16,92189
17,62488
18,13181
18,55853
18,93082
19,26109
19,55664
19,82219
20,06104
20,27557
20,46755
20,63837
20,78906
20,92047
21,03325
2112791
21,20486
21,26441
21,30679
21,33216
21,34060

LY

946775
947750
9,50675
9,65558
9,62407
9,71237

14,05554
1422705
15,12315

19,12543
19,38521
19,63154
19,86447
20,08398
20,29012
20,48288
20,66228
20,82835
20,98108
21,12050
21,24660
21,35941
21,45892
21,54515
2161811
2167779
21,72420
21,75735
21,77724
21,78387

Jx)

0.0
0,28803
0,57766
0,87060
- 1,16881
1,47498

1,47498
1,63404
1,79928

+1,79924
1,70789
1,61684
1,52601
1,43539
-1,34454
-1,25464
-1,16449
-1,07446
10,98455
-0,89473
-0,80501
0,71537
0,62579
-0,53628
0,44683
035741
10,26803
0,17867
0,08933
0,0
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Tabela V.7

Autovalores Discretos

C Ex.ato P1 P3 P5 P7
0.30 1,002593 0,690066 0,925820 0971737 0,987202 i
0.40 1,014586 0,745356 0961722 0,997404 1,007733 !
0,50 1,044382 0,816497 1,011377 1,036622 1,042231
0,60 1,102132 0,912871 1,083849 1,099430 1,101690
0.70 1,206804 1,054093 1,198311 1,206149 1,206752
0,80 1,407634 1,290094 1,404738 1,407546 1407632
0.90 1,903205 1,825742 1,902732 1,903202 1,903205
0,95 2635149 2,581989 2,635069 2,635149 2635149 |
0,99 5,796729 5,773503 5,796729 5,796729 5,796729 |




Coeficientes Discretos do Meio (1)

Tabela 1V.B

;l Caso Exato P1 P3 F’5 P7
{ 1 7,3796 nmnn 8,5442 7.6801 7.4480
2 0,8620 8,5119 4,7406 3.1449 2,3650
6 14,5441 16,7570 14,6337 14,5156 14,5250
17 10,2734 16,6759 11,8271 10,6526 10,3503
21 6,0785 9,6600 7.0784 6,3341 6,1369
32 5,9392 9,791 6,7795 6,1329 5,9709
35 9,6364 14,8422 11,2073 10,0474 9,7336

1S
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Tabela IV.9.b

Fluxo Anguiar para o Casc 2

X = Qa

P Exato P1 F’3 F’5 P7
-0,95 10,25308 9.78863 942221 10.34886 10,31880
-0,90 10,15585 9,50265 9,68627 9.87259 10,40587
-0.80 9,92192 9,03071 9,93357 9,48005 8,90423
-0.70 9.62596 8.55876 9,84865 §,42484 9,34702
-0.60 9,25526 8,08680 9,48213 9,36535 9.03481
-0,50 8,79439 7.61486 8,88464 9,09095 8,83338
-0,40 8,22252 7.14291 8,10681 8,50189 8.47589
-0.30 7.50549 6,67096 7,19925 7,58928 7.75091
-0.20 6,58043 6,19901 6,21260 6,41499 6.59603
-0.10 5,36388 5.72706 5,19748 5,09159 5,11662
-0.,05 4,74126 5,49108 4,69506 4,41808 4,3259C

0.05 1,52044 5,01914 3.73216 2,82577 2.82577
0.10 1,45347 4,78316 3,28433 2,58098 219119
0,20 1,41228 4,31121 2,48755 1,68193 1,31012
0.30 1,56330 3,83926 1,86480 1,20995 1,06308
0.40 1,89339 3,36732 1,46671 1,20022 1,43487
0.50 2,33058 2,89536 1,34391 1.65828 2,22135
0.60 2,81382 2,42342 1.54700 2.48990 3,07523
0,70 3.30351 1,95147 2.12663 3.49108 3.63432
0.80 3,77641 1,47952 3.13342 432796 3.73265
0,80 4,22012 1,00757 4,61800 451674 3.85179
0.95 4,42912 0,77159 5,656522 4,17098 4,29975

€9



Tabela 1V.9.¢c

Fluxo Angular para o Caso 2

x =8
H Exato P1 P3 Ps P.,
-0,95 11,48466 11,40489 10,38945 11,60988 11,56787
-0,90 11,43986 11,13442 10,84386 11,08765 11,75093
-0,80 11,32185 10,58348 11,41883 10,75186 11,30312
-0.70 11,15945 10,05254 11,59401 10,89955 10,80130
-0,60 10,94505 9,51161 11,42417 11,11907 10,62503
-0,50 10,67203 8,97067 10,96407 11,14244 10,73260
-0,40 10,33514 8,42973 10,26848 10,62450 10,73027
-0,30 9,92915 7.88879 9,38216 10,12220 10,36050
-0,20 9,44501 7,34785 8,38988 9,07378 9,48420
-0,10 8,86107 6,80692 7,31638 7,77802 8,14387
-0,05 8,61320 6,53645 6,77005 7.07968 7,35747
0,05 5,30280 5,995561 5,69243 5,67937 5,72656
0.10 4,71473 5.72504 5,17483 5,01751 4,95941
0,20 3,76041 5,18410 4,21630 3,86595 3,69981
0,30 3,28026 4,64316 3,40562 3,05187 297032
0.40 3,14490 4,10223 2,79755 2,66503 2,82812
0,50 3,23151 3.56129 2,44685 2,73104 3,12707
0,60 3,44945 3,02035 2,40828 3,19062 3,64647
0,70 3.73780 247941 2,73662 3,87879 3,99858
0.80 4,45748 1,93848 3,48662 4,50412 4,03504
0,90 4,38430 1,39754 4,71304 4,62791 467217

0.95 4,54562 1,12707 5,62202 4,13927 4,43340




Tabela 1V.9.d

Fluxo Angular para o Caso 2

X =
I Exato P1 P3 P5 P.,
-0,95 12,23441 11,62190 11,89857 12,19187 12.31333
-0,90 12,36908 11,62190 12,12436 12,32005 12,34283
-0.80 12,65693 11,62190 12,539835 12,60857 12,36762
-0,70 12,96432 11,62190 12,80551 12,92012 12,95485
-0,60 13.28041 11,6210 13,22285 13,23333 13,26983
-0,50 13,68574 11,62190 13,49137 13,52968 13,56334
-0,40 13,85560 11,62190 13,71106 13,79351 13,82069
-0,30 14,06603 11,62190 13,88194 14,01201 14,03096
-0,20 14,20800 11,62190 14,00399 14,17520 14,16631
-0,10 14,28940 11,62190 14,07722 14,27596 14,28152
-0,05 14,30954 11,62190 14,09553 14,30148 14,30555
0,05 14,30954 11,62190 14,09553 14,30148 14,30555
0,10 14,28940 11,62190 14,07722 14,27596 14,28152
0,20 14,20800 11,62190 14,00399 14,17520 14,16631
0,30 14,06603 11,62190 13,88194 14,01201 14,03096
0,40 13.85560 11,62190 13,71106 13,79351 13,82069
0,50 13,568574 11,62190 13,49137 13,52968 13,66334
0,60 13.28041 11,62190 13,22285 13,23333 13,26983
0,70 12,96432 11,62190 12,90551 12,92012 12,95485
0,80 12,65693 11,62190 12,53935 12,60857 12,36762
0,90 12,36908 11,62190 12,12436 12,32005 12,34283

0,95 12,23441 11,62190 11,89857 12,19187 12,31333




Tabela V.10

Filuxo Total para o Caso 12

x Exato P, P, Pe P,
0,00 3,67569 4,10822 3.72936 3.66842 366375
0.10 3,70250 4,20532 3.76040 3.69858 369237
0.20 3.78457 4,28094 3.85464 3,79133 3,78049
0.30 3,92756 4,40799 401542 395212 3.93530
0,40 4,14454 4,58800 4,24852 4,19142 4,17046

a’ 4,48494 4,82308 456243 4,52542 4,50905

a’ 448494 4,82308 456243 4,62542 4,50905
0,60 4,90794 5.10136 4 94006 4,93468 493016

g 5,43032 5,41027 5,36358 5,40063 541705

g* 5,43032 5,41027 5,36358 5,40063 5.41705
0.80 5,94050 5,72164 5,78239 5.85633 589069
0,90 6.29761 6,00732 6,14552 6,23336 6,26877
1,00 6,59145 6,26905 6,46145 6,54961 6,57911
1,10 6,84242 6.,50837 6,73710 681816 6,83982
1,20 7,06058 6,72673 6,97818 7,04857 7.06285
1,30 7,25204 6.92544 7,18939 7,24793 7,25618
1,40 7,42089 7.10057 7,37460 7,42150 7,42528
1,50 7,57011 7,26858 7,53700 757323 7,57394
1,60 7,70193 7,41506 1,67924 7,70611 7,70491
1,70 781809 7,54603 7,80349 7,82243 7,82017
1,80 7,91998 7,66226 7,91158 7,92395 7,92124
1,90 8,00870 7,76446 8,00498 8,01203 8,00929
2,00 8,08517 7.85325 8,08493 8,08775 8,08523
2,10 8,15012 792914 8,15243 8,15196 8,14979
2,20 8,20416 7,99260 8,20829 8,20531 8,20352
2,30 824775 8,04402 823518 8,24834 8,24692
2,40 8,28129 8,08369 8,28759 8,28142 8,28032
2,50 8,30505 8,11186 8,31190 8.30484 8,30399
2,60 8,31923 8,12869 8,32639 8,31882 831813

14 8,32304 8,13429 8,33120 8.32347 8,32282




Tabela IV.11

Fluxo Total para o Caso 32

57

x Exato P, P3 P4 P5
0,00 14,3883 14,8956 14,5679 14,4315 14,3784
0,05 14,4278 14,9180 14,6055 14,4753 14,4240
0,10 14,5494 14,9851 14,7185 14,8316 14,5625
0,15 14,7606 15,0971 14,9081 14,8316 14,7987
0,20 15,0809 15,2546 15,1763 15,1517 15,1408

a” 15,5896 15,4577 15,5257 15,5749 15,6011

e’ 15,5896 15,4577 15,6257 15,5749 15,6011
0,30 16,2032 15,6956 15,9361 16,0741 16,1473

B 16,9219 15,9570 16,3869 16,6223 16,7485

p* 16,9219 15,9570 16,3869 16,6223 16,7485
0,40 17,6249 16,2235 16,8419 17,1687 17,3419
0.45 18,1318 16,4761 17,2644 17,1611 17,8619
0,50 18,5585 16,7150 16,6559 18,1051 18,3211
0,55 18,9308 16,9402 18,0181 18,5058 18,5251
0,60 19,2611 17,1516 18,3524 18,8675 19,0847
0,65 19,5566 17,3493 18,6599 19,1937 19,4047
0,70 19,8222 17,5333 18,9420 19,4876 19,6899
0,75 20,0610 17,7036 19,1996 19,7516 19,9439
0,80 20,2756 17,8603 19,4336 19,9882 20,1700
0,85 20,4676 18,0032 19,6447 20,1990 20,3705
0,90 20,6384 18,1326 19,8338 20,3857 20,5475
0,95 20,7891 18,2483 20,0014 20,5498 20,7026
1,00 20,9205 18,3504 20,1408 20,6922 20,8371
1,05 21,0332 18,4388 20,2743 20,8140 20,9518
1,10 21,1279 18,5136 20,3804 20,8157 21,0478
1,15 21,2049 18,5748 20,4669 20,9983 21,1255
1,20 21,2644 18,6224 20,5378 21,0619 21,1855
1,25 21,3068 18,6564 20,5814 21,1072 21,2281
1,30 21,3322 18,6768 20,5100 21,1342 21,3535

v 21,3406 18,6836 20,6195 21,1432 21,2621
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Tabels 1V.12

Fiuxo Total para o Caso 35

x Exato P Py Pe P,

0,00 7,55156 7,54827 7,41987 7,52520 7,54710
0,25 7,79419 7,83310 766987 7,76459 7,78737
0,90 8,54643 8,70910 8,45145 8,61062 8,563239
0,75 9,88938 10,24237 9,86752 9,85907 9,86937
1,00 11,99797 12,54863 12,11937 12,02016 11,99767
a’ 15,41607 15,80194 15,56168 15,43659 15,40601
at 15,41606 15,80194 15,56168 15,43659 15,40601
1,50 19,97726 19,92485 20,13934 20,04161 19,99790
g 25,88663 24,79728 25,79351 25,87007 25,88584
B* 25,88669 24,79728 25,79351 25,87007 25,88584
2,00 32,23089 29,94027 31,76820 32,04598 32,14600
2,25 37,39322 34,76435 37,05546 37,31807 37,37742
2,50 42,03796 39,27857 4181133 4200916 42,03366
2,75 46,28813 43,39139 46,13377 46,27174 46,28061
3,00 50,19739 47,41070 50,08516 50,18075 50,18579
3.25 53,79551 51,04387 53,70595 53,77541 53,78158
3,50 57,10153 54,39770 57,02307 57,07815 57,08671
3,75 60,12881 57,47848 60,05500 60,10318 60,11391
4,00 62,68741 60,29199 62,81489 63,86052 62,87377
4,25 65,38524 62,84351 65,31242 65,35784 65,37098
4,50 67,62878 65,13782 67,55505 67,60132 67,61490
4,75 69,62340 67,17923 69,54864 69,59614 69,60984
5,00 71,37362 68,97156 71,29793 71,34668 71,86033
5,25 72,88325 70,51817 72,80681 72,85666 72,87016
5,50 74,15546 71,82198 74,07847 74,12920 74,14254
6,75 75,19288 72,88538 74,11552 55,16692 75,18009
6,00 75,99763 73,71043 75,92001 75,97189 75,98492
8,25 76,57130 74,29864 76,49353 76,54573 76,55866
6,50 76,91505 7465113 76,83721 76,88959 76,90245

¥ 77,02956 74,76855 76,95169 77,00413 77,01697




Tabela 1V.13

Desvios Relativos dos Fatores f, 51 e 57 Calculados pelo Método PN

59

£ £2
Caso P, P, P, P P, Py Py P, P, Py P P
1 695 135 011 013 1391 205 047 015 322 052 008 000
2. 1157 306 094 037 1760 279 074 030 361 071 020 0,08
3 1019 255 069 021 1660 250 067 075 352 067 0,17 0,06 !
4 866 198 041 005 1539 235 058 C21 339 060 014 003
5 501 064 022 032 1205 1,69 035 009 294 039 001 005
6 279 016 058 052 964 122 019 002 248 017 011 0,13
7 573 033 059 061 1422 190 034 006 332 036 009 0,13
8 756 18 047 011 1372 211 (53 0,19 306 056 0,14 004
9 816 237 082 036 1349 215 057 022 283 n54 0,16 007
10 877 288 1,18 060 1324 216 060 024 251 048 0,15 0,07
11 925 329 146 080 1302 216 061 026 217 037 011 005
12 741 147 006 022 1376 252 065 022 1205 201 050 0,16
13 709 141 008 018 1379 229 056 0,19 98 153 035 0,10
14 706 138 010 0,15 1384 216 051 0,17 742 112 024 006
15 701 136 011 014 1387 211 049 016 574 087 017 003
16 698 136 011 013 1389 208 048 016 462 071 013 0,02
17 489 229 1,08 05 1251 350 132 057 399 136 057 026
18 585 210 072 021 1337 29 091 €33 372 099 032 0,10
19 652 175 038 000 1377 247 064 021 345 072 017 003
20 726 060 023 026 1375 149 032 0,11 282 027 001 0,02
21 69 015 045 034 1307 108 025 0,00 237 0,10 003 0,03
22 667 200 060 016 1327 247 076 034 229 045 014 006
23 680 178 041 003 1355 235 066 027 262 050 013 0,04
24 69 095 008 019 1409 1,74 032 009 370 046 002 003
25 688 060 020 020 14,14 145 021 005 409 037 003 005
26 672 030 026 0,18 1410 1,18 014 005 438 026 007 0,06
27 79 13 009 030 17,14 352 078 025 272 049 004 004
28 7,31 1,34 005 019 1524 251 056 019 295 050 007 0,01
29 673 135 015 009 1288 180 042 013 347 054 0,10 001
30 659 135 017 007 1204 162 038 012 371 056 0,11 0,0
31 641 136 020 004 1074 141 033 010 411 059 0,12 0,02
32 534 259 122 055 1341 488 187 083 228 092 039 0,17
33 647 016 031 023 1132 082 013 004 342 018 003 004
34 504 051 040 021 872 031 002 001 321 002 007 004
3 334 082 039 0,18 666 007 002 000 278 0,6 008 0,04
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Figure 4.10 — Fluxo total calculado pelo método exato, P, e P, — caso 12
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Figurs 4.12 — Fluxo total calculado pelo método exato, P, e l"“3 — caso 35
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valores de Cz para cada caso ¢ nenhuma siteragBo foi verificada na precisdo dos resuitados obtidos.

O fator de desvantagem ¢ definido para a célula de duas regides corresponde a0 mesmo fator £,
definido no capftulo,lll quando a, = 0. 2

Os resultedos obtidos para cada caso apresentaram um minimo de 6 algarismos significativos
conforme se v& na Tabela V.14 onde ainda se apresentam os resultados obtidos pelo método P, e os
publicados por Ferziger e Robinson e Siewert ¢ Bond. Observass que estes (itimos msu;tadm,
spresentados por Siewert & Bond praticamente coincidem com os que foram aqui obtidos, enguanto que
os resultados de Ferziger ¢ Robinson se afastam um pouco devido a, possiveimente, baixa ordem de
quadratura e ao tratamento numdrico por eles empregado.

Tabela IV.74

Fatores de Desvantagem para o Caso Particular
da Célula de Duas RegiGes

Ferziger Siewert Soluglo
Célula P,
e Robinson e Bond convergida
1 1,028 1,094 1,0978 1,09784
2 1,113 1,227 1,2317 1,23174
3 1,253 1,401 1,4077 1,40766
4 1,447 1,623 1,6284 1,62843
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CAPITULO V

CONCLUSOES, COMENTARIOS E SUGESTOES

Solugdo analitica exata e resultados numéricos para o problema da célula de trds regides no
modelo de um grupo de energia e geometria plana foram obtidos pela primeira vez, através do método
de expansio em autofungdes singulares e das relacGes de ortogonalidade das autofuncdes de
meio-intervalo.

Para a remocao das singularidades envolvidas nas equages integrais dos coeficientes de
expansio, foi aplicado com sucesso a técnica de regularizagdo proposta na referéncia“g). Como
resultatio, obteve-se um sistema acoplado de equagdes integrais regulares para os coeficientes de expansdo
que podde ser resolvido por processos iterativos simples de convergéncia relativamente répida. Portanto,
mostrou-se aqui neste trabalho a viabilidade desta técnica na aplicacdo em problemas de multiregides
insoliiveis até entdo, embora erivolva um tratamento analltico muito extenso e trabathoso nesta classe de
probiemas.

Resultados numéricos foram levantados para diversos casos e uma andlise da influéncia dos
pardmetros bésicos na distribuicdo neutronica da célula é apresentada em detalhes no capftulolV. A
precisdo destes resultados é maior para as células que apresentam maiores espessuras e meios mais
espalhadores em virtude dos coeficientes continuos serem fungGes mais suaves nestes casos.

Para efeitos de comparagdo, resultados numéricos pelo método PN também foram levantados e
discutidos. De um modo geral, verificou-se que o método P' se constitui num método muito pobre
realmente proibitivo em calculos de células. O método P3, por sua vez, oferece resuitados relativamente
bons desde que as células ern questio ndo apresentem espessuras Muito pequenas ou mMeios Muito
absorvedores. Observou-se que, com boa seguran¢a, o método Ps e os de ordens superiores j& podem
oferecer resultados bem satisfatérios, com desvios menores que 1%.

O trabalho computacional exigido pelo método exato é bem mais extenso que o exigido pelo
método PN' devido a maior complexidade das equacdes e ao grande nimero de funcdes e varidveis
envolvidas. O tempo de processamento (C.P.U.) necesssrio para executar cada caso, que em média estd
entre 3 e 4 minutos, & muito alto quando comparado com o tempo necesssrio para executar 0 mesmo
caso pelo método P,,. Os quatro métodos estudados, P1, P3, T-s e P., gastaram juntos menos de um
minuto de C.P.U..

Portanto, em virtude destes fatores e¢ mais as I'mitagdes e complexidede do tratamento
analltico, impedem 8 aplicagdo pratica do método exato. Fundamentaimente, sus funcBo ¢ servir como
teste de métodos aproximados, que sdo de inter8sse em splicacdes préticas,

Para trabalho futuro, sugerese um estudo em que se considera espathamento linearments
anisotrépico no modersdor, visto que estes meios apresentam, geralmente, sito grau de anisotropis. € de
interdsse também uma anélise mais detalhade de infludncie dos parBmetros bésicos C‘, C,,. .+ /0 NO
chiculo dos fatores de desvantagem térmics e fator de utilizacBo térmica.

Sugere-1e também uma comparacio com outros métodos sproximades tais como OP,,. SN.
etc. ., bem como uma andlise mais detslhada dos fstores que influenciem a precisbo dos resultados
obtidos pelos métados aproximados.
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APENDICE A

TABELA DE INTEGRAIS

Apresents-se aqui os resuitados dss integrais envolvidas na determinscdo dos coeficientes de

expansio.

Integrais que Envolvem Autcfuncdes do Mesmo Meio

o™

o™

WH () 6,(v,5) [ Bw) 6,0,.0) 1di = Bw) N, w) H i)

Crw

EH(2) ¢lo ) [ Bv) ¢(-v.p) Jdu = Bily) —

H' )
2y, + )

1
IR ) LS BY) lv.p) o Jau = 0
o
1 1
f WG s [ BW) g dv [dk = B} N,(¥) H{»)
[+ o
1 1 1 C,w
J uH e [ B o -vudv]du = f B H ') v
o ° [ 2(v + )
1 1 o Cow |
J; »HE(M)O,(V,M[{' B, ¢,(-vuldv]du = J; B, m H v dv
' C'vv
. - - -1
{,;.H.(;.) ¢, (va) [ B,{v) #l-v4) Jdu = Byly) ———2(1""’) H ' v)
1
J;HH.(H) G, (vH) [Blv) v ) ]du = O
Integrais que Envolvem Autofuncdes de Meios Distintos
1 s Y o)
S Rk 9yv4) | Byly) ¢vH) Jdu = B(y) 20, - %) H -y
va.
-1
— H;'(v)

1
S
[

wH () 9(v,0) [ By 1 vui) Jdp = B,{n) ?(:l—: v )

(A)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)



1 [C) %

| 1
J eyl f B (vu dvlduy = [ B(¥) ——— vy H V) dv
o o 17 o 1 2w-w)

1 1 1 Cv‘v
[ kH v [ Bwig( vy dv]de = [ B) - H' () dv
o ! o ! [ o | 2(lli +p) !

1 Clv’v

—_ -1

Io uH,(u) ¢, (v.u) | B‘(v‘) ¢‘(v‘,u) Jdu = B‘(v’) 20, - 1) H, (-v‘)

; Cwvwv

-y = —_ -1

: 1 1 Cw
J M [ f B (-vwdy]dy = [ B - H ) ey
o ! o i o | 2v +v)

1 1
J M v |f Bi(v’) db‘(v’,p) dv']du =

[ 3

1 P
= j; BI(V h| Ci -G, ] m VII'H'(V') dv’ + VB‘(v) H,(v) )\l(v) )\,(v) +

2

+ C,C,v°B, (v H (1)
4 | L

integrain que Envolvem o Termo de Fonts

1 S g _ .
{, uH ) o v ) PRy du = —1-—_—(:’ vl - ) H, !
i
8
f“ H. () ¢ (v u) > d 5 [ © b
vy ——-- T —e— - 4
o MO A T A 2 "

{*) Esta intagra) contém o termo siaguisr cujs remocBo fol tratads no capftuio .
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(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(*) (A.18)

(A.17)

(A.18)
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onde H,, sfo os momentos da funclo H' dados por

1
Ho =/ HW 1@ du a=012... (A.19)
o
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APENDICE B

APLICACAO DO METODO P, AO PROBLEMA DA
CELULA DE TRES REGIOES

Apresenta-se neste Apéndice a aplicagio do método P, para o problema da Célula de trés
regides. O procedimento numérico computacional é apresentado no Apéndice C.

8.1 — O Método de Harmdnicos Esféricos em Geometria Plana

A equagdo de transporte homogénea para o modelo de um grupo de energia, ggometria plana e
espalhamento isotrépico é dada por

) C 1
o Ylxu) + Yixy) = § Yixu)du’ (B.1.1)
ox 2 1

Expandindo o fluxo angular Y(x,u) em harmdnicos esféricos em L, tem-se que:

1 [
Vixu) = o m2=° (2m + 1) ¢ {x) P_(u) (8.1.2)

onde Pm(m sdo os polindmios de Legendre e ¢m(x), funcaes"’ dadas por:
1 .
¢ x) = 2n f . Vixu) P () du’ (B.1.3)
m -

As guas primeiras func3es tém significado fisico simples. Assim, para m=0,

Plw) =1 {B.1.4)
e
1
$oix) = 2n f_' Vix ') du’ {B.1.5)
que representa o fluxo total de néutrons e param=1,
Piu) = u (8.1.6)

(") @ Yx) também sbo referidos como romentos harmbnicos esféricos de ordem m!12.35)



1
¢, x) = 2n [ Yixu') pdu’ (8.1.7)
1
que representa a corrente total de néutrons.
Substituindo a Eq. {(B.1.2) na Eq. (B.1.1) e utilizando a propriedade de ortogonalidade
P P du = Smn (8.1.8)
[P Pyt dp =~
com
dmn = delta de Kronecker
tem-e que:
{B.1.9)

o

m=

(2m+ 1) [ug, (x) + ¢ _(x)] P _{u) = Cg¢_{x)
o

Multiplicando a Eq. (B.1.9) por Pn(u), integrando-a sobre 1., u € (-1,1), e utilizando a formula

de recorréncia

1
WP (L) = 2y {m+0P_ )+ mP__ ()} (8.1.10)
obtém-se o seguinte:
(n+1) ¢, ,(x) + (2n+1)¢n(x) +ng _ix) = C¢°(x) no
n=0,12,... (8.1.11)

Para fins de aplicacdes préticas, assume-se que os termos de ordem superiores a N pouco
contribuem na solu¢do (B.1.2) e trunca-se a expansdo no termo desta ordem, o que resulta num sistema
finito de N + 1 equac8es dadas por (B.1.11) com N + 1 funcdes desconhecidas, ¢ix}, . .. B (%)

Para resolver este sistems de equacdes, considera-se a seguinte solugdo:

x/v
(8.1.12)

Pp(x) = G_(v) e 01,2,...

n

Substituindo (B.1.12) em (8.1.11), obtém-se um sisterna de N + 1 equades



[in+1)G

n+t

n=0,1,2,...

que fornece os autovalores v e as autofungdes Gn(v).

) +nG W] + v[i2n+1) - CBno] Gn(V)

0

Na forma matricial, as equacOes dadas por {B.1.13) podem ser escritas como:

D) x Glv) = 0
N N V]

onde D{(r) é a matriz do sistema G(v} o vetor correspondente as autofuncdes Gn v).
n n

Os autovalores s3o os zeros de
D(v) = det (D)}
",

onde D(v) é um polindmio de ordem N + 1 em v,

81

{B.1.13)

(B.1.14)

(B.1.15)

Se N & (mpar, D(v) ser§ um polindmio de ordem (N +1)/2 em v?, com autovalores ty,.

" Yin+ 1)
v,.,.. .t ——
2 2

Se N & par, D(v) apresentard uma raiz nula que nada contribui para a solugdo. Considera-se,

assim, expansOes truncadas em termos de ordem {mpar.

Para cada autovalor », tem-se em correspondéncia um conjunto de autofuncles G o)
G,(ui),...GN(vi), onde uma destas autofungdes deve ser normalizada (geraimente G(ui)=1 para

todos i).

Portanto, parz cada autovalor implica a solugdo:

N Rl
L (2m+1)G,v) e P s

T m¥=0

Vlxu) =

A solugBo geral ser4 dada entdo por:

N+1
w()(.#’ = '=1 A‘ “’,(X,p)

(8.1.16)

{8.1.17)

onde A, sdo os coeficientes de expans§o a serem determinados por meio de condi¢Bes de contdrno do

problama especifico,
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B.2 — O Problema da Célula de Trds RegiGes

A solugdo geral para o problema da célula de trés regides, como estd definido na seccio 3.1, é
escrita da seguinte forma:

N’ lay +x)
> B 2 G, (v, )exp[- — 2m+ )P _(u) +
JJ,(X,M) '=1 ‘(V1|) m=o 1m 1 p[ " ] m“
VoY vy TG, (v dexpl (a'—”m NP W (B.21)
—— - s ex - s m L,
¥ an i=1 ! gl m=o '™ 1 P Y15 m
1 N N x-a,)
Vol = an 351 B,(vy;) mEO Gy lvg) exp [ - Vo ] @m+ )P (k) +
LY e ¥ o6 tvenl- 2 ame e (8.2.2)
+ - - . V,..} ex - m L.
4 i=1 2 Vai m=o 2m' "2i p Yy, m'H
o =~ Yo ¥ e waeei- 22 omene w o+
= — 14 ex - m
Valxu an iz o3l 2 Pam'Val OXP Vo m'H
v LY vgeni- 2 me e s
—_ - exp( - m H
an i=q 3 Nl @R Yy "
+ wp(x,u) (8.2.3)

onde: V.({x.u) e 8.(1'1'.'.), j =1,2,3, sdo, respectivamente, os fluxos angulares e os coeficientes de expansdo
para os meios (1), (2) e (3) e ainda,

N+ 1
2

S
Vaplxm) = T (B.2.4)

¥, @ 8 solugdo particular exigida pela equaclo (3.1.1), pois assumiu-se que fontes constantes e
isotr6picas estdo uniformemente distribuidas no moderador. De condiclo de poténcia do reator,
procade se ainda, a normalizacio do fluxo com respeito as fontes, isto 6, assume-ve que S = 1,
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A solucdo gera! do problema deve satisfazer as seguintes condigdes:

Condi¢do de Simetria

O problema é simétrico com relagdo ax =0 e x=7y
411 ) = ¥ x4 -a, <x < a (B.2.5)

ws(x+‘y,p) = w3( x+7y, y a, < x < a, (B.2.6)
Condigdo de Interface

Os momentos definidos em (B.1.3) sdo continuos na interface:
dmla) = ¢, (a) m=0,1,...N (B.2.7)

SynlB) = ¢5. (B m=0,1,...N (B.2.8)

Das condicoes de simetria tem-se que:

By(vy) = Bl-py,) i=1,2,.. N (8.2.9)

Bylvy,) = Bl-py) i=1,2,.. N (8.2.10)

Substituindo as equagles (B.2.9) e (B.2.10) em (B.2.1) e (B.2.3), respectivamente, utilizando as
condigBes de interface (B.2.7) e (B.2.8) tem-se que:

N
if, Bilvy ) [Gy W) Eytyg) 4 Gy -0y ]

"
T2 [Bgley) Gy twg)) = Bylwg) G l-wy) Elvg) ] = 0

m=0,1,2,...N {8.2.11)

"
(I (8y(y) Gy lug) Ex(0y) = By( 41 G ( vy
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. 25
N‘ mo
- ii‘, Bylvgd [ Gy vyy) + Gy vy ) Eglvg )] = 1-¢ (8.213)
3
onde
2oz1
E,(u“) = expl(—- ——} (B.2.13a)
V,.
1i
)
Ezluzi) = exp(";“-) (8.2.13b)
2i
2¢x3
Ea("ai) = exp(-— " ) (B.2.13¢c)

As equacdes (B.2.11) e (B.2.12) determinam um sistema ndo homogéneo de equacdes lineares,
que pode ser escrito numa forma mais compacta:

M x (B.2.14)
n,

B S
N N

onde M é a matriz do sistema, B o vetor dos coeficientes de expansdo e S o vetor dos termos
indeper’v‘&emes. Resolvendo este sistéma obtém-se os coeficientes de expans3o, Y, consequentemente 3
solugdo final do problema.

8.3 — Fluxo, Corrente, Fator de Utilizacio Térmica e Fatores de Desvantagem Térmica

O fluxo total de ndutrons é dado por:

wixt = 2n [ ¥ixu) Plu) dy (R3.1)

portanto para o combustivel tem-se que:

N’ ) {x - a) (8- x)
walx) = I B,lw,) {exp[- ] + Byl-wy)exp d ]} {B.3.3)
i=1 Vo, 27
e para o moderador
. N (- +x) 2 -
walx) = i__)_;’ Bylvy) 1 exp - ]4.,,(9(__(.7_“_.2]} + 2
3 Ya 1-C,
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onle

(N +1)
2

A corrente total de neutrons é dada por:

1
Jix) = 2n f‘ Vi) Pofu') du {B.3.5)

logo, para o combustivel tem se que:

N’ . {a + x)
Jix) = § B,) { G, v, )exp| - ——]
i=1 p”
e x)
t Gy lvlexp[- —om ]} (B.3.6)
Pi
para o encamisamento
N’ x a)
Jyha = i).,1 B,w,) G, (r,) exp| - S ] +
' 2i
N - x
+ irz"l By vy ) Gl vy dexp| - o ) (8.3.7)
2i
e para 0 moderador
-y (-8 +x)
UNE r, 83“’3!’ Gas"’si) exp|[— ] +
3i
N 2y 8 x)
4 i ;‘ Balryd Gyl vy ) exp| T | {8.3.8)
3i

O fator de utilizacdo térmica, i8 definido na seccdo 3.2, é dado por:

1 -c, a

t - . e e (B30
MChag v 11-Clay b, + (1-Chlayk,
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onde £, e 52 s§o fatores de desvantagem térmica combustivel-encamisamento e combustivel-moderador,
respectivamente, definidos como

0"1
- (B.3.10
£ o )
e
¢3
£, = — (B.3.11)
2 ¢1

1 a

¢, = — [ w,lx)dx (8.3.12)
a, o
1

¢, = - )f*-'z(x)dx (B.3.13)
2

¢, = = [ wyimd

= - ¥ 4ix) dx (8.3.14)

3 3

a, B

que representam o fluxo médio no combustivel, encamisamento e moderador respectivamente.
Substituindo as equagdes (B.3.2), (B.3.3) ¢ (B.3.4) nas equacdes (B.3.12}, (B.3.13) e (B.3.14), tem-se
finalmente que:

1 N’
¢1 = - E 81("")""[1‘51‘"”)] (B.3.15)

a, i=1

1 ¥ B.3.16)
¢2 = :2- iE‘l v2lla2w20) + 82""2;” [1—52“’2‘)] ) (B.3.

1 N’ 2

=~ I 1,8 1-Eglvy) | + ——— (8.3.17)

¢, oy AT alva) | vy ] 1-c,

onde E. (v, ), Ez"’zi) e E.'J("ai’ sdo os mesmos termos definidos em (B.2).
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APENDICE C

PROCEDIMENTO NUMERICO COMPUTACIONAL

Os resultados numéricos apresentados no Capftulo IV foram obtidos no computador IBM
370/155 do Centro de Processamento de Dados do Instituto r <nergia Atdmica, sendo os cilculos
feitos em dupla precisdo e o programa escrito em linguage:* - 'tran IV-H. O procedimento numérico
computacional aplicado an mefodo de base e ao método P..‘ .+ scrito aqui resumidamente.

C.1 — Mérodo Exato

» O esquema lbgico de calculo ap’~ » ao método de Case é apresentado na Figura C.1.
Iniciaimente foram calculados os autoval- < + ,scretos pelo método iterativo de Newton-Raphson como
segue

AL

- T e {C.1.1)
(i)
A (vo' )

u(n” - u(i)
o

onde A(r) é a funcdo de dispersdo, definida na Eq. (2.3.11), A'(v) a sua derivada e i a ordem de
iterac3o. Para alcancar uma precisdo de 107'° foram necessirias 10 a 16 iteragdes correspondentes a
valores de C de 0,3 a 0,99,

Para célculo da fungdo H foi utilizado uma combinacdo das equacdes (2.4.5) e (2.4.8) com a
identidade'’9!

1+ 1-u (- w ) u+u)
= . T ; (C1.2)
v, tu Vo H o - K v, +p)
que resulta em:
Vv +u c v +u -
. ° M ° 1 (1-u"
H'w) = ———— - — J HW) —————— dy’ (C.1.3)
M+uv 2 1+ o Wy - &) (W +p)

A equagdo (C.3.1) é resolvida iterativamente®, sendo que, para o céiculo integral foi aplicado o
método de quadratura de Gauss com 20 pontos de quadratura no intervalo u € (0;0,99) e 20 pontos no
intervalo (0,99;1). Para alcancar a uma precisSo de 10°'° foram necessirias 6 a 13 iterac3es
correspondentes a valores de C de 0,3 a 0,99. A funcio H pode também ser resolvida iterativamente pels
€q. (2.4.5). no entanto, a Eq. (C.1.3) converge mais rapidamente,

Para o cliculo dos termos Hi" (tv’) aplicou-se diretamente a Eq. (2.4.6). Da mesma maneirs, as
funcBe; de normalizagBo foram calculadas diretamente pelss equacdes (2.5.8) e (2.5.8).

* A fungSo H poderis ser csicuisds diretaments peia Eq. (2.4.10), porém, para 8 cbmncAo de boa precislo, seria necessério
muitos pontos de qusdrature pers i ~ 1,
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(s coeficientes da expansido foram determinados resolvendo-se o sistema acoplado de integras,
iterativamente, segundo o ciclo ilustrado na Figura C.2. O critério de conversdo adotado foi tal que os
coeficientes tivessem uma variagio menor que 10°% em duas iteragBes consecutivas. Em média foram
necessarias 17 iterages para tada caso. A ordem de cilculo dos coeficientes no ciclo de iteragdn foi
alterada varias vezes em diversos casos sendo verificado que a velocidade de convergéncia é pouco
afetada com estas altera¢oes.

A precisdo dos coeticientes foi verificada pelo teste dos momentos e pelo teste “ponto a
ponto”. O primeiro verifica a continuidade dos momentos das irterfaces como segue:

1 1
(dtap) W du = 5| Vplam o . x=0,1,2,... (C.1.9)

1 1
4B i du = f b wfan . k=012 (C.1.5)

No caso particular k =0, as equacdes (C.1.4) e (C.1.5) testam a continuidade do fluxo total nas
interfaces x =~ a e x = 3, respectivamente, e para K =,1 a continuidade da corrente.

O teste dos momentos foi aplicado até a ordem x = 25, sendo que a menor precisdo obtida foi
de 5 ou 6 dlgitos significativos conforme o caso.

O teste ponto a ponto verifica a continuidade do fluxo angular nas interfaces:

w1(a,u') = Yolau) s K o€ (-1,1) (C.1.6)

Vo Ba) = Y B AP RERY (€17

Em gera' a precisdao obtida pelo teste ponto 8 ponto é a8 mesma verificada pelo teste dos
momentos. No enianto, o teste dos momentos é o mais apropriado pois fornece a precisdo media devido
a integracdo que se faz sobre u € {-1,1).

Para o cdiculo do fluxo total, corrente, fator de utilizagdo térmica e fatores de desvantagem
térmica, aplicou-se diretamente as equacgdes (3.2.2) a (3.2.4), (3.2.6) a (3.2.9), (3.2.18) ¢ {3.2.19). O
tempo de processamento (C.P.U.) gasto para executar todos os célculos é, em média, de 3 a 4 minutos
para cada caso.

C.2 — Método Py
O esquema ogico de célculo que foi aplicado ao método Py é apresentado na Figura C.3.
Inicialments foram calculados os autovalores Y, pelo método do passo, que consiste em procursr
8 raiz do polindmio D(v), dado pela equaglo (B.1.15), verificando-se a variac8o do sinal deste polindmio

8 medida cue se fornece incrementos convenientes 8 um dade valor inicial até alcancar 8 precisfo
desejada. Pars o céiculo das autofungdes Gn(vi), aplicou-se diretamente a equacfo (B.1.13).
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Para o cilculo dos coeficientes foi utilizado o método de Gauss-Seidel'24) a resolucdo do
sistema de equacdes lineares dado pelas equacdes (B.2.11) e (B.2.12). O teste de convergéncia aplicado
a0 chlculo dos autovalores e dos coeficientes foi de 10°%. A precisio dos coeficientes foi verificada
testando-se, numericamente, a continuidade dos momentos e do fluxo angular nas interfaces, do qual se
obteve no minimo 9 digitos significativos.

Para o célculo do fluxo total, fator de utilizagdo térmica e fatores de desvantagem térmica,
aplicou-se diretamente as equacdes (B.3.2) a (B.3.4) e (B.3.9) a {(B.3.11).

ABSTRACT

As an idealized model of plate type fuel assemblies for nuclear reactors, threesiab cells are analysed
numerichlly based on the exact sofution of the transport equation in the one-group isotropic scattering model.

From the equations describing the interface conditions, a set of regular integral equ.tions for the coefficients
of the singutar eigenfunctions expansions is derived using the half-range orthogonality relations of the eigenfunctions
and the recently developed method of regularization. Numerical solutions are obtained by solving this set of equations

iteratively,

The thermal utilization factor and thermal disadvantage factors as well as flux and current distributions are
reported for the first time for various sets of parameters.

The accuracy of the PN approximations is also analysed compared to the exact resulits,
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