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RESUMO 

Neste trabalho aplicando a teoria de con 

trole ótimo foi determinada a potência máxima de um reator 

esférico refletido utilizando como controle a distribuição 

de combustível e respeitando vínculos impostos, na densida 

de de potência e na concentração de combustível. Foi con

siderado um reator térmico de raio fixo, que utiliza como 

combustível físsil o U-235 e como moderador água leve. 

O reator foi descrito pelo método da teo 

ria de difusão de neutrons. A solução analítica foi obtida 

para dois e quatro -grupos de energia e foi desenvolvido um 

programa FORTRAN para a obtenção dè resultados numéricos. 



ABSTRACTS . 

The maximum power of a spheric reflected 
reactor was determined using the theory of optimal control. 
The control variable employed was the fuel distribution , 
in accordance to constraints on the power density and on 
the concentration fuel. It was considered a thermal reac
tor with a fixed radius. The reactor was fuelled with 
U-235 and moderated with light water. 

The nuclear reactor was described by a 
diffusion theory model. The analytical solution was obtai-
ned for both two and four groups of energy and a FORTRAN 
program was developed to obtain the numerical results. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1- Considerações Gerais 

A otimização de vun sistema ê de grande importância 

para a engenharia moderna, da qual a engenharia nuclear 

faz parte. Melhorar a eficiência de uma central nuclear, 

economizar combustível gerando energia a menores custos, 

garantir condições mais seguras de operação são objeti -

vos de grande interesse dentro da problemática energéti

ca moderna. 

. • 

A teoria de controle õtimo, que vem sendo empregada 

em engenharia nuclear, apenas recentemente, é a técnica 

mais eficaz para atingir as metas de otimização nesse 

campo. 

As escolhas do índice de. performance, que repre -

senta a grandeza que se quer otimizar, isto ê, maximizar 

ou minimizar, juntamente com as variáveis de estado, que 

definem em cada instante o estado do sistema considerado, 

e com as variáveis de controle, que podem ser dirigidas, 

são de grande importância no problema de controle. 

Para índice de performance pode-se citar como exem

plos, potência, quantidade de massa físsil, etc. Para va 



riáveis de estado tem-se como exemplos , temperatura do 

fluído refrigerante, fluxo de neutrons, produção de vene 

no, etc.,e para as variáveis de controle tem-se enrique

cimento do combustível , pressão do fluído refrigerante, 

nível de veneno, reatividade, entre outras. 

Entretanto, em um problema de otimização , podem 

aparecer restrições físicas e/ou tecnológicas e/ou de se 

gurança , como por exemplo, o controle deve estar vincu

lado â criticalidade do reator. 

Esses vínculos podem ser de igualdade e de desi -

gualdade, restringindo a variável de estado, como por -

exemplo , a soma dos fluxos deve ser limitada. Podem , 

também, restringir a variável de controle , como por exem. 

pio, a concentração de combustível deve ser limitada. 

1.2- Revisão Histórica 

A aplicação da teoria de controle ótimo a reatores 

nucleares é recente, como pode-se notar pelos artigos pu 

blicados . Cita-se , a seguir , alguns desses artigos. 

Stacey Jr. /22,23/ em 1968 e 1969, estudou o proble 

ma de como controlar as oscilações espaciais introduzidas 

pelo xenônio em reatores de potência térmicos. Para a ob-



tenção da solução desses problemas aplicou os formalismos 

de programação dinâmica e cálculo- variacional. Apresentou 

resultados numéricos. 

R.A. Axford /l/, em 1969, estudando reatores planos 

e usando modelo de dois grupos, apresentou as soluções 

analíticas para reatores com diferentes conjuntos de vín

culos , tanto na variável de controle como na variável de 

estado. Combinou vínculos, tais como, limite superior na 

densidade de potência, limite superior na concentração de 

combustível, limite no nível de fluxo rápido e limite na 

soma dos fluxos, tendo sempre como índice de performance 

a potência máxima. Não apresentou , entretanto, resulta -

dos numéricos. 

Em 1970, P. Goldschmidt e J. Quenon/12/ utilizando 

geometria plana e xm grupo de energia, minimizaram a ma£ 

sa crítica de um reator rápido, potência total fixa, com 

vínculos na densidade de potência e na concentração de 

combustível. 

Em 1972, Goldschmidt /IO/ encontrou a distribuição 

ótima da concentração de combustível que minimiza a mas

sa crítica de um reator, sujeito a vínculos na densidade 

de potência e no enriquecimento de combustível , e conhe 

cida a potência térmica total. O estudo foi feito para 

reatores intermediários, térmicos e rápidos. Utilizou -



geometria plana em dois grupos de energia . Não apresen 

tou resultados numéricos. 

Outra vez Goldschimidt /II/ , em 1973, apresentando 

resultados numéricos , encontrou a distribuição ótima do 

enriquecimento do combustível que minimiza o custo do ci

clo do combustível de um reator rápido, tipo placa , usan 

dó o modelo da teoria de difusão em um grupo de energia , 

sujeito aos vínculos na concentração, na potência e na den 

sidadé de potência. 

Em um artigo composto de duas partes, V. Bartosek 

e Kr Zalesky / 2 / e / 3 / , em 1 9 7 4 , encontraram a distribui 

ção ótima de enriquecimento de combustível, que maximiza 

a potência de um"reator tipo placa, usando a teoria de 

difusão em um grupo de energia, considerando vínculos na 

densidade de potência e no nível de fluxo. Apresentaram 

resultados numéricos. 

Em 1 9 7 5 , N. Tsouri, J. Rootenberg e L.J. Lidofs-

ky / 2 4 / , encontraram a trajetória otimizada da mudança -

de reatividade necessária para acompanhar a mudança do 

nível de potência, enquanto minimiza os desvios do nível 

de potência e das concentrações de xenônio e iodo. Apli

cando técnicas de controle ótimo minimizaram as oscila -

ções de xenônio. Apresentaram resultados numéricos. 



W.N. dos Santos /20/, em 1977, na sua recente dis

sertação de mestrado, encontrou a distribuição ótima de 

combustível que maximiza a potência , sujeita aos víncu -

los na densidade de potência e na concentração de combus

tível. O reator foi discutido pelo método da teoria de ãi 

fusão em quatro grupos de energia e geometria plana. Apre 

sentou resultados numéricos. 

C.A. Cinci /6/, em 1979, na sua dissertação de mes 

trado a ser apresentada , encontrou a distribuição ótima 

de combustível que maximiza a retirada de potência, com 

vínculos impostos na concentração de combustível e na den 

sidade de potência . O reator foi descrito pelo método -

da teoria de difusão em quatro grupos de energia e geome

tria cilíndrica. Apresentou resultados numéricos. 

Neste trabalho, maximizou-se a potência, controlan 

do a concentração de combustível de um reator esférico , 

com^ refletor, de raio total conhecido. Os vínculos foram 

impostos na densidade de potência e na concentração de 

combustível. A interface cerne-refletor foi determinada 

através dos vínculos impostos. Foi encontrada a solução 

analítica e foram obtidos resultados numéricos , usando -

se o modelo da teoria de difusão em quatro grupos de ener 

gia. 



1.3- Objetivos 

Os reatores nucleares, geralmente, são refletidos 

visando a economia de material físsil. 

O objetivo deste estudo i determinar , com a apli

cação da técnica de controle õtimo, a distribuição de 

combustível, no cerne do reator, que maximiza a retirada 

de potência de um reator esférico, com refletor de espe£ 

sura a ser calculada' em função da economia, de considera 

ções tecnológicas e do índice de performance almejado. 

Na obtenção da solução desse problema de reator -

crítico, o índice de performance é a potência e os víncu 

los são impostos na densidade de potência e na concentra 

ção de'combustível . A espessura do refletor deve ser de 

terminada. • 

Os resultados são obtidos em dois e quatro grupos 

de energia de neutrons. 



2. FUNDAílENTOS TECRICOS 

* 

2,1- Teoria de Difusão de Nêutrojis 

Para neutrons nonoenergéticos, a variação com o tem

po, do número de neutrons num volume qualquer ê dada pela 

equação da continuidade /8/, /17/: 

•^2^Íi^ = S(r,t)- E^(r)(í.(r,t)- div J(r,t) 2.1.1 

onde: 

n(r,t)- densidade.de neutrons no ponto r, no tempo t, dada 

era neutrons por cm^. 

S(r)t)—função distribuição de fontes de neutrons . Repre

senta o número de neutrons emitidos, por cm'̂ , e 

por segundo, no tempo t, por fontes no ponto r 

Termo fonte. . 

r^(r,t)- secção de choque macroscópica de absorção de neu

trons . É a probabilidade de um neutron ser absor 

vido pelo meio no ponto r, pop unidade de deslo

camento do neutron. 

<í>(r,t)- fluxo de neutrons, no ponto r, e no tem.po t, dado 

em neutrons por cm^ por segvmdo. 

(r ,t) 4) (r ,t)dV- número de nêutronsabsorvidos por segundo 

num elemento de volume dV, no ponto r , 

no tempo t. Termo de perda. 

I N S T . T U I C D E P E S Q ^ ^ ^ ^ 
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div J(r,t)dV - número de neutrons q E escapam por segundo 

do elemento de volume dV, em r, no tempo 

t. Termo de perda- de neutrons por fuga fí̂  

Sica . Se 5 ê o vetor densidade de corren 

te de neutrons, então J. n representa o 

escoamento líquido de neutrons numa área 

unitária, perpendicular a n, por segundo. 

O reator está em estado estacionário, se o número de 

neutrons em xm elemento de volume arbitrário, ê constante 

no tempo. Então, a equação da continuidade no estado esta 

cionário ê dada por: 

div J(r) + Z,(r)*(r) - S (?) = 0 2.1.2 
^ a 

Supondo as seguintes hipóteses: 

- o meio ê infinito 

- o meio ê uniforme, o que implica em secções de cho 

que constantes e independentes da posição 

- não há fontes de neutrons no meio 

- o espalhamento é isotrópico no sistema de coordena 

das de Icüaoratório 

- o fluxo de neutrons é ;ama função que varia lenta

mente com a posição 

- o fluxo de neutrons é vima função independente do 

tempoj 

->• 

pode-se usar a lei de Fick , que relaciona (J) e j , 

para resolver a equação da continuidade. A lei de Fick -

que, anteriormente só foi usada para descrever fenômenos 



de difusão em líquidos e gases, representa o ponto central 

da teoria de difusão em reatores. 

* - • 

Apesar dessas condições não^serem, rigorosamente, obe 

decidas em todo o reator, a lei de Fick vale a partir de 

vrnia distância de dois a três livres caminhos médios de fon 

tes, interfaces e fronteiras. 

O coeficiente de difusão de neutrons , D(r), que re -

. presenta a difusividade do neutron no meio, pode ser con

siderado constante no meio, visto que ele, praticamente , 

s5 depende da natureza do moderador. 

Supondo todos os neutrons, com a mesma energia E ( ou 

velocidade V ) , pode-se escrever o fluxo como; 

4> = n V _ 2.1.3 

üsando-se a lei de Fick e as observações feitas, es

creve-se a equação da continuidade como: 

D V 2 < | , - z:̂ <|) + S = O 2.1.4 

Esta ê â chamada equação da difusão de neutrons para 

o estado estacionario. 

Como num reator os neutrons de fissão nascem com e -

nergias que variam desde, aproximadamente zero e V até 

energias da ordem de 15 MeV, usa-se o modelo de multi-gru 
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N 

DgV^<^g(r)- ^ag*g«^í- rjg^(g.h)]*gí^> 

N 

híl ' *h \ *h = ° 2.1.5 

g = 1,2...N 

e a corrente líquida de neutrons como: 

Jg(r) = - Dg grad (r) 2.1.6 

Em cada grupo, a fuga, o espalhamento e a absorção -

são tomados como médias de grupo, e os coeficientes de 

difusão são considerados independentes da posição. 

Nesse sistema não se considerou o espalhamento de 

neutrons de energias mais baixas para grupos de energias 

mais altas e nem foram consideradas fontes de neutrons ex 

ternas. 

Nas equações acima, os parâmetros para cada grupo de 

energias g, são: 

po f no qual o espectro de energia dos neutrons ê dividido 

em \am número arbitrário de grupos de energia. 

No modelo de multigrupo, quanto maior o número de 

grupos considerados mais realísticos sio os resultados pa 

ra o cálculo de um reator. Tomando-se N grupos , as equa 

ções de difusão neste modelo, podem ser escritas como: 
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g 

'g 

ag 

X 

V 

g 

h 

(h-g) 

- coeficiente de difusão do grupo § 

- fluxo de neutrons do grupo g 

- secção de choque macroscópica de absorção do grupo g 

- secção de choque macroscópia de espalhamento do gru 

po g para o h ( g < h £'N) 

fração de neutrons de fissão que aparece no grupo g 

- número médio de neutrons emitidos por fissão no gru 

po h 

- secção de choque macroscópia de espalhamento do gru 

po h para o grupo g ( 1 h <_ g) . 

Os termos sao:. 

^ag*g<^> 

N 

- fuga de neutrons do grupo g 

- perda de neutrons por absorção no grupo g 

- perda de neutrons que são espalhados no 

grupo g para os outros grupos de energia 

mais baixa h 

g-1 
- \ nimero de neutrons espalhados de grupo 

de energia mais alta h para o grupo g ; 

é \m termo fonte para o grupo g 

N 

Xg[ J;Vfh*h<^í] 
h=l 

nxjmero de neutrons de fissão que nascem 

no grupo g. 
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Otimizar IP = g + f^ dt 2.2.1 

onde: • , . 

g = g (t^,. x(t^), t^, x(t^)) 

V ^ o ^) 
• y 

^i s "t-f -.são os valores iniciais e finais das variáveis in 

dependentes do sistema 

x - é a variável de estado .que descreve o sistema 

u • - é a variável de controle. " 

No caso geral x e u são vetores. 

Sujeito aos vínculos: 2.2.2 

- dinâmicos: 

= fĵ Cx, u, t) i = 1,2,...n 2.2.2 

5.2- Teoria de Controle Ótimo 

Em técnicas de controle ótimo, /4/,«/5/,/7/,/20/, a oti 

mizaçao de um dado sistema visa maximizar ou minimizar uma 

determinada função, denominada índice de performance , IP , 

usando-se uma variável de controle escolhida de modo a 

atingir objetivos pré-fixados. 

O problema de controle ótimo pode ser resumido por: 

ftf 
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- de contorno: 

tí'j=i|'j (t^, x(t^), t^, x(tf)) j=1^2...in 2.2.3 

- de desigualdade na variável de controle: 

Cjç.(x,u,t) 1 0 k •= 1,2,... í 2.2.4 

O vínculo de desigualdade na variável de controle sign_i 

fica que existem condições que restrigem ,o controle . 

Define-se a Hamiltoniana do sistema como: 

H = -H l fi + j - 2.2.5 

y 1=1 k=l 

onde multiplicadores de Lagrange e funções de 

t, ê jç. são tais que: 

= O . • se C^< O 

O se = O 
2.2.6 

Pelo principio de Máximo de Pontryagin /18/ , se u * é 

o controle ótimo que maximiza o IP, então : 

H(x,u,*A,t) >H(x,u, ̂ , t) 2.2.7 

O principio de Pontryagin mostra que se o controle é 

ótimo , a Hamiltoniana é máxima em todo e qualquer ponto do 

sistema. Para se resolver um problema de otimização pela -

teoria de controle ótimo deve-se ter: 
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- as equações de controle: 

3 H 

3u 
= O 2.2.8 

número de equações igual ao número de componentes u , 

- as equações dinâmicas: 

Xi = 2.2.9 

n equações 

- as equações adjuntas: 

X. . a H 

^ ^9x,. 
2.2.10 

^i 

n equações 

E, ainda deve-se definir uma função G dada por: ' 

m • • 

G = g + I V Tj; , 2.2.11 

3=1 

que engloba as fxinções iniciais e finais do sistema, mais os 

vínculos de contorno acoplados através de multiplicadores de 

Lagrange, v , introduzidos. 

Com este procedimento, tem-se as equações de contorno 

airavé-s da condição de transversalidade: 

[H(tj^)+ -H-l dt^ = O _ 2.2.12a 

1. P . E. N. • 
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]d x.(t.)=0 õ= 1,2,... n , 2.2.12b 

[H(t^)+ ]dt^ > O 2.2.12c 

3 G 

[X (t_) - ldx.(t.) = O 0=1,2,...n 2.2.12d 

O controle s6 pode estar dentro ou sobre as fronteiras 

no caso de ecistirem vínculos de desigualdade na variável de 

controle. Nos pontos de entrada e saída, o controle exige que 

a Hamiltoniana e os multiplicadores sejam contínuos. 

No caso do controle não estar sobre nenhuma fronteira, -

diz-se que a zona é singular.. 

. /- • 

Se a Hamiltoniana é linear em relação ao controle , então, 

a equação (2.2.8) não apresenta a variável explicitamente, is-

"to é, independe de u, obtendo-se ' somente relações entre x̂ ^ , 

X^f e t. Nesse caso pode iser que exista a zona singular. Esta 

existirá se, na seguinte sequencia de condições , aparecer -

explicitamente a variável de controle, e esta for diferente de 

zero: 

3u dt 3u dt'̂  3 dt-^ 
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Para que o controle seja ótimo, nessa ,zona, deve obedecer 

a condição de Legendre - Clebsch generalizada: 

( - 1 ) ^ - ^ |( ̂  - | ^ | < 0 K = 0,1,2,... -2.2.14 

conhecida também como criterio de Robbins /19/. 

Se K é o menor valor para o qual a desigualdade acima é 

verificada, então, a ordem da singularidade da trajetória é 

2K. 

Se não existe zona singular, ó controle u está sempre 

sobre urna das fronteiras dos vínculos. 
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3. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

3.1- Equações de Estado 

O sistema considerado foi \m reator esférico de raio R, 

descrito em coordenadas esféricas. E um reator de urânio en

riquecido, moderado a água leve. Usou-se a teoria de difusão 

em quatro grupos de energia de neutrons, sendo que o grupo 

de energia mais baixa é o grupo térmico. O grupo de energia 

mais alta foi indicado pelo índice i = 1 e de energia mais 

baixa por i = 4. 

Foram feitas algumas considerações e aproximações que -

facilitam o problema matemático, não implicando em alterações 

significativas do problema físico, são elas: 

- os neutrons de fissão nascem dentro do grupo de energia -

mais alta, assim: Xi=l e X3 = X4 = 0 

- as fissões são induzidas somente por neutrons do grupo tér

mico . Portanto, ̂ fi= ^f2 ' ^f2 " ^ ® ^f4 ^ ^ • 

Fazendo ^f4 ^ ^4 = ^ , tem -se , apenas ^ ^ 

- a absorção de neutrons ocorre somente no grupo térmico , 

isto é : ̂ al~^a2 ~^a3 ~ ° ® ^a4 ^ ^ . Assim , 

- não há espalhamento (elástico ou inelástico) de neutrons 

de vm grupo de energia mais baixa para outro grupo de 

energia mais alta. Assim, a secção de choque macroscópi

ca de remoção do grupo térmico é nula : z - = O 
R4 
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- a secção de choque macroscópica de remoção do grupo g e da

da por: 

4 • ^ 

- os coeficientes de difusão , Dg , podem ser considerados -

constantes no meio. 

Com estas considerações as equações de difusão para qua 

tro grupos podem ser escritas: 

D-LV^<|)i(r) - l^j^^.ir) + v Z^^^ír) = 0., 3.1.1 

^Z^^^^^ir) - Sj^2*2^^^ ^ ^(1-^2)*!^^^ = ° ^••^•^ 

V^<í.3(r)-Zj^<{>3(r)+Zj3^^3j(|>i(r)+Z:^2^3j<j)2(r) = 0 3.1.3 

V24>'.(r)-E^cl)¿(r)+Z^^_^^j(í)i(r)+Z^2^^^(í>2(r)+ 3.1.4 

Devido a simetria do problema , o laplaciano em geome -

tria esférica se reduz a : 

r dr dr 

A corrente de neutrons. para cada grupo e dada por: 
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J2(r) =-D2 <l>2(r) • 3.1.6 

J3(^> =-^3 dl- *3(r) , 3.1.7 

As secçoes de choque macroscópicas de fissão e de abosor 

ção podem ser escritas em função da distribuição de combustí

vel. Assim: 

• £^(r) = N(r) 3.1.9 

^a(^) = ^a ^a = ^a ^^^^ ^a ^'^'^^ 

onde: 

: secção de choque macroscópica de fissão 

2 : secção de choque macroscópica de absorção do moderador 

vel. 

o : secção de choque microscópica de absorção do combustí-
a 

A potencia do reator é dada pela integral da densidade 

de potência em todo volxime do reator: 

P Q T = ' q(r)dV 3.1.11 

J V 

onde, q(r) = e N(r>^^ (r) 3.1.12 
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POT = 

Em coordenadas esféricas,tem-se: 

^ 4ireap N(r) (f.̂  (r) r-̂" dr 3.1.13 

onde CT ̂ é dada em cm^, N(r) em. átomos" por cm^, ee é um fa -

tor de conversão de fissões em cm^-por segiindo em watts por 

cm-̂ , considerando uma liberação de energia, por fissão , de 

200 MeV . A potência é dada em watts. 

3.2- Modelagem do Problema em Controle 0timo 

As equações dinâmicas são equações diferenciais de segun 

da ordena, e para serem tratadas pela teoria de controle ótimo, 

devêm 'ser transformadas em equações diferenciais de primeira 

ordem. Combinando-se aa equações (3.1.1) a (3.1.4) com as 

•equações (3.1.5) a (3.1.8) obtem-se: . 

Yi(r) = 
1 
D-L 

Y¿(r) = _ Z_ 
r 

Y3(r) = 1 
Y^ír) • 

Y4(r) = > 2_ 
r 

Y¿̂ (r)+s 

Y5(r) = 1 

V^) = • _ 2_ ' ~ r 
Y5(r)+Z 

Y^ír) = 
1 

• ^ 4 

3.2.1 

3.2.2 

3.2.3 

Y-,(r) - Z Y,(r) 3.2.4 
R2 3 

3.2.5 

3.2.6 

3.2.7 
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V^) = - I- V^)^ ^1^4) Yi(r)+i:(2^4j Y3(r) + 

onde os índices pares e ímpares dos Y ' s são, respectivamente, 

as correntes e os fluxos. Fazendo 

liíXl -. Y(r) e â i i M = Y(r) . 
dr dr*̂  

As condições de contorno são: ' 

- os fluxos devem ser nulos na fronteira do reator: 

Y 3 _ ( R ) = Y ^ C R ) = Y ^ C R ) = Y ^ ( R ) = O ' 

- as correntes são nulas no centro do reator, devido a sime -

tria do sistema: 

Y 2 ( 0 ) = Y ^ C O ) = Y g ( 0 ) = Y Q ( 0 ) = O . 

A variável de controle é a concentração de combustível. 

Os vínculos de desigualdade impostos são: 

- a densidade de potência não deve exceder a um valor limite 

W ' isto á: 
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- a concentração de combustível , no cerne do reator, deve 
* • 

ter um valor positivo e deve ser nula no refletor, isto é, 

- N(r) _< O 3.2.10 

Este vínculo introduz o refletor, não pela maneira clãs 

sica da teoria de difusão, mas através de \m vínculo em teo

ria de controle ótimo. Este vínculo de desigualdade é impos

to na variável de controle, N(r). 

A potencia é o índice de Performance que se deseja ma

ximizar: 

4Tr e N(r) Yy(r)r^dr 3.2.11 

• > " 

3.3- Formalização do Problema na Teoria de Controle Ótimo 

Maximizar: 

4Tr e r^N(r)Yy(r)dr •, 3.3.1 
o ' 

IP = 

sujeito aos vínculos:. 

- dinámicos: 

Yi(r) = - ^ Y2(r) 3.3.2 

'^2^^)= - |- Y2(r)-ZRiY-j_(r)-fV N(r)Y^(r) 3.3.3 
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é 
3 . 3 . 5 

3 . 3 . 6 

Y,(r) = - f 3 . 3 . 7 

V r ) = - i - 3 . 3 . 8 

^ s ( r ) = - f 

. 4 ) V ^ ) - l^a N(r) l Yy(r) 3 . 3 . 9 

• 

- de contorno: 

= Y ^ ( R ) = 0 . 3 . 3 . 1 0 

1/,^ = Y 2 ( 0 ) = 0 3 . 3 . 1 1 

= Y 3 ( R ) = 0 3 . 3 . 1 2 

^ ^ = Y ¿ ^ ( 0 ) = 0 3 . 3 . 1 3 

i|»s = Y ^ C R ) = 0 3 . 3 . 1 4 

l'e = YgCO) = 3 . 3 . 1 5 

= Y ^ ( R ) = 0 3 . 3 . 1 6 

K = Y QCO) = 0 . . ' 3 . 3 . 1 7 

t - de desigualdade na.variável de controle : 

C - L ( N , Y 3 ) = q( ^ > - w = ° 3 . 3 . 1 8 

C 2 ( N ) = - N(r) <_ 0 3 . 3 . 1 9 

• 

L_-, • • . 1, P . E . N . 1 
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A Hamiltoniana , para este problema e dada por: 

H= ¡tve <jY7(r)N(r)r'=+ J Xj^Cr)Y^(r)+ Î v^c^{Y,tS,r) 

^ ' ^ 3 . 3 . 2 0 . 

Os multiplicadores de Lagrange ^-j^ e ^ 2 são tais que: 

y^(r) = 0 se < O 3 . 3 . 2 . 1 

k = 1 , 2 

Vj^(r) ^ 0 se Cj^ = O 

A solução ótima da distribuição de combustível, N(r), 

está compreendida por duas fronteiras de acordo com: 

Caso 1 : C-|̂  = O para O £ r £ r-|̂  

C2 = O para £ r £ R 

Caso 2 : C2 = O para O ^ r _̂  r-ĵ  

C-|_ = O para r-̂  <_ r _< R 

Caso 3 : C-̂  < O para O 1 r r-ĵ  

C2 < O para < r < R 

onde r^ é o ponto de interface das duas regiões, a ser 

determinado. 

Mostra-se no Apêndice B, que a zona singular , caso 3 , 

não existe. Não existindo zona singular, então, a trajetó

ria ótima deve estar sempre em uma das fronteiras. 
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A seqüência ótima e dada pelo Caso 1,. visto que, fisica

mente o refletor só pode estar circundando o cerne do reator, 

para evitar fuga de neutrons provenientes do cerne. Esta con

clusão, também pode ser tirada através da condição de contor

no , que requer Yy(R) = O na fronteira externa do reator, e 

com C-^ - O para á região externa, implica em um valor infinl 

to para N(r) em r = R . Tem-se, então, definida a seqüência -

de zonas do reator: a zona central com densidade de potencia 

limitada e a zona extema sem combustível, ou seja, o refle -

•tor. 

Tem-se , então, a Hamiltoniana para as duas regiões do 

reator: 

Para O <_ <. ^ ' 

• 8 . 
Ĥ ,= 4 7r e a ^ ^ r ^ + ^ Y- H-^^Cr) (ea^NY^- q^^) 3.3.22 

Para v-^ 1. ̂  £ R 

8 

Hg=4 TTE a ^ ^ r ^ + l \ - \^^{T)]H{V) 3.3.23 
i=l 

indicando-se com o índice ç. para a região interna e com o 

índice e para a região externa. 

Introduzindo nessas equações a equação de controle 

(2.2.8) obtem-se os multiplicadores de Lagrange ^-^(r) e 

^2(r). Da condição (3.3.21) obtem-se.as concentrações de 

combustível para cada zona. 
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^ "̂ f 3.3.24 

Como C-j_ = 0, tem-se; 

^max 

° • ea^Yy(r) 3,3.25 

Para r-ĵ  <_ r <_ R 

y2(r)= 47r ea^ r^+ X2Cr)v " ^8^^^ ^a 3.3-25 

-Tíomo C2 = O, tem-se: 

Ng(r) = O • 3.3.27 

Conhecida a distribuição de combustível para cada uma 

das zonas do reator , pode-se escrever o sistema de estado 

para cada região, onde, na região central, foi introduzida 

a normalização Nc(r)y^(r) = 1,'a ser explicada no item -

(3.3.2). Na região externa N-»(r) = Ò. 

Para O ^ r ̂  r-ĵ  

^2o(=-) ^act"-)-^Ri'fic<''> * ^"í '-^-^s 

"2 • 
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Y 6 , ( r ) = - ^ Y 6 j r ) + E , l , 3 , ï - L < , ( r ) ^ E , j , 3 j Y 3 J r ) 3 . 3 . 3 3 

• R3 ' 

Ï 7 c ( - ) = V = - > 3 . 3 . 3 4 

P a r a r-j^ £ r _< R 

Y g g C r ) = - ~ Y 2 e ( r ) - Sjŷ  % e ^ ^ ^ ' 3 . 3 . 3 7 
r ; 

Y3e ( r ) = - Y ^ ^ í r ) 3 . 3 . 3 8 

Y5g(e) = - i - Y g g C r ) 3 . 3 . 4 0 

3 

Y6e(^) = - 7Y6^írUZ^^^3jf^^(r)VZj2^3jY3^(r)-Zj,3 Y5^(r)^^^^ 

3 . 3 . 4 1 

Y7e(^) = - Y g ^ ( r ) 3 . 3 . 4 2 
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' + E Y..(r) - Z ^ Y^gC^) 3 . 3 . 4 3 

No caso em que é possível a normalização, o problema po

de ser resolvido mais facilmente. Reagrupando as equações di

ferenciais duas a duas , em cada zona, obtem-se dois siste

mas de quatro equações diferenciais. 

Assim, para a região interna: 

DlfYic(^)> I Y - L ^ ( ^ ) 1 - 2 R ^ Yic(r) +v Cf = O 3 . 3 . 4 4 

D 2 C Y 3 C ( ^ ) ^ § ^ 3 ^ ( r ) L - Z ^ ^ Y 3^(r) ^\^_^^^^io^r)-.0 3 . 3 . 4 5 

D3[Y5^(r) ̂  § Y^Jr)-! - Y5^(r) -̂ i: (̂ 3̂jY-L,(r) + 

(2-»-4) (3-*-4) 5 C a 

3 . 3 . 4 7 

e para a região externa, N(r),-= O : 
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° l [ Y l e ( ^ ) + ? Y - L g ( ^ ) ] - V Y l e ( ^ ) = O J 3 . 3 . 4 8 

-^R2Y3e(^)+^,:-.. Y - , ^ ( r ) = O 3 . 3 . 4 9 2L"3e 

3 . 3 . 5 0 

-^^2.4)^3e(^)-^(3^4)^5e(-) = O 

3 . 3 . 5 1 

O s y s i s t e i n a s podem s e r e s c r i t o s n a f o r m a m a t r i c i a l , da 

s e g u i n t e m a n e i r a : ^ 

D <^- ^ <j> + Q = O 3 . 3 . 5 2 

onde : 

D= 

^1 0 0 0 
^Rl 0 0 0 

0 ^2 0 0 
Z "^(1^2) ^R2 0 0 

0 0 
^3 

0 • m "^(1-^3) -̂ (2-*-3) ̂ R3 0 
0 0 0 ^4 . "^(1-^4) 

-Z 
Í2M) 

- Z Z 
(3-..4) 'a 
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* (r) J (r) 

Se = 

V Of 

0 

C 
- «F 

, para a região central (cerne); 

0 

0 

0 

0 

, para a região externa (refletor) 

Xs . soluções são: 

senh(w^r ) 
•4 

^ l ^i 
i=l ^ 

4 
* (r) = 1 
-e i=l 

4 

-c i=l 

G(w^) + * 3 . 5 . 5 3 

3 . 3 . 5 4 

^ Í Wj^cosh(w.r) senh(w.r) *1 

J (r) = I D.j C. r^i°°^^^l ^^-^)) ^ senh(w.(R-r)) • 
G(w.) 

3 . 3 . 5 6 

I I N S T I T U T O D E P E E O U i S A S E N E R C È T I C A S E N U C L E A R E S 

I ; 1. P . E . N. ^ 
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onde: 

Ai = Fi Wi(r^) 
senh( w^r^) 

3 . 3 . 5 7 

R R ^ ^ ' I C O S H ( w^r^) - senliCw^r^ ) 
A^\-

^-jw^coshC v^(R--r))+ senhCv^CR-r^) y 
3 . 5 . 5 8 

i = 1,2,5,4 

- o n d e l a interface , a ser determinada. 

Os autovalores são determinados pela equação; 

r 2 
det w. D t i •» - 1 1 = O 

^(i,i ) 
i D^^ 

3 . 3 . 5 9 

A solução particular i determinada pela equa

ção : 

O 
O 

V -

H" 
E 
a 

a 

3 . 5 . 6 0 
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Os vetores de acoplamento são determinados pela 

equação: 

2 

1 « 
G(w ) = o 
• • 1 

S2(-i> 

L %(^i) 

3.3.61 

E,.F^ são tais que: 

4» 
pl 

- g 2 ( ^ l ) V * p 2 

- g^CwpPi- g5C-2)^2 *p5 

e a quantidade: 

r^w^cosh(w^(R-r-j^))+ senli( w^(R-.r^)) senh(w^r^) 

senhC v^R) 

i = 1,2,3,4 

^1 

3.3.62 
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As condições de contorno são: 

Os fluxos e as correntes devem ser contínuos na 

interface T-^, que separa as duas regiões , isto é: 

^ic^^l^ = W^l^ ^ = 1,2,5.4,5,6,7,8 

A interface , r^, é determinada pela condição de 

criticalidade, que será mostrada no ítem (3-5-1) e 

tapabém pela continuidade da Hamiltoniana na interface. 

5«3«1- Condição de Criticalidade e Continuidade da Ha 

miltoniana 

A equação da criticalidade é: 

Ng(r^) = "̂'ax _ ^ 5.5.1.1 
e 0 ^ Yr;(r^) 

Em particular na interface , r = r^, a distribuí^ 

ção de combustível tem um valor , N Q , onde NQ é menor 

do que o valor da concentração de combustível máxima 

permissível. 



Na normalização tem-se: 

K^(ri) . Yr,Cv^) = 1 
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^o • ^ 7 ^ ^ 1 ^ = ^ 3 . 3 . 1 . 2 

Y.Cr;^) = — 

que pode ser escrito como: 

= o 3.3.1.3 

A Hamiltoniana e as equações adjuntas podem ser 

descontínuas no ponto r = r^, interface, de acordo -

com as relações: 

^¿^^1- A ) = H^Cr^ + A ) - N 
9M 

a r r=rn 
3.3.1 .4 

X.(r, - A ) = X.(r, + A ) + N — ^ 
3.3.1.5 

ó = 1 , 2 , 5 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 
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onde à tende a zero, e II é um valqr escalar a ser de

terminado. Desde que a quantidade MCY^) não depende ex

plicitamente da variável independente , r, segue-se da 

equação (3»3«l-4) , que a Hamiltoniana é contínua na in

terface , r = r^ .Devido ao fato de M(Yr;) depender e x 

plicitamente do fluxo térmico, ou seja de Yr^(r), então • 

pela equação ( 5 . 3 . 1 . 5 ) , somente o multiplicador de La -

grange, Xr;(r), é descontínuo na interface , ou seja : 

Xyír^ - A ) = X ̂^(r^ + A ) + n 3 . 3 . 1 . 6 

e todos os outros são contínuos: 

^^(.T^ - A ) =^i(r-L +A) para i = 1 , 2 , 3,4 , 5,6,8 

3 . 3 . 1 . 7 

A magnitude da descontinuidade , IT , nesse multi -

plicador é facilmente determinada através dõ sistema, ad

junto. 

Na equação da criticalidade, ( 3 . 3 . 1 . 2 ) , substi -

tuindo-se a expressão do fluxo térmico dada pela equa. 

ção ( 5 . 3 . 5 5 ) , aplicada no ponto r = r^ , ou seja : 
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^ senhCw .r, ) 
*4c^^l) = l \ ' G(wi) 3 . 3 . 1 . 8 

1 = 1 ^ 1 ' 

e su"bstituindo-se equação (5.3.57) > a equação da 

criticalidade pode ser escrita como: 

5 . 3 . 2 - Normalização 

A distribuição de combustível, na região central -

do'reator (cerne), é descrita pela equação ( 5 . 5 . 2 5 ) , 

ou seja: 

N fr) = "̂ ^̂ ^ 

Então , nas equações de difusão pode-se normali

zar o fluxo térmico fazendo-se N^(r) *4c(r) = 1 . Nes

se caso, a normalização é possível, pois: 

1 - as equações de difusão são homogêneas; 

2 - em princípio, a criticalidade de um reator não 

depende de qual densidade de potencia é util_i 

zada nos cálculos. O que limita a densidade de 

potência são raz.Ses tecnológicas, e essa limi-
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taçio , no caso, é imposta pelo vínculo dado 

(equação 3-5»18). 

Assim, as equações de difusão para a primeira re

gião do reator tomam a seguinte forma: 

D^V^<^^^{r) - J:RI<1>IC^^^ + = O 3.3.2.1 

V'*2cí^í - ^R2*2cí^í-^ ^(1^2)*lc(^> = ° ^-^-^-^ 

D3V̂ <|>3̂ (r) - J:R3*3c(r)+ ̂  (1-.3) *lc ̂ ^^^ ^ {2->3) *2c = ° 

3.3.2.3 

V'*4cí^> - ^a *4cf^>+ ^(l-4)*lcí^^^ ^(2-4)*2cí^> 

^(3^4)*3cí^^ - ol-O 3.3.2.4 

Indicando por n o índice de normalização e T o ín

dice para o fluxo térmico, a densidade de potencia nor

malização é dada por. 

onde, Nír)*^ (r) = 1 

I N S T I T U 1 C l ; ; ; f -e f Q u a;s í r.\ É i ^ i c - S e i - j u c l e a r k s ' 

1, P . E . N . . i 
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Se q = , a densidade de potencia dada, onde 

q^ = e N , o fluxo térmico , <|)çp, pode ser cal

culado pela relação. 

3.3.2.5 

ou seja: 

(|,_,(r) = <}.; — ? 2 3.3.2.6 
e Cf 

3.4- Sistema Adjunto 

As equações adjuntas são dadas por: 

X. = - i = 1,2,...8 
3Y. 

Para cada região do reator tem-se: 

para O £ r £. r^ 

^ic^^^ =^2c^^^- ^(l-2)^4cí^^-^(l-3)^6cí^í-^(l-.4)^8c(^> 

3.4.1 
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• (r) = X. (r) + X2-(r) * 3.4.2 
^2c D, r . ̂  

^3c^^î = ^R2 ^4cí^í- ^(2-.3)^6c!^í (2-4 ) ̂ 8c 

3.4.3 

^Sc^^î = ^R3^6ci^> - ^(3-.4)^8c(^i 3.4.5 

: (r) = x - (r) + ^ X . (r) 3 , 4 . 6 
^6c D3 r 

Xg^ir) = X7^(r)-+ 2^ X3^(r) 3.4.8 
D. r 

Para r^ < r £ R 

^lei^î = ^RlW^^-^l-2)^4eí^í-^(l-3)^6cí^í -

- ^(1.4)^8eí-) ^-^-^ 
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\^^(T) = ^R2^4eí^>-^{2-3)^6eí^^-^(2->4)^8e^^í 3.4.11 

^4e(r) = i- X3g(r) + ^ (r) 3.4.12 

he^^^ = ^R3^6eí^) " ^(3-4)^8e(^) 3.4.13 

^6e^^> = — ^5e^^^ + — ^õe^^^ 3.4.14 J C r 

Â ^ g í r ) = ^8e^^^ 3.4.15 

^8c^^^ = ~ ^7e^^' ~ ^8e^^^ 3.4.16 
^ 4 ^ 

A condição de.transversalidade, dada pelas equações 

(2.2.12b) e (2.2.12d)" fornecem'as condições de contorno pa 

ra o sistema adjunto: ' 

[x (0) â 2 ^ | d Y . ( 0 ) = 0 j = 1,2,...8 3.4.17 
J 3Yj (0) -> 

,X. (R) ^^—~] dY. (R) = 0 j = 1,2,...8 3.4.18 
^ 3Y. (0) J 

A partir da equação (2.2.1,1), pode-se escrever G 

da seguinte forma. 
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G = V j Y ^ (R)+ v^Yj (0) + v^ y 3 ( R ) + V ^ Y ^ (0) + 

V Yc íR) + V Y - ( 0 ) + V Y - ( R ) + V Y q Í O ) 

5 - 5 6 ' 7 / A O 

Aplicando a equação (3.4.17), ten-sé; 

- Para j =1,3,5,7 

[Xj (0) - .0 J d Y j l O ) = O 

Como os fluxos em r .= O não tem valores especifica

dos ,^então dYj (0) 7¿ 0 ; conclui-se que: 

Xj (0) = O -j = 1,3,5,7 

- Para j = 2 ,4 ,6 ,8 

[Xj (0) - Vj 1 dYj (0) = O 

Como as correntes em r = O tem valores especifica -

dos, então , dY^ (0) = 0 ; portanto, nada se conclui a res

peito de Xj ( 0 ) . 

Aplicando a equação (3.4.18),.tem-se: 

- Para j = 1,3.5,7: 

[ 3 l j(R ) - V J]dYj (R) = 0 
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Como os fluxos em r = R tem valores especificados, então, 

dYj (R) = O e portanto nada se conclui^ a respeito de 

Xj(R); 

- para j = 2 ,4,6,8 

[Xj (R)+0]dYj (R) = O 

Como as correntes em r = R não tem valores especifica 

dos, dYj (R) 7¿ O, concluíndo-se que as equações acima são 

satisfeitas, somente se: 

Xj (R) = O 

Tem-se , então para as equações adjuntas as seguintes con 

dições de contorno: 

Xcj(O) = 0 j = 1,3,5,7 

Xgj (R) = O j = 2,4,6,8 

e mais as equações (3.3,1.4), com o valor de n de

terminado. 

Com o que foi mostrado acima, a solução do sistema 

adjunto pode ser obtida. 

Nesse caso particular, tem-se dezesseis equações 
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diferenciais, oito para cada região, e.l6 condições de 

contorno. 

No presente trabalho a solução dos sistemas adjun

tos, em cada zona, não foi obtida, pois o controle õtimo 

foi completamente determinado somente através dos siste

mas dinâmicos . Ficaria, apenas, a duvida da continuida

de das soluções adjuntas na interface. Entretanto, essa 

dúvida é desfeita pela condição física de criticalidade 

do reator. 

3.5 - Calculo da Potência 

A potência total de um reator esférico de raio R 

é dado por: 

2 
PQT = J ^ 4Tr e r"^ N(r)Y^(r)dr 3.5.1 

Como se tem duas zonas distintas , sendo que na re

gião externa (refletor) a distribuição de combustível é 

nula, a integral acima se reduz â : 

pOT = 4Tr e r^ N (r)(r)dr 3.5.2 
o 

Utilizando a normalização feita na região central , 

Njr)Y^{r) = 1, tem-se: 
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P O 

n r^i 
T = \ 4ir E r" 

Jo 
dr 3.5.3 

n 
P O T = watts 3.5.4 

3.6- Cálculo da Massa Crítica 

A massa crítica total de um reator i dada pela in

tegral , no volume, da distribuição de combustível, ou se-

ja: 

M = ( N 
J V 

(r) dV 3.6.1 

dV = 4Tr r^dr 

4TrN(r) r dr 3.6.2 

Sendo nula a distribuição de combustível ha região 

externa , £ r £ R, tem-se: 

rr 
M = .47r N(r) r^ dr 3.6.3 

Introduzindo a equação (3.3.1.2) na equação acima , 

tem-se: 

i. p. E . N. 



45 

M = 4Tr - i 
J n V_ 

dr atoraos 3.6.4 

° ^7 de U-235 

A massa crítica, em gramas, é dada por: 

M = M X M(U-235 ) 

M(U-235) é a massa atómica do U-235 e ê o número de 

Avogadro. 
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4. RESULTADOS 

Neste trabalho, foi considerado um reator esférico 

de raio conhecido. A espessura do refletor foi encontra^ 

da pela determinação da posição da interface,ou seja.de 

^ = ̂ 1-

Para a obtenção dos resultados numéricos foram uti

lizadas as respostas normalizadas, o raio do reator e a 

concentração de combustível na interface, N Q . 

A fim de se fazer um estudo mais profundo, foram -

usados como dados de entrada várias combinações diferen-

tes^de raios e concentrações de combustível, sendo que 

para cada uma dessas combinações obtem-se uma solução 

adequada. 

Para a determinação da posição da interface, usou -

se a condição de criticalidade do reator. Neste trabalho 

foram obtidas duas respostas como solução do problema de 

interface . 

A interface encontrada mais perto do centro do rea

tor, é também uma resposta válida, pois torna o rea

tor crítico; porém, não corresponde à solução do proble

ma de controle ótimo propostov-uma vez que não maximiza 

a potência. Já a interface mais próxima da fronteira ex

terna do reator, r-̂ ,̂ corresponde à solução do problema 

proposto , resultando na distribuição ótima de combustí-

http://seja.de
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vel que maximiza a potência do reator. 

As secçoes de choque e cons'tantes de grupo, para qua 

tro grupos de energia, foram geradas pelo código de compii 

tação X S D R N / 1 3 / , considerando-se apenas uma concentração 
PO 'í 

de combustível , N Q = 0 , 6 6 7 2 8 x 1 0 átomos/ cm-̂ , dentre 

os vários valores usados no estudo, para N ^ . 

O motivo de se usar as mesmas constantes, para todos 

os outros valores considerados para N ^ , obtidas para 

N Q = 0 , 6 6 7 2 8 X 1 0 ^ ^ átomos/cm^, é que elas não variam si£ 

nificativamente e o cálculo das constantes para cada um 

dos valores de N ^ usados, apenas tornaria o trabalho mais 

extenso e dispendioso, sem obtenção de resultados mais -

realísticos. 

Como o código X S D R N não gera os coeficientes de dif_ü 

são estes foram calculados através da expressão que leva 

em conta o espalhamento anisotrópico: 

-'Th-tr 

Os intervalos de energia para cada grupo são apresen 

tados na Tabela 4.1. 
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TABELA 4.1- Intervalos de Energia para cada Grupo 

Grupo 1 2 ' 3 4 

Intervalo 15MeV-87KeV 87KeV-7KeV 7KeV-leV leV-OeV 

A Tabela 4.2 apresenta as secções de choque e constantes 

de grupo, e a Tabela 4.3 apresenta as secções de choque de 

transferência. 

TABELA 4.2- Secções de Choque e Constantes de Grupo 

Grupo 1 2 3 4 

0,08626 ^ 0,41708 0,15101 0 

0 0 0 0,01728 

0 0 0 0,043476x10^° 

a^ícm^) 0 0 0 0,051115x10^° 

^ ̂ neutrons j 

fissão 
- - - 2,442 

D (cm) 1,467 0,686 0,557 0,115 
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TABELA 4 . 3 - Secções de Choque de Transferencia 

Grupo g 
^(g-4)í°^"^J 

1 - • 0,07929 0,00697 0 

2 0 - • 0,41702 0,00006 

3 0 0 — 0 , 1 5 1 0 1 

4 0 .0 0 -

Y- A posição da interface, r^(r2),com precisão na séti

ma casa decimal, foi localizada através da equação de 

criticalidade ,-equação ( 3 . 3 . 1 . 9 ) . , ou seja: 

I (-^) g4(Wi) W.(r^) = 1 -

i=l *p4 •o"f'p4 

Para cada interface, r^ e r2, as soluções numéricas 

das variáveis de estado foram obtidas do computador 

intervalos de 0,5cm. 

em 

Os cálculos foram feitos em dupla precisão no comp£ 

tador IBM /370 Modelo 1 5 5 , do Instituto de Pesquisas Ener 

géticas e Nucleares , São Paulo, sendo o programa escrl 

to em Linguagem FORTRAN IV-G. 

Para efeito de cálculo, a densidade de potencia máxi 

"̂ ^̂  ̂ max ' foi considerada ser 60 watts/cm-^. 



50 

Os fluxos, as correntes e a distribuição ótima de 

combustível estão apresentadas, respeòtivamente, nas tâ  

belas 4,4, 4,5, e 4.6, para uma-concentração de combus-

tével, N Q = 0,8 X 10 átomos/cm^ e um raio, R = 60 cm. 

A Figura 4.1 apresenta os gráficos dos fluxos e de 

concentração de combustível , obtidos segundo as respos

tas normalizadas. Para obter o valor real basta multipli_ 

car o valor de tabela por q max/ e » para os fluxos e -

correntes. O comportamento da curva, é sempre o mesmo -

para todos os outros casos, isto 1, para qualquer outra 

combinação da distribuição de combustível e raio, mudan

do somente os valores iniciais e a interface. 

A Tabela 4.7, apresenta a lista de todas as combina^ 

ções de concentrações de combustível e raios que foram -

usadas, e que chegaram a convergir, com os respectivos -

valores de interfaces obtidos, em cm. Apresenta, também, 

os respectivos valores de potência em watts e a massa em 

gramas. 

Convém notar que somente é válida, como solução do 

problema de controle ótimo, a segunda resposta, inter

face r^. Isto significa que o reator com zona interna -

com interface r^ é um reator otimizado. 

A Tabela 4.8 apresenta a relação potência sobre ma£ 

sa para todas as combinações (fe concentrações de combus

tível e raios apresentados na Tabela 4.7. 
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r 
(n/cm^seg) 

«fa 
(cm) (n/cm^seg) (n/cm^seg) (n/cm^seg) (n/cm^seg) 
0,0 1 , 2 3 1 0,2541 0,7055 5,189 
10 ,0 1 , 2 3 1 0,2541 0,7052 5,188 
2 0 , 0 1 , 2 3 0 0 , 2 3 3 9 0 ,7026 5 , 1 7 9 
2 2 , 0 1,250 0,2538 0,7022 5 , 1 7 4 
24 , 0 1,229 0,2356 0 , 7 0 1 6 5,166 
26 , 0 1,228 0,2554 0,7008 • 5 , 1 5 4 
28 ,0 1 , 2 2 7 0 , 2 5 5 1 0 ,6995 5 , 1 5 7 
3 0 , 0 1,224 0,2526 0 , 6 9 7 5 5 , 1 1 0 . 
3 2 , 0 1 , 2 2 0 0,2518 0 ,6945 5 , 0 7 1 
3 4 , 0 .1,214 0 , 2 5 0 5 0 ,6898 5 , 0 1 1 
3 6 , 0 1 , 2 0 5 0,2286 0,6828 2,924 
3 8 , 0 1 , 1 9 1 0 , 2 2 5 7 0 , 6 7 1 6 2 , 7 9 7 
40 , 0 1 , 1 7 0 0 , 2 2 1 1 0 , 6 5 4 7 2 , 6 1 7 
42 , 0 1,156 0,2140 0,6289 2 , 5 6 9 
4 4 , 0 1,083 0 ,2030 0 ,5905 2,047 
46 , 0 1 , 0 0 1 0,1860 0,5340 1 , 6 6 8 
48 , 0 0,8735 0,1602 0 , 4 5 5 7 1,508 
5 0 , 0 0 , 6 7 5 1 0,1254 0 , 3 5 6 7 1,161 
5 0 , 8 3 4 0 , 5 5 9 1 0 , 1 0 5 5 0 , 3 1 2 1 1 , 2 5 0 
5 2 , 0 0,4083 0,0811 0 ,2509 1 , 5 5 7 
5 4 , 0 0 , 2 5 5 7 0,0482 0 , 1 5 9 9 1 , 1 2 2 
5 6 , 0 0,1256 0,0262 0 , 0 9 1 2 0,7464 
5 8 ,ô 0 ,0542 0,0114 0,0405 0,560 
60 , 0 0,0 0,0 0 ,0 0 ,0 
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r 
(cm) 2 

(n/cm seg) 
^2 2 (n/cm seg)^ ^3 2 (n/cm seg) 2 

(n/cm seg) 
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
4,0 0,9x10"^ 0,1x10"^ 0,5x10"^ 0,8x10"^ 
8,0 0,24x10"^ 0,2x10"^ 0 , 7 x 1 0 " ^ 0,22x10"^ 
12,0 0,54x10""^ 0 , 5 x 1 0 " ^ 0 , 1 7 x 1 0 " ^ 0,49x10"^ 
16,0 0,121x10"^ 0,12x10"^ 0 , 5 7 x 1 0 " ^ 0,108x10"^ 
20,0 0 , 2 7 5 x 1 0 " ^ 0 , 2 7 x 1 0 " ^ 0,85x10"^ 0,242x10"^ 
24,0 0,626x10"^ 0,62x10"^ 0 , 1 9 x 1 0 " 3 0,546x10"3 
28,0 0,1456x10"^ 0,144x10"^ 0,445x10"^ 0,1236x10"^ 
50,0 0,2236x10"^ 0,220x10"^ 0,679x10"3 0,1856x10"^ 
52,0 0,3439x10""^ 0,338x10"^ 0,1042x10"^ 0 , 2 7 7 5 x 1 0 " ^ 
54,0 0,5302x10"^ 0 , 5 2 2 x 1 0 " ^ 0,1601x10"^ 0,4118x10"^ 
56,0 0,8195x10"^ 0,802x10"5 0,2465x10"^ 0,6040x10"^ 
58,0 0 ,1270x1o"-'- 0,1249x10"^ 0,3781x10"^ 0,8701x10"^ 
40,0 0,1971x10" 0,1938x10"^ 0,5778x10"^ 0,1220x10"-'^ 
42,er 0,5065x10"-'- 0,5008x10"^ 0,8745x10"^ 0,1638x10"-'-
44,0 0,4775x10"-'- 0,4662x10"^ 0,1299x10"-'- 0,2049x10"-'-
46,0 0 ,7452x10"-^ 0,7165x10"^ 0,1861x10"-^ 0,2257x1o"-'-
48,0 0,1165 0,1068x10"-'- 0,2497x1o"-'- 0,1726x10" •'• 
50,0 0,1825 0,1438x10" •'• 0,2955x10"-'- -0,415 xlO"^-
50,854 0,2198 0,1495x10"-'- 0,2986x10"-'- -0,214 xlO"^ 
52,0 0,1629 0,1359x10"^ 0,2817x10"-'- 0,2006x10""^ 
54,0 0,9906x10" •'• 0,9216x10"^ 0,2221x10"-^ 0,1924x10"-^ 
56,0 0 ,6299x10"^ 0,6092x;10"2 0,1630x10"^ 0,2262x10" •'• 
58,0 0,4417x1o"-'- 0,4524x10"^ 0 ,1233x10"- ' - 0 , 2155x10"-^ 
60,0 0,3694x1o"-'- 0 , 5 6 2 7 x 1 0 " ^ 0 , 1 0 5 7 x 1 0 " 0,1994x10"-'-

.1- [KSTiJv O v:: 
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TABELA 4.5- Distribuição ótima de Combustível 

r 

(cm ) 

N<r) 

(at/cm^xlO^^) 

0,0 0 , 5 1 5 5 

10,0 0 , 5 1 5 7 

20,0 0,5145 

22,0 0 , 3 1 5 1 

24,0 0 , 5 1 5 8 

26,0 0 , 5 1 7 0 

28,0 0 , 5 Í 8 8 

30,0 0,5215 

32,0 . 0,5257 

34,0 0 , 3 3 2 1 

36,0 0,5420 

38,0 0,3575 

40,0 0,3822 

42,0 0,4222 

44,0 0,4886 

46,0 0,5994 • 

48,0 0,7645 

50,0 0,8615 

50,854 0,8 
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A Tabela 4.9 apresenta , para o raio R = 60 cm, as 

duas possíveis respostas de interface, para cada concen 

tração de combustível. 0 comportîimento da curva, mostr£ 

do na Figura 4.2 é sempre o mesmo, qualquer que seja o 

raio escolhido. Nota-se pela Figura, que só há respos -

ta para o problema de interface, a partir de um certo 

valor de N Q mínimo. 

Para o cálculo da integral envolvida na equação dâ 

massa crítica, equação ( 3«6 . 3 ) j foi utilizada, em dupla 

precisão, a subrotina DQHFG da"Scientific Subrotine Packa^ 

ge" / 1 5 / « Esta subrotina executa a integração de uma 

função tabelada monotonicament.e, com a primeira derivada, 

pela- fórmula Hermite de primeira ordem /14/. É considerado 

qué a função a ser integrada é contínua e pode ser dife -

renciada pelo menos- quatro vezes. 
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TABELA 4 . 9 - Respostas para o Problema de Interface 
para R = 60 cm 

(at/cm^xlO^^ 
Interface 

(cm) 
Interface r^ 

( cm ) 

0 ,8 40 , 4 5 5 5 0 , 8 3 4 

0 ,85 33,304 52,518 

0,9 28 ,805 5 3 , 3 6 0 

0 ,95 2 5 , 6 9 9 5 3 , 9 1 9 

1 , 0 23,424 5 4 , 3 3 2 

1 , 0 5 21,684 5 4 , 6 5 7 

1 , 1 2 0 , 3 1 0 5 4 , 9 2 1 

1 ^ 1 5 1 9 , 1 9 5 55,143 

1 , 2 
> 

18 , 2 7 2 5 5 , 5 2 1 
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5 . COMENTÁRIOS E SUGESTÕES 

Algumas s i m p l i f i c a ç õ e s de c a r á t e r f í s i c o fo r am f e i -

t a s .na f o r m u l a ç ã o do p r o b l e m a m a t e m á t i c o . E s s a s h i p ó t e s e s 

podem s e r j u s t i f i c a d a s a n a l i s a n d o - s e o s d a d o s f o r n e c i d o s 

p e l o C ó d i g o de Computação XSDRN / 1 3 / . O o b j e t i v o d a d i s -

c u s s ã o a b a i x o ê o de a n a l i s a r a s c o n s i d e r a ç õ e s e a p r O x i -

mações f e i t a s , e d e s s e modo m.ost rar que não i n v a l i d a m a 

s o l u ç ã o do p r o b l e m a p r o p o s t o . 

Na p r i m e i r a s i m p l i f i c a ç ã o f o i c o n s i d e r a d o que t o d o s 

o s n e u t r o n s de f i s s ã o nascem d e n t r o do g r u p o de e n e r g i a 

m a i s a l t a , ou s e j a , x i = 1 e X2 =X3 - = O . A Tabe -

I a 5 . 1 a p r e s e n t a os v a l o r e s de x o b t i d o s , p o d e n d o - s e d e £ 

p r e z a r os dos g r u p o s de e n e r g i a que não o r á p i d o . 

TABELA 5 . 1 - V a l o r e s p a r a x^̂  , i = 1 , 2 . 3 , 4 

Grupo 1 2 3 4 

x 0 ,9896 0 , 0 1 0 4 0 6 0 , 0 0 , 0 

Na s e g u n d a s i m p l i f i c a ç ã o f o i c o n s i d e r a d o que a s f i s 

s õ e s s ã o i n d u z i d a s somente p o r n e u t r o n s do g r u p o t é r m i c o . 

As Secçoes de choque m i c r o s c ó p i c a s de f i s s ã o o b t i -
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das estão mostradas na Tabela 5 » 2 . Nota-se, portanto , 

que somente a secção de choque de fissão do grupo tér

mico é significativa, podendo-se desprezar as outras 

três. 

TABELA 5 . 2 - Secções de Choque Microscópicas de Fissão 

Grupo 1 2 3 4 

a^^(barn) 1,26463 2,44487 24,8692 434,757 

A Tabela 5«3 apresenta as secçoes de choque de ab

sorção para o U - 2 3 5 , Hidrogênio e Oxigênio. Analisan -

do-se esses valores nota-se que , a terceira hipótese 

feita, ou seja, considerar somente a absorção do grupo 

térmicoj também é bastante razoável. 

Analisando-se as secçoes de choque macroscópicas de 

transferência, para cada grupo, apresentadas na Tabe -

Ia 5 . 4 , observa-se que estas são muito pequenas quando 

comparadas com as outras secçoes de choque envolvidas 

no problema , e portanto pode-se considerar que os neu

trons não são transferidos para um grupo de maior ener

gia. Assim, a quarta e última hipótese feita também é 

válida. 
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TABELA 5«3- Secções de Choque Microscópicas de Absorção 

Grupo 1 2 / 5 4 

(barn) 1,58902 3,54555 40 , 0 5 7 5 5 1 1,145 

"aí = > 

(barn) 0,0 1 , 7 6 1 x 1 0 - ^ 1 , 1 5 5 x 1 0-2 0,258919 

% ( 0 ) 
(barn) 9,576x10-5 0,0 1,758x10"^ 1,588x10"^ 

TABELA 5.4- Secções de Choque Macroscópicas de Transferencia 

Grupo g .'(S .2)(^^^> '(&-.5)^^^^^ '(&.4)(^S^^ 

1 — - 0,07929 0,006969 0 , 9 7 7 x 1 0 - ^ 

2 0,0 - 0 , 4 1 7 0 2 0,^772x10-^^ 

5 0,0 0,0 - • • 0 , 1 5 1 0 1 

4 0,0 0 ,0 1 , 0 3 2 7 x 1 0 ^ -
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O problema do reator esférico refletido proposto, em 

quatro grupos de energia, foi resolvido e também, foi e*n-

contrada a distribuição ótima de jsombustível. A teoria de 

otimização foi desenvolvida e aplicada com éxito para um 

problema típico em engenharia nuclear e resultados numéri

cos são presentados. 

No decorrer da resolução desse trabalho foi encontra^ 

do um fenômeno desconhecido previamente, que é a dupla res^ 

posta para o problema de interface. 

Apenas um dos resultados numéricos, entre todas as -

combinações feitas, foi aparesentada, uma vez que os outros 

têm 9. mesmo comportamento. Estes estão apresentados nas Ta 

belas 4.4 e 4.5 e mostram, respectivamente, os valores nu

méricos dos fluxos e das correntes calculados analiticameni 

te. 

Nota-se que o comportamento dos fluxos é achatado -

em quase todo o cerne, e próximo a interface caem rápida -

mente devido à condição de anulamento dos fluxos na fron -

teira do reator. 

O fluxo térmico , depois da interface , cerne-refIje 

tor, apresenta uma subida por causa dos neutros que esca 

pam do cerne e são imediatamente moderados no refletor. 

Para a mesma concentração de combustível e raio do 
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reator, comparando-se os resultados em dois e quatro grupos 

de energia, o"bserva-se que o valor da interface I maior pa

ra o caso de dois grupos de energia, diferindo em aproxima

damente 1 cm. Os valores da interface em dois e quatro gru

pos tornam-se mais próximos quanto maior for a concentração 

de combustível limite, * 

Obteve-se duas respostas de interface para todas as 

concentrações de combustível e raios usados, em dois e quâ  

tro grupos, de energia, No caso de quatro grupos, pela Tabe

la 4,8, nota-se que somente a segunda resposta de interfa

ce é solução para o problema proposto, pois apenas ela ma -

ximiza a potência do reator. Igualmente, para dois grupos , 

nota-se pela Tabela A-3, que há duas respostas para o pro

blema de interface e que somente a segunda resposta é solu

ção para o problema otimizado. 

A Tabela 5 , 5 apresenta os resultados obtidos para a 

posição da interface , potência e a relação potência/massa, 

para o caso de N^ = 0,8 átomos/cm^ e R=60 cm, em dois e qua. 

tro grupos de energia, Com esses resultados pode-se veri -

ficar o que foi exposto acima. 
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O motivo de se ter resolvido o problema em dois e 

quatro grupos de energia foi o de confirmar a dupla crit_i 

calidade obtida. Convém notar entretanto, que os resulta

dos em quatro grupos de energia sio mais realísticos do 

que em dois grupos. 

É importante notar que foi atingido o objetivo propos^ 

to neste trabalho, ou seja, foi determinada a distribuição 

ótima de combustível que maximiza a retirada de potência -

de um reator esférico refletido sujita aos vínculos impos

tos. 

Como sugestões pode-se propor, entre outras: 

- aplicar esta teoria de otimização e método de solução pa 

ra outras geometrias; 

- verificar se a dupla criticalidade se mantém; 

- maximizar a potência do reator sujeito a outros tipos de 

vínculos tecnológicos , econômicos ou de- segurança; 

- otimizar outros parâmetros do reator que não a distribui^ 

ção de combustível; 

- considerando-se que os reatores reais, por exemplo , PVffi, 

utilizam configuração em três regiões, será interessante, 

aplicar este trabalho em otimização para esse tipo de con 

figuração. 
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Convém mencionar que quanto a segunda sugestão, algum 

trabalho já está sendo desenvolvido e um sumário de uma 

parte do trabalho foi aceito para apresentação no AlíS Vin 

ter Meeting /16/. 
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APÊNDICE A - SOLUÇÃO PARA DOIS GRUPOS 

Nesse Apêndice , estão os resultados para dois grupos 

de energia, obtidos de modo análogo ao caso de quatro gru

pos ,apresentados no trabalho. 

Para dois grupos de energia, as equações de difusão pa 

ra as duas regiões são: 

- para a região interna com N (r) <|»2 (r) = 1 

V * 2 c í ^ ) - *2cí^? ^ ^Rl*icí^V - -a = ° 

- para a região externa , com N (r) = 0 : 

As correntes são dadas por: 

J, (r) = - D, — 4i (r) 
, dr 1 

J 2 (r) = - D2 —^ (r) 

dr 2 

Nas variáveis das equações foram usados os índices o 

e _e , respectivamente , para as regiões central e externa, 

N . 
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O sistema de difusão, pode ser escrito na forma matri_ 

cial, como: 

D V ^ ^ - i ^ + Q = o 

onde. 

D = é a matriz coeficiente de difu

são 

^Rl ° 

^Rl ^a 

é a matriz secção de choque 

9c= 

va. é o vetor constante para a re 

g i a o central ( cerne) 

9e= 

O 

O 

e o vetor constante para a re 

g i a o externa (refletor) 
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* ( r ) = 
Y g í r ) 

é o v e t o r f l u x o 

J ( r ) = 
Y2 ( r ) 

Y ^ í r ) 

e o vetor corrente 

As soluções obtidas são: 

2 • 
_ senhíwi^ : ) 

• ç = l • - - . G (w^) + <|. 
<L=1 

2 s e n h ( w . ( R - r ) ) 

* - • . V ' - i 

IP 

. G(w^) 

•^c = 1 - ° i { ^ 
i=l 

v7j^cosh (w^r) senh (w^r) 

T — ^ j 5^^i' 

? r = r°i 
i=l 

^ií 

w . c o s h (w. ( R - r ) ) senh(w, ( R - r ) ) 
_i ±—, + _i G(Wj^) 
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onde: 

senh (Wj^r-j^) 

C.=-
R ^ W ^ C O S H ( W ^ R ^ ) - S E N H ( W ^ R ^ ) 

R-J^WJJ^OOSH (W (R-R-j^) ) + S E N H ( W (R-r-L) ) 

i = 1,2 

l e a interface a ser determinada, 

ps autovalores foram determinados da equação; 

det W D - E 

ou seja, = a-i ) 

Os coeficientes de acoplamento foram determinados da 

equação: 

W . D -
1 -

. G ( W . ) = G 

ou secia, 
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G(w.) 
V ^ 2 

, onde goCw, )= —w——•¡^ (coeficiente de aco 
^2 -^1 planiento) 

. Os são tais que: 

A solução particular foi determinada da equação; 

«»p •* 

ou se^a, 

"•RI P 

^°f - ^a 
• E 

Onde a quantidade foi obtida ser : 

r,w. cos(w. (R-r, ))-i-senh(w. (R-rT )) sen]i(w.r, ) 
W (r )= ̂ ^ ^ ^ i i i i ^ 1 ,i=l ,2 

w^senh(w^R) r^ 

A interface , r^, foi determinada com o auxxlio da 

condição de criticalidade, isto é: 

2 F. . 
l (-d^) g2(w^)Wj^(r^) = 1 i 

i=l '̂ p2 o*p2 

onde N Q = NQ(r-j^) . 
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As condições de contorno forain dadas por; 

e mais , os fluxos e as correntes devem ser contínuos na 

interface, ou seja: 

^ic^^l) = ^ie^^P ' i = =^'2,5,4 

Onde os índices pares e ímpares referem-se , respectiva -

mente, às correntes e aos fluxos. 

A potencia foi determinada pela equação (3«5»4): 

POT . = ir e °f (^i)^ watts 

A massa crítica foi determinada por : 

^ o Y^(r 
M = 4Tr \ i r^dr átomos de 

Para a aplicação numérica, em dois grupos de energia, 

o espectro de neutrons foi dividido em dois intervalos; 

Grupo rápido 1 5 MeV - leV 

Grupo térmico 1 eV - - O eV 
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As c o n s t a n t e s u t i l i z a d a s p a r a o s c á l c u l o s forain g e r a 

d a s p e l o c ó d i g o d e computação XSDRN / 1 3 / , u s a n d o - s e p a r a 

i s s o uma c o n c e n t r a ç ã o de c o m b u s t í v e l ú n i c a , N^^O , 6 6 7 2 8 x 1 0 ^ * ^ 

átomos/cm"^ e e s t ã o a p r e s e n t a d o s na T a b e l a A . l . 

TABELA A . l - S e c ç õ e s de Choque e C o n s t a n t e s do R e a t o r 

Grupo 1 2 

Sj^ícm"^) 0 , 0 4 8 5 0 

( cm-1 ) 
ci 

0 0 , 0 1 7 2 8 

(cm ) - 0 , 0 4 3 5 X 1 0 " ^ ° 

ci 
- 0 , 0 5 1 1 X 1 0 " ^ ° 

D (cm ) 0 , 8 8 9 0 , 1 1 5 

V ( n / f i s s ã o ) - - 2 , 4 4 2 

P a r a a o b t e n ç ã o de r e s u l t a d o s numér i cos fo ram u t i l i z a 

d â s a s mesmas c o m b i n a ç õ e s de r a i o s e c o n c e n t r a ç õ e s de com

b u s t í v e l . P a r a c a d a uma d e s s a s combinações t e m - s e uma s o l u 

ç ã o p r ó p r i a . 

A p o s i ç ã o d a i n t e r f a c e é d e t e r m i n a d a p e l a c o n d i ç ã o de 

c r i t i c a l i d a d e do r e a t o r . Em d o i s g rupos de e n e r g i a , também 

fo ram o b t i d a s duas r e s p o s t a s como s o l u ç ã o do p r o b l e m a d e i n 

t e r f a c e . I g u a l m e n t e , como no c a s o d e q u a t r o g r u p o s de e n e r 

g i a , a r e s p o s t a de i n t e r f a c e m a i s p róx ima da f r o n t e i r a e x -

t e r n a do r e a t o r ê a que c o r r e s p o n d e à s o l u ç ã o do p r o b l e m a 
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p r o p o s t o , ou s e j a , é a s o l u ç ã o que m a x i m i z a a r e t i r a d a de 

p o t ê n c i a do r e a t o r . . 

A T a b e l a A . 2 a p r e s e n t a a l i s t ^ de t o d a s a s c o m b i n a ç õ e s 

de c o n c e n t r a ç õ e s d e c o m b u s t í v e l e r a i o s que fo ram u s a d a s -

com a s r e s p e c t i v a s r e s p o s t a s de i n t e r f a c e o b t i d a s , em cm , 

e m a i s a s p o t ê n c i a s em w a t t s e a s m a s s a s em gramas , p a r a 

c a d a v a l o r de i n t e r f a c e . Convém i n s i s t i r que somente a 

s e g u n d a r e s p o s t a do p r o b l e m a de i n t e r f a c e ê v á l i d a , como 

s o l u ç ã o do p rob l ema de c o n t r o l e õ t i m o . 

A T a b e l a A.3 a p r e s e n t a a r e l a ç ã o p o t ê n c i a s o b r e m a s s a 

p a r a c a d a r e s p o s t a ao p r o b l e m a de i n t e r f a c e . 

A TsúDela A . 4 a p r e s e n t a a s duas p o s s í v e i s r e s p o s t a s p a 

r a o p r o b l e m a de interface, p a r a o r a i o R = 6 0 cm, p a r a 

t o d a s a s c o n c e n t r a ç õ e s de c o m b u s t í v e i s u t i l i z a d a s . A F i g u 

r a A . l a p r e s e n t a a c u r v a da c o n c e n t r a ç ã o c o m b u s t í v e l p o r 

r e s p o s t a de i n t e r f a c e . 

P a r a e f e i t o d e c á l c u l o , a d e n s i d a d e de p o t e n c i a -

máxima f o i c o n s i d e r a d a s e r 60 w a t t s / cm"' 

A T a b e l a A . 4 a p r e s e n t a o s v a l o r e s dos f l u x o s , d a s 

c o r r e n t e s e da d i s t r i b u i ç ã o ó t i m a de c o m b u s t í v e l , p a 

r a a c o n c e n t r a ç ã o d e • c o m b u s t í v e l , N Q = 0 , 8 X 1 0 ^ ^ á tomos / 

cm"̂  e r a i o , R = 60 cm. A F i g u r a A . 2 - m o s t r a os 

g r á f i c o s do f l u x o e da d i s t r i b u i ç ã o ó t i m a de combus

t í v e l , o b t i d o s segundo a s r e s p o s t a s n o r m a l i z a d a s . 
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TABELA. A.4- Respostas para o Problema *de Interface para 
R = 60 cm 

^0 
(at/cm^xlO^^) 

Interface T 2 

( cm ) 
Interface r̂ ^ 

( cm ) 

0,8 35,742. 5 2 , 2 0 2 

0,85 • 2 9 , 4 5 9 5 3 , 4 3 4 

0 ,9 2 5 , 4 7 9 5 4 , 1 4 9 

0,95 2 2 , 7 2 9 54,648-

1,0 2 0 , 7 1 1 55,026 

1 ,05 19,166 55,326 

î,l .17,942 5 5 , 5 7 4 

1 , 1 5 16,947 55,782 

1,2 16,120 55,962 . 
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APÊNDICE B- ZONA SINGULAR 

• No Capítulo 2 foi comentado que, haverá zona singular, 

somente se for possível obter o controle , N(r) , explici

tamente, através da sequencia de equações (2.2 . 13 ) , e além 

disso, se for verificado o critério de Robbins, dado pela 

inequação (2.2.14). 

No Capítulo 3 foi afirmado que não existe zona singu

lar. Este fato está provado com o seguinte: supondo que exis^ 

te zona singular, neste caso yj(r)= ^¿(r) » então a Hamil

toniana fica: 

2 1 .0 
H = 4TreGfN{r)Y,y(r)r''-^ X^ (r)¥3 ( r ) ( r ) [— (r) + 

i:j^lY3^(r)-vOfN(r)Y7(r)]- ~ X3 (r)y4(r) -

- X^(r)I^y2(r)-Z(3^^2)^lí^í+^R2^3^^^1- " X5(r)Yg(r)-
r D3 

- Xe(r ) [ - i .Yg(r ) - i (^^3jY^(r ) -2 :^2->3)^3Í^J+ W5Í^ > 3 -

- 1- X 7 ( r ) Y 3 ( r ) - X 8 ( r ) r ^ ( r ) -Z ^^^^^jY^ ( r ) - I ^2-4^Y3 ( r ) -

" ^(3-^4)^5 (^>+ Y7(r)+N(r)a^ Y.̂  (r) ] 
B. 1 

!. E.- N-
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Então, tem-se: 

3H = O = Y-(r) [4T7ea^r'^+ X2 (r) va^-q^Xg (r)] 

B.2 

Onde Yr;(r) é o fluxo térmico e, portanto, não pode " 

ser nulo, para qualquer ponto r E . Como a equação (B.2) 

deve ser verificada para todos os valores de r, concluí -

se que: 

[4Treo^r^+ vo^Xg (r) - X8(r)]= O 5^3 

— (—) = O = — Y_(r).[4Tre a,r^ + X2 (r) va.-a^Xs (r)l + 
dr 3N dr ^ ^ f a 

+ Y-(r). — [4Tre a^.r^+X2 (r) va^ - Xgír)] ^'^ 
dr ^ 

Utilizando-se as equações'(2.2.9) e (2.2.10), ou seja, 

Xi " 3 " e x^=- —II para i = 1,2.5....8, e le

vando em consideração a equação (A.5) , a equação acima to

ma a forma: 

dÍ~ (|f)=0=Y,7(r)[ 8Treafr + vo^íXiCr) + 1- x^ir)) + 

" °a^ — ^7<r) + ^ X8(r ) ) l B 5 

°4 ^ 
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Mas , Y ,^ ( r ) j¿ O, e n t ã o : 

[SIR . e a . r + V < J . ( — X' ( r ) + — f r ) ) - a ^ ( — X^ ( r ) + 

°1 ' ^ " ^4 

+ X 8 ( r ) ) ] = O B.6 

C o n s i d e r a n d o - s e e s s a i g u a l d a d e , p o d e - s e e s c r e v e r : 

— ( — ) = O = Y , , ( r ) - ^ [S i reof r + X . ( r ) + ^ ^ X „ ( r ) 

d r 
2 8 N d r D, 

1 • r 2 

F - F 

X7(r) - — ^ Xs ( r ) 
vo f : 

= Y^^ír) ] = Y^^ír) [8Trea£+ — - X^ ( r ) + 

2 v a , 2a 2a^ 
X , ( r ) ^ X - ( r ) + — X f r ) - — ^ X ( r)l= O 

2 8 

B.7 

Còino X. 
3 H 

A Y . 
, e n t ã o : 
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Xl ( r ) = X 2 ( r ) Zj^j^-Z ( 1 ^ 2 ) ^^^"^ ( l -*3)^6 ( r ) - Z (1^.4) ( r ) 

X 2 ( r ) = i - Xi ( r ) + | - X 2 ( r ) 

X y í r ) = -(4Trea^r2 + va^X2 ( r ) - o ^ X a ( r ) ) N ( r ) 

X 8 ( r ) = i - X 7 ( r ) + f XgCr) 

S u b s t i t u i n d o - s e a s e q u a ç õ e s ac ima em ( B . 7 ) ^ n o t á n d o 

s e que em X7 , 0 t e rmo que m u l t i p l i c a N ( r ) ê n u l o ( e q u a 

ç ã o (B . 3 ) o b t e m - s e : 

[S i reof - ^(Zj^^X2(r) -Z j ^ _ ^ 2 ) ^ ' . ( r ) - ^ ( i ^ 3 ) ^ 6 ( r ) -
^ 1 

2 v a ^ 2 v a ^ , 
( r ) l ^ \zir)+ — r ^ ( — Xj ( r ) + 

^^^^ r"^ r D 
2 ^ F 2 o ^ 

+ i X 2 ( r ) ) + X 8 ( r ) - I i - X 7 ( r ) + - ^ X8(r)l= O 
í r ^ r ° 4 r 

B . 8 

Assim-, s u c e s s i v a m e n t e , p o d e - s e v e r i f i c a r a s e q u ê n 

c i a de e q u a ç õ e s ( 2 . 2 . 1 3 ) , s endo q u e , s õ a p a r e c e o c o n t r o 

l e N ( r ) quando o í n d i c e d a s d e r i v a d a s , M, f o r p a r ; e n e ¿ 

s e c a s o o c o n t r o l e e s t á sempre m u l t i p l i c a d o p e l o term.o -

n u l o dado p e l a e q u a ç ã o ( B . 3 ) . C o n s e q u e n t e m e n t e , não é p o s 

s l v e l e n c o n t r a r uma e q u a ç ã o na q u a l o c o n t r o l e N ( r ) apa -

r e ç a e x p l i c i t a m e n t e e não s e j a m u l t i p l i c a d o p ò r um c o e f i 

c i e n t e n u l o . N e s t e c a s o , f i c a p r o v a d o que a zona s i n g u l a r 

não e x i s t e . 
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