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APLICACAQ DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA SOLUCAO DA
EQUAGAO DE DIFUSAO EM ESTADO ESTACIONARIO

SHIZUCA ONO

RESUMO

A solucao da equacao de difusdo de neutrons em esta
do estacionario & obtida atraves do método dos elementos fini
tos. Especificamente, usa-se a técnica variacional para pro-
blemas em uma dimensao e o método dos residuos ponderados (Ga
Terkin) para problemas em uma ou duas dimensoes. Elementos re
tangulares sao utilizados para a divisao do dominio espacial
e o fluxo de neutrons e aproximado por fungdo linear (caso uni
dimensional) e funcao bilinear (caso bidimensional).

Resultados numéricos sao obtidos por meio de um pro
grama de computador em linguagem FORTRAN IV, e comparados com
os fornecidos pelo codigo CITATION de diferencgas finitas. Os
resultados mostram que funcoes lineares ou bilineares (2D) nao
descrevem satisfatoriamente os parametros diferenciais para
nuicleo de reatores com grande heterogeneidades, mas apresen-
tam bons resultados para os parametros integrais como o fator
de multiplicagao.



ON THE APPLICATION OF FINITE ELEMENT METHOD IN THE SOLUTION
OF STEADY STATE DIFFUSION EQUATION

SHIZUCA ONO

ABSTRACT

The solution of the steady state neutron diffusion
equation is obtained by using the finite element method.
Specifically the variational approach is used for one dimen-
sional problems and the weighted residual method (Galerkin)
for one and two dimensional problems. The spatial domain s
divided into retangular elements and the neutron flux is ap-
proximated by linear (one dimensional case), and bilinear (two-
dimensional case) functions.

Numerical results are obtained with a FORTRAN IV
computer program and compared with those obtained by the finite
difference CITATION code. The results show that linear or bi-
linear functions, do not satisfactorily describe the differential
parameters in highly heterogeneous reactor cases, but provide
good results for integral parameters such as multiplication
factor.
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CAPTITULO I

1.1. INTRODUCAO

A analise de muitos fenomenos na natureza conduz a
modelos matematicos complexos que resultam em equagoes dife-
renciais ou integro-diferenciais, que procuram descrever ocom
portamento do fenomeno. Sao frequentes as situagoes onde solu
¢oes analiticas rigorosas para estes modelos nao sao facilmen
te encontradas ou mesmo sao inexistentes. Uma alternativa se-
ria simplificar o modelo matematico que descreve o fenomeno-
fisico em estudo para se obter uma equacao diferencial possi
vel de ser analiticamente solucionavel. Entretanto, a vanta-
gem em obter-se solugoes analiticas, e portanto "exatas", & di
minuida pelo fato de ter-se modelado o sistema fisico de uma
maneira ndo realistica, e portanto, essas equagdes, assim ob-
tidas, nao descreveriam rigorosamente o fenomeno em analise.
Uma outra maneira de se contornar as dificuldades de calculo,
e usar tecnicas numericas que levam as solugOes tambem aproxi
madas devido a discretizacao das variaveis envolvidas. Com o
advento dos modernos computadores e possivel obter-se discre-
tizagoes tao pequenas quanto se queira, embora restrita pelas
Jimitacoes do computador. Assim as tecnicas numericas ganha-
ram maiores perspectivas e estao sendo cada vez mais emprega-
das nas solucoes das equacoes diferenciais, permitindo entao
modelos finais mais realisticos, embora ndo fornecendo resul-
tados “exatos"”.

Com o aumento da capacidade dos computadores digi-
tais, surgiu na comunidade cientifica um "consenso" de que
qualquer problema pode ser solucionado numericamente por meio
do computador. Entretanto, mesmo sabendo-se do enorme poten-
cial dos metodos numericos e da capacidade da maquina, inume-
ros problemas sdo ainda impossiveis, e alguns casos imprat?cé
veis, de serem solucionados mesmo numericamente. Tais limita-
goes ocorrem por varias razoes; uma delas & a limitacdo devi-
do a impossibilidade de certos problemas serem modelados com-



pletamente, e outra e a necessidade de um tempo de computador
proibitivo para o calculo numérico. A solugdo para tais impas
ses envolveria um maior desenvolvimento tecnoldgico para se
obter maior eficiéncia da maquina e desenvolvimento de tecni-
cas numéricas mais poderosas. Desta forma e crescente a pes-
quisa em tecnicas numeéricas, visando atingir estes objetivos.

Dentre as varias tecnicas, o metodo dos elementos
finitos (MEF), objeto de estudo deste trabalho, e considerado
como uma das mais promissoras, devido a certas vantagens so-
bre outras tecnicas, como: utilizacao de malhas relativamente
grandes, emprego de funcoes de alta ordem, versatilidade na’
modelagem de geometrias irregqgulares, etc.

1.2. HISTORICO

0 MEF /6,18,24,44/, como um instrumento de analise,
foi inicialmente usado em problemas de mecanica estrutural na
engenharia civil, mas logo seu campo de aplicacao foi amplia-
do a outras areas da engenharia.

E dificil estabelecer a sua origem e o momento de
sua concepcao. 0 conceito de analise estrutural surgiu por
volta de 1900 com Maxwell, Castigliano e Mohr entre outros
/18/. Esse conceito representou o principio da metodologia de
analise matricial de estrutura, que € a base da analise por
elementos finitos da mecanica estrutural,

No inicio, o desenvolvimento do MEF foi lento, devi
do a limitagoes praticas na solucao numerica das equacoes al-
gebricas, e pelo fato desse método exigir calculos repetiti-
vos e muitas vezes iterativos de conjunto de equacoes simu1t§
neas. A solucao manual, como era feita, tornava-se trabalho-
sa e inviavel, limitando-se a aplicacdo do MEF na solugdo de
problemas simples. Com o desenvolvimento da eletronica apare-
ceram os computadores digitais na década de 1950, e foi possi



vel ent3do substituir os calculos manuais arduos e demorados
pelo calculo por maquina, obtendo-se assim solucoes com maior
rapidez e precisdo, e como consequencia, o MEF teve um rapido
desenvolvimento.

Antes de 1950 pode-se citar Hrenikoff /24/ que mos-
trou que solucao numerica do problema estrutural para um soO-
1ido reqular poderia ser obtido substituindo-o por um conjun-
to simples de barras. Courant /24/, em 1943, solucionou o pro
blema de torcao de St.Venant, aproximando a funcgao deformacao
em cada um dos elementos triangulares e formulando a solugao
do problema atraves do principio da energia potencial anima.‘

Em 1959, Greenstadt /24/ esbogou uma aproximacao
por discretizacdo envolvendo "celulas", isto &, imaginou o do
minio do problema dividido em um conjunto de subdominios ad-
jacentes. Nesta teoria, descreveu um procedimento para repre-
sentar a funcdo incdgnita por uma série de funcdes bases cada
qual associada a uma "celula", e analisando o principio varia
cional apropriado em cada "celula". A teoria de Greenstadt per
mite usar malhas de forma irregular, e contém muitas das ideias
essenciais e fundamentais que servem de base matematica para
o MEF, como este & conhecido atualmente.

A popularidade do MEF aumentou na area da engenha-
ria no inicio da decada de 1960, com trabalhos significativos
de White - Friedrichs e Turner e seus colaboradores /24/.
White e Friedrichs usaram elementos triangulares para solucio
nar equacoes diferenciais, a partir do principio variacional.
Turner e seus colaboradores em 1967 introduziram o método di-
reto da matriz de rigidez, como & conhecido hoje, sendo que
esses estudos permitiram a solugcao de problemas complexos da
teoria da elasticidade. Com o tratamento dos problemas de elas
ticidade no plano, por Clough /58/, em 1960, a eficacia do
MEF foi estabelecida.

As bases matematicas do método foram solidificadas
com Bresseling e outros pesquisadores / 24/ os quais reconhe-



ceram que o MEF era uma forma variante do metodo de Ritz.

A partir de 1965 esta tecnica teve uma interpreta-
¢cao mais ampla com Zienkiewicz e Cheung /58/, os quais verifi
caram a sua aplicabilidade a toda classe de problemas que po-
dem ser moldados na forma variacional.

1.3. CAMPO DE APLICAGAO DO MEF

Os trabalhos praticos iniciais, aplicando esta tec-
nica, foram realizados no campo da mecanica dos solidos, mais
precisamente na area de calculo estrutural, onde alcangou 0
seu mais alto grau de desenvolvimento.

A faixa de aplicagoes possiveis do MEF estende-se a
quase todos os ramos da engenharia, onde o comportamento do
sistema pode ser descrito por equacoes diferenciais. Como e-
xemplos, em transferencia de calor, hidrodinamica, engenharia
hidraulica, engenharia aeroespacial, engenharia mecanica, etc.
/18,24/. Programas computacionais elaborados usando como fer-
ramenta o MEF sao disponiveis para analise da estrutura de ae
ronaves, na arquitetura naval, na analise do vaso de pressao
de concreto protendido de reatores nucleares e outros proble-
mas basicos da engenharia civil estrutural /24/. A razao do
amplo uso do MEF na mecanica dos solidos e fluidos & devido
as vantagens da técnica, tais como: o tratamento com relativa
facilidade e exatidao de geometrias regulares e irregulares,
tratamento de heterogeneidades e quaisquer combinagoes dascon
digoes de contorno.

1.4. APLICAGAOD EM FISICA DE REATORES

0 calculo do nucleo* de um reator nuclear @ a pri-

* NOCLEO do reator & o local onde sdao induzidas e mantidas as reacOes de
fissao e onde se produz energia /11/.



meira etapa do projeto do reator. Os calculos sao realizados
para se determinar um conjunto de parametros do nucleo que tor
nara a operacao do reator segura, confiavel e economicamente
viavel no nivel de potencia de projeto durante toda a sua vi-
da Util. A maneira pela qual € realizada essa tarefa & pela
formulagcao de modelos teoricos que procuram descrever o com-
portamento da populacao de neutrons dentro do niicleo e a solu
¢ao numerica das equacoes que descrevem esse modelo atraves
dos codigos nucleares*. Un destes modelos €& a conhecida teo
ria de difusao, a qual permite um tratamento do comportamento
espacial e energetico (multigrupo) dos neutrons e fornece re-
sultados com precisao suficiente para a maioria dos problemas
de interesse da fisica de reatores.

Varios procedimentos numericos tem sido desenvolvi-
dos objetivando a solugao de problemas éstaticos, bem como de
pendentes do tempo de reatores nucleares, tanto para a equa-
cao de difusao como para a equagao de transporte. Os estudos
destas tecnicas visam um ganho em termos de tempo de processa
mento nos computadores, bem como a melhoria da precisao nume-
rica. Dentre as varias tecnicas numéricas, o meétodo das dife-
rencas finitas & uma das mais conhecidas e de desenvolvimento
teorico relativamente simples, e por isso uma das mais empre-
gadas na solucao da equacao de difusdao em codigos nucleares.
0 metodo das diferencas finitas consiste basicamente em trans
formar uma equacao diferencial em equacao de diferengas fini-
tas atraves da partigao do dominio da variavel independente pa
ra se obter valores discretos sobre intervalos finitos das va
riaveis dependentes.

Para se obter uma precisao numerica aceitavel o me-
todo das diferengas finitas requer uma particao da variavel
espacial em malhas relativamente pequenas (da ordem do compri
mento de difusao do material), e portanto o numero de incogni-

* CODICO nuclear & um programa de computacdo que utiliza metodos numeéri-
cos para solucionar problemas de interesse da Engenharia Nuclear, com
intuito de fornecer resultados usados nos projetos de reatores, anali
se de seguranga de centrais nucleares ou na administracao do combusty
vel nuclear /55/. -



tas a ser calculado torna-se proibitivo, porque envolve o uso
de uma quantidade consideravel de memoria e tempo computacio-
nal. Esfas dificuldades aumentam ainda mais no caso de modela
mento do nucleo de um reator nuclear, onde se requer a anali-
se em geometria multimensional e de composicao heterogenea, tor
nando-se extremamente dispendioso tal procedimento.

0 sucesso alcancado na aplicagao do MEF em grande
variedades de problemas em outras areas da engenharia tem re-
sultado em um crescente interesse em utilizar-se desta tecni-
ca na solugcao de problemas de fisica de reatores, principalmen
te pelo fato das varias dificuldades existentes na aplicagao
do metodo das diferencas finitas poderem ser superadas.

1.5. OUTRAS TECNICAS DE SOLUCAO DA EQUACAO DE DIFUSAO
1.5.1 - Metodo das diferencas finitas

E o méetodo convecional utilizado pela majoria dos co
digos nucleares que resolvem problemas de fisica de reatores,
com o modelo de difusao, como o CITATION, PDQ, etc.

Primeiro, obtem-se uma malha espacial pela discreti
zagao do dominio da variavel espacial. A equagdo diferencial
e entao escrita na forma de equacao de diferencas nesta malha.
Varios esquemas sao disponiveis, para gerar uma representacao
da equagao diferencial em equacao de diferengas finitas. Uma
delas € a expansao em serie de Taylor para a variavel dependen
te para se obter uma aproximagao para o termo que contem 0 ope
rador diferencial /11/. Assim, ‘como exemplo, seja resolver a
equacao:

d?¢
dx?

- D (x) + Za ¢(x) = S(x), Xx €D (1.5.1.1)

com as condicoes de contorno ¢(0) = ¢(a) = O para um problema
de geometria tipo placa de espessura a discretizada como ilus
trado na figura 1.5.1.
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Fig.1.5.1. TIlustragao da discretizagao espacial utilizada pe

1o método de diferengas finitas.

Expandindo ¢ em série de Taylor nos pontos Xj.1 ©

X , em termos de seu valor no ponto X tem-se:
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l
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Somando as equacoes 1.5.1.2 e 1.5.1.3 segue
2 ¢ . = 2¢) + d)._
d o = i+l i i-1 (1.5.1.4)
dx? 14 A?

Entao a equagao 1.5.1.1 escrita como equacdo de diferengas fi
nitas e da forma:

ay biiq * by by b ocy b7 Si, (1.5.1.5)

i=1,2,...N-7,

Estas equagoes juntamente com as condig¢Ges de contorno formam
o sistema de equagoes alg&bricas para N+1 incognitas que podem
ser solucionadas por um algoritmo adequado.

Un outro esquema de se obter as equacgoes de diferen
cas finitas consiste em integrar a equacao diferencial origi-



nal sobre um intervalo arbitrario da malha e aproximar conve-
nientemente estas integrais usando valores medios simples ou
formulas de diferencgas para se obter um conjunto de equacgdes
similares a equagao (1.5.1.5) /11,41/.

Com o objetivo de contornar as limitacoes do metodo
das diferencas finitas, outras tecnicas tem sido investigadas
a fim de se obter maior eficiencia. Pode-se citar dentre ou-
tros o metodo de sintese, os varios tipos e combinacOes - do mé-
todo nodal de malhas largas e o metodo de Monte Carlo.

1.5.2. Metodo de sintese/2/

Como citado anteriormente, os calculos numericos de
equacoesdiferenciais multidimensionais requerem grande quanti
dade de memoOria e tambem dispendem tempo computacional eleva-
do. Com a finalidade de minimizar esses parametros, o metodo
variacional e o metodo dos residuos ponderados podem ser em-
pregados com uma tecnica que soluciona problemas multidimen-
sionais, expressando a solucao em problemas de menores dimen-
soes. Para um problema tridimensional, por exemplo, a varia-
vel independente & formulada como uma combinacdo de resulta-
dos de problemas de uma e duas dimensoes. Isto @ basicamente
o método de sintese. No esquema de sintese as fungoes de apro
ximacao sao fortemente dependentes do problema, sendo um dado
conjunto de funcao usualmente empregadas numa classe restrita
de problemas. Portanto para problemas complexos, o sucesso des
se método depende principalmente da selegao adequada das fun-
coes de aproximacao, requerendo assim alguma experiencia.

1.5.3. Métodos nodais /11,20,22/

Sao metodos computacionais de malhas largas, onde o
reator e particionado em zonas relativamente grandes, chama-
das nodos. A ideia fundamental dos metodos nodais consiste em
relacionar a corrente de neutrons através das interfaces en-



tre dois nodos aos fluxos medios nesses nodos, por meio dos
chamados coeficientes de acoplamento. Esses coeficientes sao
interpretados como probabilidade de um néutron nascer em uma
celula nodal e se difundir em outras celulas. Portanto a cha-
ve do metodo esta em determinar esses coeficientes de acopla-
mentos nodais, que sao usualmente efetuados de maneira aproxi
mada assumindo-se geralmente fonte plana e composigao unifor-
me em cada nodo. Alguns dos metodos nodais ndo dependem expli
citamente da teoria de difusao de neutrons, entretanto, quan-
do a determinacao dos coeficientes de acoplamento e feita com
base na teoria de difusao, esta devera ser valida na superfi-
cie de separacao dos nodos.

Se o tamanho dos nodos e os coeficientes de acopla-
mento nodais sao apropriadamente escolhidos, entdao o método no-
dal pode ser extremamente util em gerar- distribuicdo de flu-
x0s e potencia em geometrias multimensionais, com precisdo ra
zoavel e grande economia de tempo e memoria computacional, quan-
do comparado ao metodo de diferencas finitas.

1.5.4. Medoto de Monte Carlo /41/

Monte Carlo € um metodo numérico baseado na teoria
estatistica usando numeros aleatorios. A aplicabilidade da
tecnica de Monte Carlo em fisica de reatores estd ligada ao fa
to do comportamento das particulas serem probabilisticas sen-
do governadas por distribuigao de probabilidade, e as segoes
de choque serem interpretadas como uma probabilidade de inte-
ragdo. Nesse método um conjunto de histdrias sdo geradas, "se
guindo-se" individualmente o ndutron através de sucessivas co
lisoes, sendo o local, direcao e energia do neutron emergente
determinados atraves de tecnicas de amostragem.

0 metodo de Monte Carlo ndao €& restrito pela comple-
xidade da geometria ou numero de variaveis independentes. 0
obstaculo, entretanto, & o tempo computacional necessario pa-
ra se obter resultados com significancia estatistica.
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Um codigo nuclear que utiliza esse metodo e o KENO
/46/, sendo um programa para analise de criticalidade em mul-
tigrupo. Sistemas tri-dimensionais podem ser facilmente des-
critos, sendo possivel o tratamento de geometrias complexas.

1.6. OBJETIVO DO TRABALHO

0 objetivo deste trabalho foi o estudo da aplicagao
do metodo dos elementos finitos na solucdo da equacdo de difusdo de
neutrons. Para tal, desenvolveu-se programas de computacao que
possibilitaram a solucao de problemas em geometria uni e bi-
dimensional, os quais foram aplicados em varios problemas a-
mostras, sendo seus resultados comparados com os obtidos com
o CITATION / 13/. Salienta-se que neste trabalho, nao se pro
curou introduzir nenhum novo conceito numerico no MEF, nhem
se procurou desenvolver um programa de computador eficiente
que pudesse ser competitivo com os codigos ja existentes, que
utilizam a tecnica dos elementos finitos. Entretanto, este
trabalho fornece uma descrigcao sobre o "estado da arte " da
aplicacao do MEF em Fisica de Reatores, bem como um programa
que, apesar de nao otimizado e restrito quanto a precisao, per
mite o calculo da distribuicao de neutrons, do fator de multi
plicacao, em geometria X-Y, simulando o nucleo de reatores nu
cleares. -
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CAPTTULO II

REVISAO BIBLIOGRAFICA DO MEF EM FISICA DE REATORES

Neste capitulo sdo apresentados de modo sumario os
principais trabalhos da aplicagao do MEF na solugao da equa-
cao de difusao e na solugao da equagao de transporte (separa-
damente).

Cronologicamente o inicio dos estudos de aplicagao
do MEF na teoria de difusao e transporte sao, quase que, Si-
"multaneas. A justificativa para tal comportamento reside no
fato de que em fisica de reatores, tanto a teoria de difusao
como a teoria de transporte sao areas j% bem estabelecidas.Por
outro lado, o MEF ja possui estudos exaustivos e aplicagoes
praticas reais em projetos de outros campos da engenharia,com
base matematica bem definida, permitindo assim aos pesquisado
res em fisica de reatores uma aplicacao mais direta desta tec
nica.

A revisao bibliografica aqui apresentada & um pa-
norama em ordem cronologica, sem levar em consideracdo o pro-
cesso evolutivo da aplicagao do MEF em problemas de interes-
se da fisica de reatores. As principais publicagoes relaciona
das tanto a teoria de difusao como a teoria de transporte,apa
recem no principio da decada de 1970.

Dentre os primeiros trabalhos em difusdao de neutrons
destacam-se os de Semenza, Lewis e Rossow /52/ em 1972, 0s
quais tratam da solucao da equagao de difusao de néutrons em
multigrupo pela técnica variacional usando polinomios linea-
res de Lagrange para fungoes interpolantes em elementos trian
gulares, e polinomios bilineares para elementos retangulares.
Do mesmo periodo podem-se citar: Kaper et al. /28/ (1972), Na
kamura e Ohnishi (1972) /42/ e Kang e Hansen /26,27/, (1973).
Os primeiros utilizaramuma aproximagao de alta ordem, usando
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0o principio variacional para solucionar a equagao de difusao
multigrupo em duas dimensoes e comparam 0S resultados com 0
metodo das diferencas finitas de baixa ordem, Nakamura e
Ohnishi apresentaram uma solugao iterativa para a equagao matri
cial de elementos finitos com enfase no esquema de aceleragao.
Adotarama tecnica iterativa SOR (successive-over-relaxation ),
sendo o trabalho restrito a elemento triangular e geometria bi
dimensional X-Y.

Em 1974, novamente Hansen juntamente com Deppe /9,
10/ publicaranum trabalho onde solucionam a eguacao de difusao
em multigrupo, bidimensional, em estado estacionario, pela ex
pansao do fluxo incognita em polinomios bicubicos de Hermite.
A formulagcao matricial e obtida aplicando a técnica de Galerkin
e 6 conjunto das equagoes € solucionada pelo metodo iterativo
e fatorizagao de Cholesky e apresentam resultados numéricosog
tidos por meio do programa CHD, por eles desenvolvidos. A
principal conclusao deste trabalho e a viabilidade de se es-
tender o dominio das fungoes de expansao sobre regioes hetero
geneas e portanto descrevendo realisticamente a dependénciaes
pacial das secoes de choque.

Dois anos mais tarde, Biswas et al. /8/ publicaram
um artigo introduzindo um metodo simples de gerar equacdes ma-
triciais, para solugao da equagao de difusao multigrupo, usan
do um "sistema de coordenadas naturais". Neste trabalho e fei
to um estudo comparativo de elementos triangulares com modelo
linear e quadratico e elementos retangulares com modelo bili-
near, para mostrar a eficiencia relativa do metodo proposto.
A interpplagao quadratica mostra ser computacionalmente su-
perior a modelos lineares e bilineares, fornecendo um erro re
lativamente menor para o fator de multiplicacao. Mostraram ain-
da a flexibilidade do tratamento por elementos finitos no cal
culo da reatividade.

Com Franke /14,15,16/, em 1976, tem-se a solugao da
equacao de difusaoc em estado estacionario por elementos fini-
tos em tres dimensdes espaciais. 0 autor desenvolveu um progra
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ma onde usa elementos de forma tetraedrica. 0 fluxo de neu-
trons € interpolado por polinomios de Lagrange, e sao aceitas
condicoes de contorno homogeneas. A partir deste, foram publi
cados varios trabalhos em tres dimensoes, destacando-se ainda
nessa mesma epoca, Kavenoky e Lautard /30/, Misfeldt /38,39/,
em 1977. Kavenoky e Lautard fizeram o calculo de deplegao
com segao de choque dependente do espago em duas e tres dimen
soes. Posteriormente, Lautard /32/ apresentou um novo metodo de
elementos finitos com integracao numerica Gaussiana que permi
te o uso de malhas grandes com maior precisao e rapidez, em
problemas de duas e tres dimensoes espaciais. Misfeldt aplicou
a técnica para solucionar a equacao de difusdo em trés dimen-
soes e em multigrupo.

Um estudo do comportamento das singularidades e a
influencia na ordem de convergeéncia foi realizado por Hennart
e Mund /21/ em problemas de difusao a duas dimensodes. Neste
trabalho a escolha dos elementos e descrita para uma dada con
figuracao do reator.

Em 1978, Ise., Yamazaki, Nakahara /25/ desenvolveram um
programa de computador (FEM-BABEL) em tres dimensdes espa-
ciais onde utilizam uma combinagao de elementos prismas trian
gulares e retangulares para simular a geometria do reator. De
senvolveram um algoritmo baseado no metodo de Galerkin e ado-
taram um metodo de aceleragao para resolver o sistema de equa
¢oes de uma maneira otimizada. DIFGEN & um outro programa de-
senvolvido por Schmidt /50,51/ que resolve problemas em duas
e tres dimensoes com a equagdo de difusdo em estado estaciona
rio e transiente. Sao possiveis o uso de elementos triangula-
res, quadrilateros e de contornoscurvos, permitindo espalhamen
to para cima e sendo disponiveis todas as condigoes de contor
no usuais.

Uma nova tecnica de solugao da equacao de difusao
por elementos finitos foi desenvolvida por Azekura /4,5/ em
1980. Nesse novo metodo a precisao do calculo & melhorada a-
crescentando-se pontos nodais imaginarios e subdividindo-seca
da elemento trianguliar em tres subelementos quadrilateros. No
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processo de solucdo das equacoes algebricas as variaveis adi-
cionais incognitas sao eliminadas de tal modo que o numero de
incognitas permaneca a mesma do MEF usual.

Mais recentemente, Nakata /43/ desenvolveu um novo
método de calculo de reatores, onde acopla o MEF com a tecni
ca da matriz resposta, para solucionar a equagao de difusao
nao homogenea, na forma fraca. Usando o formalismo wusual da
tecnica da matriz resposta, o nucleo do reator & dividido em
malhas largas, e a solucao global e obtida relacionando malhas
adjacentes por meio das correntes parciais nosS respectivos
contornos. O MEF e aplicado nos calculos para cada malha gros
sa, com o objetivo de solucionar a equagao de difusao, com cor
rentes parciais incidentes no contorno. Os resultados obti-
dos na solucao de problemas padroes como 2D-IAEA e BIBLIS pro
vam a capacidade do método para solucao de problemas praticos.

Do Ultimo seminario sobre aplicagao do MEF em calcu
los de blindagens /57/ valem citar os trabalhos de Shuttleworth,
Grenfell e Armishaw. 0 primeiro desenvolveu um programa de com
putador (FENDER), o qual soluciona a equagao de difusao usan-
do o MEF com ate 1000 elementos, e com uma variedade de alter
nativas nas condicoes de contorno. Um outro programa de com-
putador usando o MEF e visando aplicacao em blindagem de ra-
diacao foi desenvolvido por Grenfell. Soluciona a equacao de
difusdo em estado estacionario em tres dimensoes com dependen
cia energetica. Armishaw e seus colaboradores desenvolveram um
programa (FEDTRAN) que utiliza o MEF em conjuncao com a téec-
nica de Monte Carlo.

Paralelamente a aplicagao do MEF na solugao da equa
cao de difusao, surgiram trabalhos aplicando o MEF na solugao
da equagao de transporte. Deste entaoc, uma grande variedade
de tecnicas tem sido estudadas tanto para a forma tradicional
da equacao integro-diferencial de transporte de primeira or-
dem, a qual nao €& auto adjunta, como na forma da equagao de
transporte de segunda ordem para os fluxos de paridade par e
impar, a qual €& auto-adjunta e que portanto possui um funcio-
nal associado que minimizado fornece a solugao.
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Dos primeiros trabalhos, pode-se citar o de Pitka-
ranta e Silvennoisen /47/, de 1972, calculando a espessura
critica de um reator tipo placa por meio da discretizagcao da
equacao de transporte em um grupo. Neste trabalho citam que
para uma dada ordem de aproximacao e possivel aumentar a pre-
cisdo usando tamanho de elementos variaveis. Os mesmos pesqui
sadores, posteriormente, /48/, trataram de problemas em multi
grupo com o esquema de aproximagdo baseado no principio varia
cional da equacao de transporte monoenergetico na forma auto
adjunta.

Miller, Lewis e Rossow /36/ , usaram polindmios T1i-
neares continuos , para aproximacao do fluxo angular em uma
dimens3ao. Tratam de geometrias cilindrica , esferica e plana,
com espalhamento isotropico. Posteriormente /37/ suas pesqui-
sas foram estendidas a duas dimensoes em geometria plana (X-Y)
com modelo monoenergetico. Neste trabalho utilizaram fungoes
bilineares para a variavel angular, e linear ou bilinear para
a variavel espacial, sendo possivel a utilizacao de elementos
triangulares ou retangulares na variavel espacial com orienta
cao arbitraria. Ainda em duas dimensoes e geometria cilindri-
ca, Horikami e um grupo de pesquisadores /23/, em 1974, desen
volveram um algoritmo em multigrupo onde o MEF e aplicado a
variavel espacial com elemento retangular, e sendo a variavel
angular aproximada pela tecnica das ordenadas discretas. A
técnica utilizada no MEF e a de Galerkin com polinomios de in
terpolacao bilinear, cubico e bi-quadratico de Lagrange.

Kaper, Leaf e Lindeman /29/ '~ usaram como funcgao
de interpolacao polinomios de Lagrange para obter a solugao
numerica da equacao de transporte, em estado estacionario, no
modelo de multigrupo, em duas dimensoes espaciais. 0 procedi-
mento e baseado na formulagao variacional da equacdo de trans
porte de 22 ordem de um grupo, sendo limitado a elementos trian
gulares e espalhamento isotropico.

Em 1975, Yuan e outros pesquisadores /56/, analisa-
ram resultados obtidos pela aplicagao de tres metodos iterati
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vos a equacao de transporte monoenergética, discretizada atra
ves do MEF: “point SOR", "block SOR" e "accelerated block SOR"
Dois esquemas de alocacao de memoria sao usados; o primeiro
permitindo a triangulacao arbitraria do dominio espacial en-
quanto o segundo e restrito a malha retangular. Ainda, desse
periodo valem citar os trabalhos de Lewis /33/ e Martim /34/.
Lewis inclui no cadlculo do transporte de n€utrons em celulas
bidimensionais em geometria X-Y, a representacao de regioes
com interfaces curvas. Martim faz analise das taxas de conver
gencia para a solucao em geometria unidimensional. Um outro
trabalho com aplicacdo de elementos de contornos curvos & o
de Mordand /40/ onde desenvolveu um programa de computacgao
(ZEPHYR) com capacidade para solucao de problemas em duas di-
mensoes, multigrupo, em geometria X-Y ou R-Z. 0 MEF e aplica-
do a variavel espacial com malha triangular ou retangular.

Em 1977, Martim e Duderstadt /35/ publicaram um
trabalho onde aplicam o MEF a ambas as variaveis, espacial e
angular da equagao de transporte de neutrons de primeira or-
dem. Resultados numéricos sao apresentados para geometria pla
na unidimensional e comparados com os obtidos por meio do coO-
digo ANISN de ordenadas discretas.

Fujimura e outros pesquisadores /17/ solucionaram a
equacao de transporte em geometria cilindrica, bidimensional,
sendo a equagao de transporte discretizada usando elementos
retangulares regulares com funcoes quadraticas ou bilineares

de Lagrange. 0 método e incorporado no codigo de computador
FEMRZ.

Tomlinson e Robinson-/54/ desenvolveram um méetodo
de obter a solugao da equacgao de transporte de néutrons sobre
malhas triangulares irregulares, com contornos ndao ortogonais
e espalhamento anisotropico. Um funcional & desenvolvido a
partir da forma canonica da equacgdo de ‘transporte de multigrupo.
A variavel angular & removida expandindo-se o funcional em har
monicos esféricos e limitando o espalhamento a ser isotropico.
0 MEF & aplicado usando polinomios interpolantes de Lagrange

para a expansao da variavel espacial.



17

A conjuncgao de harmonicos esfericos com MEF foi fei
ta por Ackroyd /2,3/ para problemas em multigrupo. Mais tarde
Ackroyd, juntamente com Goddard adptam a formulacao para tra-
tar de problemas de blindagem em multigrupo. Os resultados de
problemas de blindagem unidimensional mostram que o0 método e
rapido e preciso e constatam que as solugoes sao livres do
"efeito de raio" frequentemente encontradas no metodo das or-
denadas discretas.

Splawski, Ziver e Galliara /53/ aproximaram a equa-
cao de transporte de segunda ordem pelo MEF com o método va-
riacional para a discretizacao da variavel espacial e usam
uma funcao ortogonal para aproximacao angular.

Novamente Martim e Duderstadt /57/ com outros pes-
quisadores apresentam a solucao da equacao de transporte de
primeira ordem em uma e duas dimensoes constatando que ' 0
"efeito de raio" e diminuida com a aplicacdo do MEF. Neste
trabalho, e discutido a solucao de problema com dependencia
temporal, combinando o MEF com outros metodos.

Ziver e Goddard /57/ apresentam um meétodo que usa
elemento triangular e retangular para dependencia espacial do
fluxo angular e expansao em harmonicos esfericos para depen-
dencia angular. A solugdao para equacao de transporte multigru
po & baseado na solugao da equacd3o de transporte de 22 ordem
de um grupo de um trabalho anterior. Para solugao com malhas
grandes, emprega um esquema de eliminacao direta e para ma -
Thas finas um esquema iterativo. Faz estudos de problemas de
“efeito de raio", "streaming”, problema celular de um reator
tipo PWR e problemas de blindagens. Os trabalhos mais recen-
tes da aplicagao do MEF em fisica de reatores sao voltadas pa
ra o calculo de blindagens. Alem dos citados neste <capitulo,
varios trabalhos foram apresentados no seminario sobre a apli
cacao do MEF em fisica da radiagao /57/, em 1981.

Nesta revisao bibliografica nao constam todos os tra
balhos publicados sobre a aplicagao do MEF. Apenas os princi-
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pais ate o ano de 1981, para se ter uma ideia do estagio das
pesquisas do MEF em fisica de reatores. Salienta-se que exis
tem varios trabalhos, nos quais se tem o estudo e aplicagao
do MEF em conjungao com outras tecnicas, como, por exemplo, o
metodo de sintese.
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CAPITULO III
0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (GERAL)

0 MEF e uma técnica numérica que permite a obtencdo de
solugoes aproximadas de problemas de valor no contorno descri
tas pela equagao do tipo

Lop U(r) = f(r) , re Q, (3.1)

onde LOp e um operador diferencial, U a variavel dependente
(uma funcao definida sobre um dominio §) das variaveis inde-
pendentes definidas pelo vetor r € Q e f(r) uma funcao conheci
da. A equagao (3.1) valida em um dominio €, ilustrado na fig.
3.1, (que pode ser volume, area etc) junto com as condicoes de
contorno do tipo:

a(n.v U(r)) + B U(r) = g(r), r € 39 , (3.2)
onde 30 representa o contorno do dominio @, definem um proble
ma de valor no contorno. Na equacdo (3.2) V & o operador gra?
diente n representa o vetor normal a superficie, g(r) uma fun-
cdo especificada, o e B sao parametros especificados cujos va-
lores determinam o tipo da condigao de contorno em cada caso.
Assim para a = 0 e B = 1 a equagao (3.2) torna-se U(r) = g(r)
em 90, a qual e conhecida como condigao de contorno de Dirichlet;
e para g =0 a equacao (3.2) representa a condigao de
contorno de Neuman /41/.

Como exemplos de problemas que podem ser formulados pe
las equagoes do tipo da (3.1) e (3.2) citam-se as da teoria de
difusao de neutrons representadas pela equacao de difusao, e
também a equacao de transferencia de calor, dentre outras.

Para a solucao do problema, necessita-se do calculo da
funcao U(r) que pode ser uma quantidade escalar ou pode repre-
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Fig.3.1 - Ilustracao do dominio do problema (Q) e seu contorno
(3Q), dominio do elemento (Qe) e seu contorno (BQe),
em duas dimensoes (X-Y).

sentar um vetor de varias variaveis. No primeiro caso seria uma
equagao simples e no segundo caso um conjunto de equagoes.

0 MEF consiste basicamente na divisao do dominio do
problema (Q) em subdominios, chamados elementos (Qe) (fig.(3.1))
e da aproximagao da solugao por fungoes continuas por partes.
Assim, tem-se para U(r) = U([), onde U(E) e representado por

O(r) = % a; u; (3.3)

1..
onde;H sao as funcoOes base continuas, em termos das vari&mis
independentes (por ex. r,x,y, etc.), definidas localmente no
subdominio (Qe), e a, sdo os parametros incognitas a serem de-
terminados. Particularmente, para as fungoes base ui(r), onde
u, = 1 ser @ a variavel independente correspondente ao nd

.i
.I —4
do elemento e uy o= 0 no caso contrario a. e o valor nodal de U.
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A aplicacao do MEF, para a solucao do probiema, & fei
ta tratando o problema original, que consiste de equacgoes di-
ferenciais, numa forma integral equivalente,

[ - J Fdo + j Hd3R)= O | (3.4)
Q a0

onde F e H sao fungoes, combinagcao de funcoes ou operadores
integraveis no dominio () do problema e no seu contorno (3Q)
respectivamente. Essa forma integral permitira a aproximacao
ser realizada elemento por elemento, e obtencao da solucgao
para todo o sistema como a somatoria sobre os elementos / 53/,
ou seja

J Fdo + J Hd@Q) = ¥ J Fda® + J Hdoq® (3.5)

Q e [q®

£19) \ane

As duas tecnicas principais para a obtengcdao da aproxi-
macao em tais formas integrais sao a variacional e a tecnica
dos residuos ponderados/12/.

3.1. Tecnica Variacional

Nesta tecnica a forma integral (eq. (3.4)) correspon-
dente & denominada funcional. Nesta formulagao necessita- se
calcular a funcao (ou funcoes) incognita (s) que extremize um
funcional associado a equacao diferencial. Tal procedimento e
equivalente a solucionar a equagdao diferencial ou seja, a fun
¢do que extremiza o funcional e a solugao da equacao diferen-
cial (apendice A).

Assim na eq. (3.4) F e H sao funcoes da variavel de-
pendente U(r), onde se aproxima U(r) = U(C)' Para um elemen-
to (e) a forma integral pode ser expressa como

1€ = J Fd® + j Hdan®) (3.6)

o€ an®
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porténto
1 =75 1% . (3.7)
e

A solugao do problema & a fungdo U(r), onde para um
elemento (e)

Ue(f) = z a; W, (3.8)
i
de tal modo que pelo principio variacional deve-se ter
sl =0 . (3.9)

A eq. (3.9) representa um conjunto de equagoes simulta
neas das quais podem-se obter os parametros a .

3.2. Tecnica dos Resjduos Ponderados

A técnica dos residuos ponderados & um procedimento de
derivacao direta da equagao diferencial a ser resolvida. Assu
mindo-se um comportamento o mais proximo possivel do comporta-
mento real para a variavel dependente, isto &, U(r) = U(r) con-
forme eq. (3.3), obtem-se um erro de aproximagao ou residuo (R)
ou seja

13
t
-
—
173
~—
1}

R#0 . (3.2.1)

A tecnica consiste em impor que esse residuo se anule,
em média, sobre todo o dominio da solucdo. Entdo deve-se ter

k { (w Hwﬂ(t) -w f(r)} do +
[ witalny O(r) +80(0) - a(r)} d(a0) = 0,
9

Q
(3.2.2)

onde w e chamada fungao peso ou funcao ponderagao.
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Conforme a escolha da funcdo ponderacao (w) tem-se os varios
tipos do metodo dos residuos ponderados /58 /. Particularmen-
te, para a funcdo ponderacao igual a funcdo de aproximacao a
técnica dos residuos ponderados & chamada de tecnica de Galer
kin.

A eq. (3.2.2) e do tipo da equacao integral (3.4) e €
chamada forma fraca da equacgao (3.2.1).

Aplicando o MEF, o dominio 2 @ subdividido em elemen
tos com seus dominios Qe, sendo a eq. (3.2.2) expressa na for
ma

. J {w Log(r) -w f(r)} de® +
e | ge
X \
r w {a(n.v U(r) + 8 O(r) - g(r)rd(sn®p =0 (3.2.3)°
56®

onde U(r)edefinida sobre 2%, como em (3.8).

Escolhendo-se as fungoes ponderacao, w, em numero tal
que estas sejam iguais as dos parametros incognitas a pode-
-se entao derivar um sistema de equagoes algebricas lineares,
para esses parametros, o qual pode entdo ser solucionado pe-
las tecnicas numéricas usuais.
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CAPITULO IV

APLICAGCAO DO MEF EM PROBLEMAS DE FISICA DE
REATORES

Neste capitulo & desenvolvido o metodo dos elementos
finitos aplicado a equacdao de difusdo de néutrons em estado
estacionario, utitizando para esse fim a tecnica variacional e
a tecnica dos residuos ponderados. Particularmente, utiliza-se
a técnica variacional e a dos residuos ponderados na solugao da
equacao de difusdo em geometria plana unidimensional, e a tec-
nica dos residuos ponderados para geometria plana bidimensio-
nal (X-Y). Neste ultimo caso sera tratada a equagao de difu-
sao dependente da energia, sendo essa variavel aproximada pelo
metodo de multigrupo /11 /.

k A equagao fundamental para analise de criticalidade,
calculo de distribuigcao espacial do fluxo de neutrons e demais
parametros essenciais para o projeto de reatores nucleares, &
a chamada equagao de transporte /11/, ou equacao de Boltzmann.
Pela complexidade, a equacao de transporte, pode ser resolvida
com exatidao em um nimero restrito de casos, 0S quais usualmen
te sao idealizados, e nao retratam a realidade fisica. Portan
to, para propositos praticos, utilizam-se varias aproximacdes
com o objetivo de se obter solugoes numericas por procedimentos
computacionais. Uma das aproximacoes obtida pela simplificacdo
da teoria de transporte e a teoria de difusao, representada
por uma equacao denominada equacao de difusao, dependente da
energia, a qual & amplamente usada na descricao da distribui-
¢30 neutronica em reatores nucleares.

A equacao de difusdo e essencialmente uma equacao de
balanco da populacdo de néutrons num elemento de volume dife-
rencial, sendo que a aproximagao usada, consiste em impor-se
uma diregcao preferencial a corrente 17quida de néutrons, pela
lei de Fick, expressa por J = - DV¢, ou seja, a corrente 1Tqui
da tem a direcao contraria a do gradiente do fluxo. A constan-
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de proporcionalidade D & chamada coeficiente de difusao /31/.

Nao e pratico em calculo de reatores tratar a ener-
gia do n€utron como uma variavel continua. Usualmente, faz-se
a aproximagcao em multigrupo, onde a faixa de energia de inte-
resse e dividida em um numero finito de grupos de energia dis
cretos*, como ilustrado na fig. (4.1) /7/.

Lo
Grupo 1
B4
Grupo 2
Faixa
d Eg-1 )
e Grupo g
interesse Eg € cresc.
EG-1
Grupo G
s
Fig. 4.1- Hustrugﬁo da estrutura de multigrupo

de energia.

Neste tratamento, os grupos discretos de energia sao defini-
dos sobre um intervalo de interesse que tem E, como limite su
perior e E. como limite inferior. Dentro desse intervalo defi
ne-se a estrutura de multigrupo, onde ao indice g associa -se
a energia Eg como limite superior e Eg_] como limite inferior.

* Em calculos de multigrupo & frequente o uso da variavel Tletargia (u)

que & definido como p = &n 'T% onde E, & a maxima energia do neu-

tron.
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Assim a partir do fluxo dependente da posicao e energia, ¢(r,E),
do sistema obtem~se um fluxo de grupo ¢g(t) definido por

o ( o(r,E)dE ,

9

173
~——
1
mY—
(=]

que &€ o fluxo de neutrons do grupo g . As constantes nuclea-
res de cada grupo (secoes de choque, coeficiente de difusao,
etc) sao consideradas como valores medios destas constantes,
devidamente ponderadas no respectivo grupo de energia.

4.1. A Equacao de Difusao

A equacao de difusdao em estado estacionario e o ba-
lango de neutrons num elemento de volume diferencial, ou seja

Fuga do ’absorgEo do (espa1ha— espalha- producao
- - - |mento p/ - mento p/ + {no grupo| = 0,
grupo g tgrupo g [fora de g dentrodeg g

(1) (I11) (I11) (I1V) (v)

ou em termos das constantes de multigrupo, a equacao de balan
¢o acima pode ser expressa como:

G
- V-{Dg(t)wg(t)} - Z;(t) oq(r) + hz_] Zlg([) op(r)
(1) (11+111") (IV)

+S (r) =0, (4.1.1)
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onde o termo (I)representa o termo de fuga, e sendo Dg(g) 0coe
ficiente de difusao do grupo g, ¢g(r) o fluxo de néutrons do
grupo g e V operador gradiente. 0 termo (II+III)representa a
taxa total de interacao de néutrons com Z; = Zg + ZS sendo
a secao de choque total de néutrons do grupo g. 0 termo (IV)
e o termo de espalhamento de néutrons de outros grupos h pa
ra dentro do grupo g, com Zﬁ+g a secao de choque de espalha-

mento de néutrons de qualquer grupo h para o grupo g, inclusi
ve, 0s que sao espalhados e permanecem no mesmo grupo ou h=g.
0 termo (V)descreve a taxa com que 0s neutrons sdao produzidos
no grupo g, isto €, a taxa com que n€utrons com energia nogru
po g sao gerados como resultado das fissoes induzidas por n@g
trons de todas as energias, e das possiveis fontes externas.

Mais explicitamente,

G
X f ) ext
Sg(r) = —Kg~ Z Vp L) ép(r) + Sq (r) (4.1.2)
h=1
onde:
Xg indica a probabilidade de um neutron de fissdo ser
emitido no grupo g,

K e o fator de multiplicagao efetivo, expressando a
taxa do numero de néutrons de fissdo em duas gera-
coes sucessivas,

Vi, e 0 numero médio de néutrons de fissao produzidos
por fissao causada por néutrons de energia h,
Zf - - . . -
h e a segcao de choque de fissao do grupo h, e
ext -
S a fonte externa de neutrons no grupo g

g ‘ 2
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4.2. Tecnica Variacional

Conforme discutido no capitulo III, a tecnica varia
cional pode ser usada para a derivacao da forma integral equi
valente de uma dada equacdo diferencial (apendica A). Desta
forma partindo da equagao de difusao*

-V.0{r)Ve(r) + I (r)e(r) = S(r) re o, (4.2.7)

com as condicoes de contorno**

-
~
s
h— g
1]
o
-
i
™

N (4.2.7a)
e/ou

9 4(r) =0, r 6 3R (4.2.1b)
an ~ -

onde todos os simbolos foram definidos anteriormente e elimi-
nou-se o subscrito g, referente ao grupo de energia. Com es-
sas consideracoes o funcional equivalente sera dada por /8 /

I{r,¢,9") = % J {-D(r)[Vo(r)]® - Za(t)¢gtﬂz +

+ 25(r)¢e(r)} da (4.2.3)

onde ¢' representa o gradiente de ¢.

* Neste capitulo discute-se apenas a equacdo a um grupo de energia, o
que € justificavel, na medida em que as solugdes das equacdes multi-
grupo podem ser interpretadas como uma sucessao de problemas a um
grupo (apendice B).

** Adota-se nesse trabalho as condicoes de contorno mais usuais ¢(r) = 0,

r €92 onde r inclui a distancia extrapolada e %%-= 0, proveniente

da condicao de simetria do reator.
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Solucionar a equacao de difusao na forma diferen-

cial, equacao (4.2.1), e equivalente a extremizar o funcional
dado pela equacdao (4.2.3). Para tal, o dominio 2 € dividido
em subdominio (e]émentos), ¢ , € escrevendo o funcional para

um elemento (e) tem-se,

=y 1le) | (4.2.4)
e

onde ﬂe) significa que a integral deve ser efetuada apenas
e

no subdominio (elemento) Q 0 MEF consiste entao, em apro-

ximar o fluxo ¢(r) por

i

o(r) = ] oy uy(r) . (4.2.5)
1

ondelﬁ(r) sao as fungoes ~ base, sendo definidas usual-
mente de tal maneira que

) = (4.2.6)

ou seja a fungao base e unitaria quando a varidavel r coincide
com os pontos nodais (pontos pertencentes as frontgiras dos
elementos), e desta forma ¢ e o valor de ¢(r) nesses pontos
nodais. Desta forma, com esta aproximagao, o funcional I fi-
ca sendo funcao dos valores nodais ¢i’ e portanto bara extre-
miza-lo, deve-se ter

31 _

39

s i=1,2,...,n0 , (4.2.7)

obtendo-se entao um conjunto de equacdes lineares, para o0s va
lores ¢1.

Com o objetivo de exemplificar o MEF com a tecnica



30

variacional; seja o desenvolvimento acima discutido, aplicado
ao caso de geometria unidimensional (Fig. (4.2.1)). Nesta ca-

so, 1% & dado por

X
J
1%(x,0,0') = [ {- D(x) (%%) - Za(X)[d>(X)] +
X

1
2 i

+ 2S(x)o(x) } dx , (4.2.8)

onde X; e X5 sao pontos adjacentes ao elemento (e).

Fig. 4.2.1 - ITustragdo da geometria unidimensional com 0s
elementos.

Particularmente, seja a fungao base . w; uma fun
¢do linear e desta forma o fluxo para um elemento ser: expres
S0 por

(4.2.9)
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e conforme ja discutido, 05 = ¢(x1) e ¢j = ¢(xj), os valores

do fluxo nos nos adjacentes ao elemento. Desta forma pelo
principio varjacional

3L o, m=1.,2,....n, (4.2.10)
‘bm
ou
(a) (b)
= J al® | 0+ 0+ ...+ 2L ¢ O + 0+ ... 20,
a¢m o 90 9 3dn
(4.2.11)

onde a e b referem-se a elementos a esquerda e direita, res-
pectivamente, do no m (Fig. 4.2.1). Portanto pela eq. (4.2.8)
e (4.2.9) obtem-se:

(a) (@) (a)
(a) (¢ -0 ) T, AX S Ax

ol - - d - a (‘bm '|+2¢ ) + ’

a¢m Ax 6 2
(4.2.12a)

e

(b) (b)

BI(b) i} D (¢m+]'¢m) _ Zy A (26 + ¢ +]) N S(b) Ax ,

3, Ax 6 m 2
(4.2.12b)

onde Ax e a largura do elemento, considerada constante.

Da equacao (4.2.11) resulta
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—

=0
(4.2.13)

bx (s(2) , (b))

que representa o sistema de equacoes algebricas simultaneas,
que resolvidas por um metodo apropriado fornece os valores das
variaveis incognitas ¢.s M = 1,2,...,n e portanto a solugao
do problema.

4.3. Tecnica dos Residuos Ponderados (aproximagao de Ga]érkﬂn

Para a derivacao da forma integral equivalente a
equacao de difusao, a técnica dos residuos ponderados multi-
plica a equagao (4.2.1) por uma fungao ponderagdo w(r) e in-
tegra no dominio Q para obter-se a forma fraca da equagao de
difusao, ou seja

| woevsinee + [ win)z, (n)elr)ee = | wir)s(r)de
Q
Q Q

(4.3.1)

ou usando a identidade de Green para o primeiro termo,

| otmmstr)mwiryde + [ wir)z,(r)e(r)de =

J w(r)s(ryda - J w(r)o(r) 52 d(a0), (4.3.2)
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onde a integral no contorno 92 se anula, na medida em que, nes
. .~ )

te trabalho, restringiu-se a condicao ¢ ou 5% nulos no con-

torno. Com essas consideracoes a forma fraca pode ser escri-

ta como

[o(ryvs(rymniryan + [ w(r)s,(r)e(ryda = [ w(r)s(r)ds

Q Q Q
(4.3.3)
Aproximando o fluxo de n€utrons por
¢(r) = ) a; uylr) (4.3.4)
i

onde a sao 0s parametros a determinar e ui([) sao as funcgoes
bases, tem-se

§: a < J D(r)vu,(r)vw(r)da + J Ly(r)w(r)u;(r)da } =
Q Q

J w(r)s(ryde . (4.3.5)
§2

Pelo MEF, dividindo o dominio Q em subdominios ou
elementos (Qe, e =1,2,...n), e definindo o fluxo para cada

elemento como

o) = L a2y u(n) (4.3.6)

1 1
1

sendo os coeficientes a; 0s valores nodais de ¢e([), isto e,
3, = ¢1 (valores do fluxo quando r e a coordenada dos verti
ces do elemento (e)), a equacao (4.3.4) pode ser interpretada

como a somatoria dos fluxos em cada elemento.

Para determinar os coeficientes a;, a técnica dos
resTduos ponderados com a aproximacao de Galerkin toma as fun
¢oes ponderagao como sendo iguais as fungbes bases ou W(£)=uj([)-
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Assim a eq. (4.3.5) torna-se:

}e, {j D(r)Tuy (r)7u () + [ 2, (n)ug(n)u(r)de }
i Qe ,
= J uj([)S(l:)dQ , Jg=1,2,...n, (4.3.7)
e

que constituem um conjunto de equacgdes algebricas lineares pa
ra os valores nodais ¢1. Desta forma, usando-se uma técnica
numerica conveniente esses coeficientes podem ser determinados.

Como ilustracao do formalismo desenvolvido, seja o
caso particular de geometria bidimensional (X-Y) com a equa-
¢ao de difusao multigrupo na forma

.V-Log(x,y)vcbg(x,y)_l + Zg(x,ng(x,y) =

g-

G
s X
Z Thog (XY )b (xoy) + —Kg Z vhi‘;(x,ymh(x,y) + SSXt(x,y)
h=1 h=1

g=1,2,...,G6
(4.3.8)
ondeijg € a secao de choque de remocdo do grupo g, isto e,
Zg = Z; - 23»9 , e os demais termos tem a interpretacdo dis-

cutidas no inicio desse capTtulo e sendo as condigdes de con-
torno as mesmas da segao 4.2. Particularmente, considerando
ext . .
-se Sg (x,y) = 0 e usando o formalismo apresentado anterior-

mente, pode-se obter a forma fraca da eq. (4.3.8) ou



(4.3.9)

4.3.1.

g.

(x,y) oy (x,y)w(x,y) dy dx +

e b ilustrados na Fji

e a

f t {
t 1 !
3 — { !
N i 1
] ' | |
I 1 .
| 1 !
| 1 | i
1 | ! !
il B e Rl
_ ! : !
] ! ]
! 1 I I
1 . ! .
IIIIII et B e
! ' | |
1 — | > | 1
I . ) i
||.||l|._||l|ll_||l||_1||lL IIIIIII -4
] i i !
|
1 !
— -— |
1 -— —_
i _ - 1 !
1 | |
IIIIII .Flllilll..lllllI_llllllllL
t |
| ! ) !
1 f i
1 : X |
! ] 1
' . i !
! { H )
1 ' 1 |
i i j] {
L0 *-— r— -
+ )

X
(X-Y)

Discretizacao bidimensional

4.3.1

Fig.
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Dividindo o dominio O0<x < a, O<y<b em elemen-
tos e aproximando o fluxo por:

dglxay) =] og 5 uy 50090
LN
ou
$g(x5) =Z Z¢1,j wi (usly) (4.3.10)
LN
onde My j(x,y) = ui(X)uj(y) sao as fungoes bases, sendo que

neste trabalho restringiu-se a funcoes bilineares /26 / ou se
Ja,

- T X0
Ui(x) = . - ’ X.,i_'l § X g X'i
i i-1
wi(x) = (4.3.11a)
X. - X
+ _ i+l
\ui(X)—X . ’ X_is sz'i"'.l
i+1 i
€ r
) Y - Y.
wily) = i1 . YiqS VS Y
Yi - Ys J J
J j-1
bi(y) = g (4.3.11b)
Yiiq = Y
+ .
wily) = vkl . Y s Y s Y0
\ yj+1 B yJ
ou
+
HESIMED , em 1
JUT(X)u;(y) , em II
My 5(xaY) = (4.3.12)
ui(X)uj(y) , emIII
u:(X)ug(Y) , em IV
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onde fora da regiao especificada, indicada na figura 4.3.1, a

.(x,y) se anula.

fungao My

Escolhendo-se as fungoes w(x,y) iguais as fungoesba

ses, pode-se derivar um conjunto acoplado de sistemas linea-
res ou

g-1
:
F R = T Xy S+ E , 9 =1,2,...,6
fg 29 T %9 29 T X Xg 2 h; ~hog h > O
(4.3.13)

onde F e a matriz NxN (N = nQ de elementos) correspondente ao
termo de fuga, podendo ser calculada por

g - (e) : e
ﬂgz %j ;: Je Dg Vuij Vpk,2 - . (4.3.14)
Q

R, S e E podem ser obtidas respectivamente por

g rie) e
Ry s ) 3 J T Mg My, 995 (4.3.15)
i j @
k f(e) L e

Sk,SL = E E J Z \)h Zh ¢h(1’J)U'i,j Uk,Q, de~ , (4.3.16)

.i J Qe h=1

(e)

9 _ S e
B - ) Je Thog Hij Mk 99 (4.3.17)

i j -

o
=
Qo
D
> X
] 1]
[P —
- -
- -
3 35

e 0 significado de cada termo & apresentado no apendice B.
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As matrizes F, R, S e E, para geometria plana em duas
dimensoes, com elementos de forma retangular sio do tipo espar
sas, com blocos de submatrizes tridiagonais como pode-se obser

var na figura 4.3.2 para o caso em que se tenha rede 4x4, is-
to e, 16 elementos.

mentos, sendo dado pela eq.(4.3.13)

¢ € o vetor incognita (1xN) onde N & o nimero de ele

T T ]
XX00! XX00" :

1 ] ]

XX X041 XXXO0 | f

\ ' 0 : 0
0X XX 0XXX: :

] 1 ]
00XX'O0O0XKX:' |
————————— | I S e e ] e T IR
X X001 XX00,: XXO00 .

1 ] 1

XX 01 XXX01 XXX0 1

] ] 1 0
OX X X' OXXX!'O0XXX !

1 ] 1
00X X+ 00XX 1 00XX |
----------

I X X001 XX00 1XXO00

] 1 ]

XX XO0! XXX0 'XXXO

0 ! ) 1

POXX XY OoOXXX 'oX XX

1 \ ]

L 00X X1 00XX (00X X
S Fommmmm——- frmmmm———- jmm -

! ' X X000 'XXO00

¥ ) 1)

: X X X0 !X X X0

0 : 0 ! '
: ;O X XX 10XXX
1]

] 1

! ' 00 XX 100 XX

1 1 ]

X - elemento nao nulo

0 - elementos nulos

Fig.4.3.2 - Estrutura das matrizes
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(4.3.18)
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CAPITULO V

RESULTADOS NUMERICOS

Como mencionado anteriormente um dos objetivos para
a execucao desse trabalho foi aprender a técnica utilizada pa
ra resolver problemas com o MEF. Para esse proposito, alem
dos problemas em duas dimensoes espaciais e multigrupo, foram
equacionados e solucionados problemas de uma dimensao em dois
grupos de energia com a técnica variacional e a técnica de
Galerkin e um problema celular utilizando a tecnica varijacio-

nal.

A seguir serao apresentados os resultados obtidos pe
1o presente trabalho e os obtidos pelo codigo CITATION, alem
dos resultados analiticos para alguns casos, e a diferenca re

lativa entre esses resultados.
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V.1. PROBLEMA 1

Titulo: Calculo do fator de desvantagem téermica.

Descrigao:

Fig.5.71.1

Este problema consistiu em calcular o fator de des
vantagem térmica para uma celula plana (combusti-
vel + moderador), o qual & definido por

b
S ¢m(x)dx
g:% aa ’ (5.])
S ¢C(x) dx
0

onde a & a espessura do combustivel (c) e A = b-a,
a espessura do moderador (m). e P €0, sao os flu
X0S nas regioes do moderador e combustivel respec-
tivamente. A geometria, bem como as constantes nu-
cleares, sao ilustradas na figura 5.1.1

comb. moder.

D =2,92cm |D = 0,16 cm

b} -O ]12] Z = 0,0197
Cm

a=0,30cm A=1,35 cm

l
l
|
|
l
|
0
|

- Geometria e constantes nucleares para o problema
celular. ‘
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Para a obtencao de £ eq. (5.1), desenvolveu-se um
programa utilizando-se o metodo dos elementos fini
tos com a técnica variacional, conforme discutido
na secao 4.2, obtendo - se os resultados mostra-
dos na tabela 5.1.1, a qual reporta este parametro
para diferentes nimeros de elementos. Esses resul-
tados sao comparados com o resultado referencia ob-
tido pela solucao analitica / 31/

n0 de elementos MEF dif.relat.¥
(£) %
34 1,0986 0.76
40 1,0994 0.69
60 1,1039 0.28

* 0 resultado referencia foi obtido anali-
ticamente (Ref.analitico = 1.1070)

Tab.5.1.1 - Fator de desvantagem termica (&)
do problema 1.
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V.2. PROBLEMA 2

Titulo: Reator tipo placa, duas regioes, dois grupos.

Descrigao:

Resultados:

Este problema consistiu em calcular a distribuigao
de fluxos rapido e termico e o fator de multipli-
cagao (K), para um reator tipo placa com duas re-
gioes: o caroco e o refletor. A geometria, dimen-
soes e as condicoes de contorno para este problema
sao jlustrados na fig. 5.2.1 sendo as constantes
nucleares para as duas regioes e para dois grupos
de energia mostradas na tabela 5.2.1.

Para a obtencao da distribui¢cdao de fluxo para os
dois grupos de energia, e o fator de multiplicacgao
(K), usou-se o metodo dos elementos finitos com as
duas tecnicas (variacional e Galerkin) apresenta-
das no capitulo IV. Na tabela 5.2.2 apresenta- se
o fator de multiplicacao obtido pela aplicacao das
duas tecnicas, para varias larguras de elementos
(L/6, L/12, L/24, L/48) e estes sao comparados com
os resultados obtidos pelo codigo CITATION, sendo
que o resultado referencia adotado e para A x=L/60.
Os erros relativos sao apresentados na tabela 5.2.3.
0 criterio de convergencia utilizado para esse pro
blema foi com relagao ao auto valor, i.e.,

()~ (n=1)

K(n)

onde €, e um valor especificado (10°8) e n indica
o numero de iteracgdo.

Ainda, em relagao ao problema 2, ilustra-se na tabe
la 5.2.4, para varios pontos do reator, o fluxo ter
mico normalizado obtido pelo presente trabalho e
pelo codigo CITATION. Para o caso do MEF usou-se24
elementos e para o CITATION dividiu-se o reator em
60 partes. Na fig. 5.2.2 ilustra-se graficamente o
fluxo termico normalizado para AXx = L/24, Ax=L/ 48
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(MEF) eAx =L/60 (CITATION). Pelo valor do erro re
lativo para fator de multiplicacao (< 1%) e para
o fluxo (da ordem de 1%) os resultados podem ser
considerados satisfatorios.

wr— —— —

Refletor Combu

-iq

tivel Refletor o =0

> X
0 L/3 L=60cm

Fig.5.2.1 - Geometria esquematica do reator do problema 2.

"

Caroco Refletor

GRUPO RAPIDO

D, (cm) 1.5 1.2

pp (em™!) 0.0623 0.101
]

£ ,p(em™)) 0.06 0.1

-1

\)Zfl(cm ) 0.0 0.0

vy (cm/seg) 1,0 x 108

X1 1,0

GRUPO TERMICO

D, (cm) 0.4 0.15

g (em™h) 0.2 0.02
2

vi . (em™ 0.218 0.0
fa

Vo (cm/seg) 2,2 x 10°

X 0.0

Tab.5.2.1 - Constantes nucleares do problema 2.



A X GALERKIN VARIACIONAL CITATION
L/6 1.0226 1.0149 -
L/12 1.0215 1.0188 1.02064
L/24 1.0211 1.0198 1.02060
L/48 1.0209 1.0212 -
L/60 1.02083

Tab.5.2.2 - Valores do Kef do problema 2
A X GALERKIN VARTIACIONAL
L/6 0.173 % 0.581 ¢
L/12 0.066 % 0.199 %
L/24 0.026 % 0.101 %
L/48 0.009 % 0.04 %
Tab, 5.2.3 - Erro do Kef deste trabalho em

relagao ao do CITATION (Kef =

1,02083).
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x(cm) MEF CITATION Erro relati
vo (%)
0 1.00 1.00 -
2.5 0.99663 0.99675 0.012
7.5 0.96978 0.97009 0.032
12.5 0.91680 0.91678 -0.002
17.5 0.83912 0.83875 -0.044
22.5 0.73883 0.73797 -0.117
27 .5 0.61866 0.61743 -0.199
32.5 0.48282 0.48134 -0.307
37.5 0.37960 0.38036 0.200
42.5 1.0901 1.0728 -1.613
47.5 0.53754 0.52737 -1.928
52.5 0.16733 0.16612 -0.728
57.5 0.03475 0.03486 0.316
Tab. 5.2.4 - Valores de ¢(x)/#(0) do problema 2.
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CITATION (60 pontos)
MEF (AX = L/48)

MEF (AX = L/24)

1

0 10 20 30 40 50 60
X {(em)

Fig.5.2.2 - Fluxo térmico normalizado do problema 2.
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V.3. PROBLEMA 3

Titulo: Reator com duas regioes (combustivel e refletor) em

duas dimensoes, 2 grupos de energia,

Descrigao:

Resultados:

Este problema consistiu em calcular as distribui-
coes de fluxos termicos e rapidos para um reator
com duas regioes, em geometria X-Y, com simetriaem
x=0 e y=0, conforme ilustrado na figura 5.3.1. As
constantes nucleares necessarias siao as mesmas do
problema 2 (tabela 5.2.1).

Para a obtencao dos resultados para a distribuicao
de fluxo, bem como do fator de multiplicagao,usou-
~se o formalismo discutido na secao 4.3 para a con
feccao do programa de computador (apendice B). 0
reator foi discretizado em (I,J) elementos, sendo
que na fig. 5.3.2, exemplifica-se um caso de dis-
cretizacao (8x8). 0s valores do fator de multipli-
cacao para diferentes discretizacoes sao apresenta
das na tabela 5.3.1 e comparados com O resultado
referencia obtido pelo CITATION para uma discreti-
zagao (40x40). A distribuicdo de potencia normali-
zada e ilustrada na fig. 5.3.3 e comparado com a
obtida pelo codigo CITATION. Além disso os fluxos
rapido e termico na posicao y=15 cm sao ilustrados
nas figuras 5.3.4 ¢‘5.3.5 respectivamente.



L
REFLETOR
9 ¢
— @0
dy
L/2 @=0
CAROGO
Y
0
o} L/2 L= 40 cm
X 8 _9:=0
dx

Fig.5.3.1 - Geometria, DimensGes e Condigcdes de Contorno
para o problema 3.
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2 ) ) 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 | 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

Fig. 5.3.2 Disposicao da malha (8x8) do reator do problema
3.

MALHA MEF CITATION | ERRO RELATIVO*
4 x 4 0,90488 0,90991 - 0,902%

6 x 6 0,89860 0,89823 - 0,202%
8 x 8 0,89560 - 0,133%
40 x 40 - 0,89679 -

* relativo ao CITATION (40x40)

Tab.5.3.1T - Valores do fator de multiplicagao do pro-

blema 3.



L/2
0,44431
0,34646
22,20%
0,59074 0,52303
0,71625 0,50583
-21,25 3,29
0,84597 0,70726 0,62821
0,91902 0,81367 0,57728
-8,63 -15,04 8,11
1,0 0,91985 0,76928 0,68380
1,0 0,95889 0,80038 0,60258
4 .24 4,04 11,88
0
CITATION
MEF

Fig.5.3.3 - Distribuicdo de potencia normalizada do problema 3.

Bif.Re1{%)
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0 5 35 40
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Fig.5.3.4 - Fluxo rapido normalizado do problema 3 na posicdo

y = 15 cm.
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CITATION
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Fig. 5.3, 5 - Fluxo térmico normalizado do problema 3 na po-

sicao y = 15 cm.

INSTITUTO DE PESQU!SAS ENERGETIC*S E NUCLEARES
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V.4 PROBLEMA 4

Titulo: Reator ZION-1 em dois grupos de energia e 5 zonas

Descrigao:

Resultados:

Este problema consistiu em calcular a distribuicao
de fluxo e fator de muitiplicagao para o carog¢o do
reator ZION-1, o qual e um reator de poténcia / 9/,
e tem sido usado como “problema padrao" (benchmark )
para teste de metodos de calculo, em dois  grupos
de energia (termico-rapido). 0 carogco deste reator
consiste de 5 zonas, devido as diferencas de enri-
quecimento dos elementos combustiveis, "baffle, re
fletor etc. Na figura 5.4.1, ilustram-se as varias
zonas deste caroco, e na tabela 5.4.1, as secgoes
de choque homogeneizadas por zona.

0 mesmo programa usado no problema 3 foi utilizado
para se encontrar resultados numericos para 0
ZION-1, sendo que na figura 5.4.2, ilustra-se o ar
ranjo ou malhas utilizadas para a entrada no pro-
grama. Os valores para o fator de multiplicacgao sao
os mostrados na tabela 5.7, junto com os resultados
do problema 5 e os obtidos pelo codigo CITATION. A
distribuicdo de poténcia normalizada @ ilustrada na
figura 5.4.3, junto com os resultados do CITATION,
e na figura 5.4.4 e 5.4.5, os fluxos rapido e tér-
mico, ambos na posigcao y=78,485 cm..
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@:=0
4 | 4 4 4
5
1 4 1 4 4 a4
3
2 1 2 i 2 a 4
h 2 ) 2 2 2 4 =0
2 1 2 1 2 1 4 4
1 2 ) 2 \ 2 1 4
2 1 2 1 2 \ 4 4
3 2—t+—t 41—+ 312 +— 4
} : ' ¢ } }
21.608 21.608 21608 21.608 21.608

21608 21.608 21.608 18.7505 (cm)
2.8575

dg
ax 0

Fig.5.4.1 - Geometrija do ZION-1
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0,3165
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0,7314
0,6417
12,26

0,6412
0,5612
12,48

0,4567
0,4062
11,06

0,8696
0,7214

17,04

0,7747
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1,27

0,6813
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19,37

0,5179
0,5333

- 2,97

0,3335
0,2996

10,16

0,9752

0,8174
16,18

0,9193

0,9012
1,97

0,8156

0,6759
17,13

0,7212

0,6890
4,46

0,5696
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23,31

0,3900

0,3365
13,72

1,0318
0,8929
13,46

1,0025
0,9878
1,47

0,9442
0,7801
17,38

0,8357
0,7821
6,41

0,7343
0,6091
17,05

0,5919
0,5639
4,73

0,4130
0,3590
13,08

1,0331

1,00 | 0,9680

6,3

1,0067
0,8504

15,53

0,9471
0,9515

-0,46

0,8056
0,7650

5,04

0,7446
0,7090

4,78

0, 5550
0,5169

6,86

0,4149
0,3683

12,44

Fig.

5.4.3 - Distribuicdo de potencia normalizada do
(Problema 4)

ZION-1

CITATION
MEF

Dif.(%
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Fig.5.4.4- Fluxo ropido
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X ( cm)
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problema

4
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60

1,0 11

CITATION

08+

02t

o 11 36 60 84 108 132 156 183
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Fig.5.4.5 - Fluxo termico normalizado do problemo 4
ne posigdo y=-78,485 cm
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V.5 PROBLEMA 5

Titulo: Reator 2D-IAEA ("benchmark) em dois grupos de energia

e

Descricao:

Resultados:

4 zonas.

Este problema consistiu em calcular a distribuigao
de fluxo e fator de multiplicagao para 0 reator
2D-IAEA em 2 grupos de energia e 4 zonas diferentes.
Na fig. 5.5.1 & apresentada a geometria esquemati-
ca, mostrando as diferentes zonas e as condigoes de
contorno. Na tabela 5.5.1 constam as constantes nu-
cleares homogeneizadas para cada zona.

Atraves do programa obteve-se a distribuicao de po
tencia (fig.5.5.3) que & comparada com o codigo
CITATION. A divisdo do nicleo do reator em elemen-
tos para entrada no programa e mostrada na fig.5.5.2.
Nas figs. 5.5.4 e 5.5.5 sao ilustradas as distribui
coes de fluxo rapido e termico, respectivamente pa-
ra a posigao y = 100.cm. 0 fator de multiplicacdao e
apresentado na tab. 5.7.
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g=0
4
]
1@.:0 B 3
dy
2
]
Y
I
i
e \ + 1 +- — + ! =+
20 20 20 20 20 20 20 20 20 (em)
_d_g.:o
dx
Fig. 5.5.1 - Geometria do reator 2D-IAEA.
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Fig. 5.5.2 - Disposicao da malha do 2D-IAEA para entrada

no programa.



Fig.5.5.3 - Distribuicdo da potencia normalizada do problema 5.

0,7890
0,5579
29,29
0,635210,9285 | 0,8073
0,50201,3634 |0,6820
20,971-46,84 | 15,52
1,6105| 1,3085(1,2267 | 1,1437
1,9608 [ 1,7027(1,5839 |1,2136
-21,751 -30,131-29,12 | -6,11
1,978211,8137 1 1,5932|1,4482 {1,3194 | 0,9335
2,3559(2,1938 | 1,98931,8683 |1,8724 | 0,7648
-19,09{-20,96 | -24,86(-29,01 |-41,91 | -18,07
1,92941 1,9906{1,7716 | 1,4457|1,4020 |1,2858 | 0,9931
2,25591 2,3531(2,1138 | 1,8507(1,8031 |1,7284 | 1,1925
-16,92|-18,21 |-19,32 | -28,011-28,61 | -34,42 | -20,08
1,00 }1,7618] 1,954811,6316} 0,8219(1,2663 |1,2644 |1,0189
1,0 2,1471} 2,3155]2,0241 } 0,754511,7096 |1,7175 [1,2189
-21,87) -18,45]-24,06 8,20|-35,01 }-35,84 | -19,63
CITATION
MEF

Difﬁelw
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Fig.5.5.4 -
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CITATION

4 MEF

Figq,.5.5.5- Filuxo termico normolizado do problema §
na posigdao y=100,0 cm
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MALHA MEF CITATION ERRO RELATIVO
ZION-1 13 x 13 1,27506 1,2751427 0,0065%
(80%80)
9 x 9 1,05009 1,033999 1,556%
2D-TAEA .
(170x170)
18 x 18 1,03506 0,1026%

Tab.5 .7 - Valores do fator de multiplicacao dos problemas 4,

5.
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CAPITULO VI

CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Conforme resultados dos problemas apresentados no ca-
pitulo V, observa-se que o método dos elementos finitos, uti-
lizando-se de funcao de aproximacao Tinear com elementos re-
tangulares, nao apresenta bons resultados para o calculo de
parametros diferenciais, tais como distribuicdo de fluxo e
distribuicao de potencia. Isto se torna mais acentuado em pro
blemas que apresentam fortes heterogeneidades, como o 2D-IAEA,
onde os resultados obtidos nao descrevem satisfatoriamente a
distribuicao de fluxo nas regioes de picos. Entretanto no que
se refere ao parametro integral (fator de multiplicagao) obte
ve-se bons resultados com erros re]afivos inferiores a 1% com
parado com o codigo CITATION. Apesar disso, a literatura mos
tra que o MEF & uma técnica promissora, pois pode conduzir a
consideravel reducdo na memoria e tempo computacional, umavez
que esta permite o uso de malhas largas para se obter uma pre
cisdo comparavel a métodos de malhas finas, como diferengas fi
nitas.

Finalmente, salienta-se que tais imprecisoes resul-
tam, principalmente, do fato de ter-se usado fungoes bases bi
lTineares, as quais nao conseguem descrever as grandes varija-
¢oes na distribuicao de fluxo em elementos adjacentes com for
tes heterogeneidades. Desta forma, o programa aqui desenvolvi
do deve ser usado para o calculo de parametros diferenciais
apenas em nucleos cujos elementos n3do possuam grandes diferen
gas nas constantes nucleares. Além disso, cumpre notar  que
para se obter uma boa precisao no valor dos parametros inte-
grais, o MEF necessita um numero muito menor de elementos do
que o metodo de diferencas finitas (CITATION)..

Para trabalhos futuros fica a sugestao da utilizacao
e comparacao de funcoes de aproximacao de maior ordem, com ou
tras opgoes de condicoes de contorno, e por fim, a solucdo de
problemas de difusao em geometria tridimensional.
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APENDICE A

PRINCIPIOS VARIACIONAIS E A SOLUGCAO DA EQ. DE DIFUSKO

Seja @ um dominio de R% com contorno 30 e seja(ﬂz)(Q)
o conjunto de todas as fungoes que possuem derivados de 12 ¢
28 em Q. Para uma funcao ¢ em Q define-se o conjunto.

U= 1{9 € C(z)(9)|$ espefificado em 3Q}

0 problema & achar uma funcdo ¢ tal que I tenha va-
lores extremos onde I €& dado por

N TORIGR G AL
Q

0 conjunto de todas as funcgoes que satisfazem (A.1)
sao dados por

o(r,e) = ¢(r) + en(r) (R.2)

onde en(r) representa a variagao de ¢(r) e n(r) e tal que n=0
para r € 30 e n>0 para r € Q. O valor de ¢ que extremiza I
também & a solucao de um problema de valor no contorno. Assim
para [ dado pela expressao

F [ om? - FR 25T @, (.3)

Q

I =
prova-se que a fungao que extremiza I & a solugao da equagao

D v - Tas +S =0 . (A.4)
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Para isso substituindo (A.2) em (A.3) obtem-se

]
I(e) = % J{-D[V(¢+en)]2 -Za(¢+en)2 + 2S(¢+en)} do . (A.5)

{2
Aplicando o principio variacional, isto &, fazendo %é = 0,
a equacgao (A.5) torna-se c=0

J{-D[V(¢+en)n] - Za(o+en)n + Sn} dQ = 0

Q e=0

ou

{-D v[¢n]- Za¢n + SnlQ =0 (A.6)

D —

J{-D[(Vcb)(Vn)] - Taén + Sn} do = O (A.7)
Q

Integrando por partes o primeiro termo da equagao
(A.7) obtem-se

dn

- JD de ndd®) + jnDVZd)dQ + J{-Zadm + Sntde = 0 (A.8)
1Y) Q Q

a integral no contorno (3Q) se anula pois n=0 em 30, e mais,d
e especificada em 3Q. Portanto

Jn{DV2¢ - Za¢ + St d@ =0 (A.9)
Q

e, desde que n>0 , para Yr € @, entao

2
DV ¢ - Za¢ + S =0
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APENDICE B

B.1. ALGORTTMO PARA A SOLUGCAO DA EQUAGCAO DE DIFUSAO MULTIGRUPO

As equacoes na forma matricial resultantes da apli-
cacao do MEF, com a tecnica dos residuos ponderados, para ca-
da grupo de energia, conforme apresentado na segao 4.3, 520

da forma
Fd) +R(b =le
~1-1 ~121 K *1 = i
F oo, + Ro, = v x S +E o
~212 ~272 K *2 = ~J+221 >
_ 1
Faly * Ry0g = X3 3+ B g8 +Eos®y o
R I S 6
+ = - + ,
Folg * ~g%g K Xg = ~h-g=
h=1
1 G-1
Fele * Rals = w2t Ersglh (8.1.1)
h=1
onde =1,2,3...6 1indica grupo de energia,

= matriz correspondente ao termo de fuga,

= matriz correspondente ao termo de remocao,

= matriz correspondente ao termo de espalhamento,
fator de multiplicacao efetivo,

= espectro dos néutrons de fissao,

= matriz correspondente ao termo fonte de fissao,
= vetor fluxo de né@utrons.

e 1\ X XXIMixmlT
n
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A matriz correspondente ao termo fonte de fissao e
obtida pela expressao,

G
s L N (B.1.2)

onde 2: e a matriz cujos elementos representam o produto de
v, por 2; definidos anteriormente (Cap. IV).

No conjunto das equacgoes (B.1.1) o lado direito da
igualdade de cada equagao, em principio, nao esta definida, u
ma vez que a matriz S nao & conhecida pois seu valor depende
dos parametros incognitas que formam o vetor ¢. Assim, faz-se
uma estimativa de S, §z§(0) e KzKpo). Para~b calculo de §(O)
pela expressao (B.1.2) assume-se uma primeira aproximagao pa-
ra thfﬁ , obtendo-se assim, de imediato, o termo §( ). Com
o valor de §( pode-se resolver a equagao de difusao discre-

tizada para o primeiro grupo, na forma

5191“) + 8191(]) = E—(B—) X1 §(0) , (B.1.3)

(1)

obtendo-se como solucao o valor 9] . Com esse valor calcula-
do, pode-se estimar uma nova fonte de fissao §(]), notando
que para o termo correspondente ao fluxo do grupo 1 este va-
lor & atualizado com o calculado pela equacao (B.1.3). Este
processo se repete a medida que se calculam os valores ¢ para
cada grupo de energia, de tal modo que S ao final da pr;meira
jteragao € o resultado que envalve os fluxos totais calcula-

dos na primeira iteragao.

0 auto valor K & considerado constante para cada ite
ragao, sendo essa grandeza recalculada apenas no final de ca-
da processo iterativo pela expressao,

* . .. - \ -
0s superscritos indicam o numero da iteracgao.
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(B.1.4)

—

0 procedimento iterativo e finalizado quando os se-
guintes criterios de convergencia sao satisfeitos:

K(n) _ K(n—]>

1 (B.1.5a)

max S(n) - S(n—]) <

(B.1.5b)
J(n)

€2 [}

onde e, € g, sao quantidades especificadas.

Esse esquema de solugao sucessiva das equagoes na di
recao decrescente das energias € empregada pela hipotese de
que nao ha espalhamento de néutrons de um determinado grupo de
energia para grupos de energia mais elevados.

B.2. ESTIMATIVA DA INTEGRAL DE S

Nesse trabalho, o calculo de [Sdﬂ presente na ex-

9}
pressao que calcula o valor de K, foi aproximada numericamen-

te pela expressao /1/.

I o~1>

w, f(x,,y;) +R , (B.2.1)

4n?2 1

e Jif(x,y)dxdy = i

onde
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(X;5¥i) W,

(0,0) 4/9

(th,%h) 1/36 R = 0(h*
(£h,0) 1/9

(0,xh) 1/9

e os pontos (x;,y, ) mostrados na figura B.2.1

(-h,h) (0,h) (h,h)
(~h,0) (0,0) (h,0)
(-h,-h) (0,-h) (h,=h)

Fig. B.2.1 - Ilustracao dos pontos para integracgao dupla num{
rica,

A determinacao de S correspondente aos pontos me-
dios dos lados do quadrilatero (que representa um elemento),
foi feita pela formula de Taylor, ou seja

2
- . w (2h/2)
51._”/2 Si + Si(2h/2) + Si . R (B.2.2)
onde
S. - S,
si o= A2 i- : (B.2.3)
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g = i+] i i-1
i

B.3. FLUXOGRAMA DO PROGRAMA

As solucoes numericas dos problemas foram obtidas ob-
tidas por meio de um programa de computador em linguagem FORTRAN
IV, processado pelo sistema IBM 370/155 do IPEN.

0 programa consta de um programa principal e seis
subrotinas auxiliares conforme figura B.3.]

SUBROTINA SUBROTINA
1 2
IMP MATRI1
SUBRgTINA | PrROGRANA ) SUBRZTINA
MATRIZ PRINCIPAL SOMAF
SUBROTINA SUBROTINA
5 6
SPAM SPAMAT

Fig. B.3.1 - Estrutura do programa.

A Subrotina 1 (IMP) consiste apenas de um programa
para impressao dos resultados. Os elementos da matriz de fu-
ga+remogao sao calculados pela subrotina 2 (MATRI1), e os ele
mentos da matriz correspondente ao termo de fonte sdo calcula
dos pela subrotina 3 (MATRI2). Esta mesma calcula ainda o ter
mo de espalhamento. A subrotina 4 (SOMAF), calcula numerica-
mente a integral de superficie. As posicoes dos elementos nao
nulos da matriz de remocao+fuga necessarias no algoritmo
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que soluciona o sistema de equagao - subrotina 6 (SPAMA1)/49/-
sao fornecidas pela subrotina 5 (SPAM).

Salienta-se que o programa em simples precisao nao
e otimizado, nao usando nenhum processo de aceleracao da con-
vergencia.

Na Figura B.3.2 e apresentada o fluxograma do pro-
grama, de maneira simplificada. A seguir, para exemplifica-
cao, € mostrada a saida do programa de um problema amostra, e
ainda os cartoes para a entrada de dados, tais como numero de
pontos da malha, numero de grupos de energia, precisao, dados
nucleares, etc..



leitura

( inicio )
r‘ de dados

mont.do motriz de
remo¢ao + tuga

- MATRI1 -

4

mont. da matriz

de espalhomento
e nux sigmag
- MATR(2-

L

mont. dos indices
dos elementos noo
nulo dos matrizes

- SPAM -

calculo do termo
de fonte com

¢(°)

caiculo da inte-
gral de fonte pa-
ra o tluxo inicial
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calculo do

novo termo
de fonte

calculo do

termo de
espalhamento

mont. dos ndices

dos element, ndo

nulo das matrizes
= SPA Mi—~

calcuto do

fluxo paro o
gtupo IG
- SPAMAl-

¢

sub, o fluxo on-
tigo deste grupo
pelo calculado

&)

- SOMAF —

%

cdlculo do flu-

Y

caleulo da
integral de
dist. Pot&ncio

X0 do grupo

1
- SPAMAl-
I6=2 |IG

& -
:E:>-‘IG:IG+IIGG

Fig. B.3.2 - Fluxograma

imprima
a saida

param
exced. lim.
especif.

va paro
nova -3
. Ld
iteragao >
do programao.
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INSTRUCOES PARA ENTRADA NO PROGRAMA

CARTRO NOME COLUNA |FORMATO DESCRIGAQ
1 TITU 1-72 18A4 | titulo do problema
2 I1 1-3 I3 | n? de elementos na diregao x
JJ 4-6 I3 | n9 de elementos na diregao y
1GG 7-9 I3 | n0 de grupos de energia
I TMAX 12-14 I3 | n0 maximo de iteragoes
EP1 17-23 E7.1 | precisao de K
XKD 26-28 | F3.1 |19 estimativa de K
NC1 30-32 I2 | nQ de zonas
Ep2 34-40 E7.1 | precisao de S
3 ELX 1-10 F10.0 | comprimento do nucleo na diregao x
ELY 11-20 F10.0 | comprimento do nucleo na diregao y
XNI 21-30 F10.0 vafor de Vg
4 QUI(IG) 1-80 F10.0 | valor de x por grupo de energia
5 INZ(I) 1-80 4012 | tipo de zona de cada elemento (da
esquerda p/ direita, de baixo pa-
ra cima)
6 HX(I) 1-80 | 8F10.0 | Targura de cada elemento no senti
do do eixo x
7 HY (J) 1-80 | 8F10.0 | largura de cada elemento no senti
do do eixo y
8 A(INC,I) 1-80 | 8F10.0 *
9 FLUB(INC,I) 1-80 | 8F10.0 *

* As entradas das constantes nucleares de cada grupo e zona € feita do se-

guinte modo.

Z Secdo de choque de remocdo, fissao (vig) e D, em um cartao para cada
zona para o primeiro grupo.
Para os grupos de 2 a IGG

1. Secao de choque de espalhamento (Zi*
2. Secao de chogue de remogao, fissao (VI

S
v Iy g )

g -
e D, num mesmo cartao.

) _
Os Ttens 1 e 2 sao repetidos para todag as zonas de cada grupo, ate o
ultimo grupo IGG.




32 akaXataks

[aX 2N o)

100

10
11

. 20

40

i3

18
12

21

14

17

OO~
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Listagem do programa

ESTE PROGRAMA CALCULA D FLUXO DE NEUTRONS E D FATOR
OE MULTIPLICACAQ, PELA EQUACAQ DE DIFUSAQ
SCLUCIONADA PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

EM DUAS DIMENSOES (X-~Y)

CCMMON/DEL/HX(20) ,HY{20)
CCMMON/REGL/AL400,300),0120,201+516GR(20+20)
CCMMON/REG2/IC(4004+300104,1INZ21400)}
COMMON/REG3/T1+JJ91GG+1CL,EC251C3,1C4,1C5,1C6,1CT,NLOG
CCMMON/REG6/50(20,20)

CCMMON/REGT/S211400),FLUL40D)

DIMENSION FLUG(400+51+QUIIS5)+S1(400) +DF(400) 45111400},
* SIGSP(20420)+XNIS(20+20)+5A1L(40013,P0T(20420)4R(20,20),
* AXNIS(20420+5)¢1CAL400+20) +INZA(400) ,FLUOO{400+10),

* TITUL20)4XNILS)

LEITURA E IMPRESSAO DOS DADOS

READ{5,100)(TITU(l) yI=1,18])

FCRMAT (13A4)

WRITE{6,101) (TITUL]},»1=1,18)
FORMAT (1Xy 18A4)

EPS=1.0€E~05

13=2

NIM=1 o

READ(S5+10) 11, JJs IGGy ITMAX, EPls XKO, NC1l,EP2
FORMAT (3134 2X e [392X0ETal32X3F3.1ls1X%X9[2+1X4E7.1)
WRITE{6411INCL

FORMATI/1X,*NUM, DE 10NAS =',12)

N=ll%Jd

READIS +20)ELXLELY o IXNI{1G) 9 1G=1y IGG)
FORMATI8F10.0)

1F=N

READ(5940){QUILIG) +1G=1+1GG)

FCRMAT(8FL0.0)

READIS 1) (INZLI)sI=14N)

FORMAT{4012}

WRITE(6,13)

FCRMATL1IX,*CCNFIGURACAO 0O REATOR?')

IN=N

OC 18 J=lydd

INI=IN~11¢]

WRITE(6,12) LINZ{1)s I=INLsIN)

IN=INL1~1

COCNTINUE

FOCRMAT {3X,4012)

READUS 41 IHXII)sI=1,411)

REAC(5+4) (HY(Jhod=1edJ

WRITEL(6421)

FORMAT{/1Xy 'LARGURA DAS MALHAS NA DIRECAD:*)
WRITE(OsSIIHX{(I) s I=1,411)

WRITEL G LTI (HY(J) yI=1,Jdd)

WRITE{(6,y14) * '
FORMAT{/1X,"WALDRES DOS DADOS NUCLEARES DE ENTRADA')
FCRMATI(/1Xy*X24,20(1XyF4al))
FCRMATL/L Xy *Y2 ', 201X Faeld)

DO ¢ 1G=1,1GG

161=16G~1

DC 7 INC=Ll,NC1

IF(1G.EQ.1) GO TO 30
"READ(S54+4 ) LALINCs 1) ¢1=1,1G1)

WRITEL & 15)LALINC,1)s1=1,IG1)

REAC(5,4) (FLUOLINCs 1)y 1=1,3)
WRITELG6,15){FLUDIINC,1)41=1,3)

CONT INUE

FCRMAT{LIX48(3X,E12.06))

FORMATI(BF10.0)

CCMPOSICAG DAS MATRIZES PARA TADOS OS GRUPOS

1IFIIG.EQ.1) GO TQ 41
0G € IK=141G1

I1=0

DG S J=1,4J
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700

701

710

80

OO0

490

62

63
61

64

501

500

00 § I=1,411

Il=11+1

NC=INZ{11)
SIGSP{I+J)=A(NC,IK) /36,
CCNTINUE

NLCG=10

CALL MATRI2(SIGSP)
CCNTINUE

11=C

00 16 J=1,JJ

DC 16 I=1,11

11=11+1

NC=INZ(I1)
SIGREI»JI=FLUCGINC,1)/36.
AXNIS{I+J,IGI=FLUDINC,2)
XNLSUI +J)=FLUOINC,2}/36.
D(Is3)=FLUDINC,3)/3
CONTINUE

CALL MATRIL

NLOG=9

CALL MATRI2(XNIS)
CONTINUE

END FILE 8

END FILE S

END FILE 10

REWIND 8

RERIND 9

REWIND 1O

00 700 J=1,J4
S0(il+l+sJ)=0.

0C 701 I=1,11
SOll,11+1)=0.
SO0(Il+1,44+41)=0.

0G 710 IG=1,IG6
D3 710 1I=1,N
FLUCOLI4150=1.
FLUOLI»IG)=1.
CC@TINUE

00 80 I=1,N
sil(i)=0.

CALL SPAM -
DO 81 I=lsN
INZA(L)=INZ(T)
DO 81 J=1,9
ICAL{TIyJI=1C{1y3)
CONTINUE

CALCULO DG TERMO DE FONTE PARA U FLUXO

DG 61 1G=1,1G6G

D0 490 I=1.N

DG 490 J=1!,9
All+,4)=0,.

READI{G) ({A(I4J)+d=149)1=1,N)
CO 62 I=1,N
Si{Ii=0.

K2=INZA(])

DC 62 Kl=1,kK2
K=1CAl1,K1)
SI(I)=SL{it+A(1,KLI*FLUQD(K, [G)
DC €3 1=1,N
S1HUE)=511{1)+S1{1)
COCNTINUE

RERWIND ¢

DC 64 1=1,11

DC 64 J=1,44
S5C(1.J)=0.

1K=0

p0 £00 1=1,11

BC 501 J=1,JJ
Ti=IRK*JJd+J
SCUI,J)=S111{11}
CONTINUE

I=1K+1

CONTINUE

INICIAL
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CALCULO DA INTEGRAL DE S PARA C FLUXO INICIAL
CALL SOMAF(SSO}

CALCULQO DO SISTEMA PARA O PRIMEIRO GRUPO

oo [aXgR el

IT=0
95 0G 92 IG=1,IGG
00 92 I=1.N
92 FLUOO(I,1G)=FLUG(I,IG)
I1G=1
DO 91 I=1,N
S2LI)=(QUICL)}/XKO}Y=SLL(I}
91 CCONTINUE
BC 491 I=1.N
DC 491 J=1,9
491 Allvl)=0.

OO0 OO0

READ (8 ¥ (LA(LI+J)9d=149)y1=1,yN)
CALL SPAM
C
(o
C SUBROTINA PARA A SOLUCAO DC SISTEMA DO GRUPQ RAPIDO
CALL SPAMALINJ+EPS,ISyNIM,IF)
C
C
CC 97 I1=1,N
FLUCITI» 1) =FLULT)
4 CCNTINUE
SOLUCAD DOS SISTEMAS DO GRUPO 2 ATE G
CALCULG DA NOVA INTEGRAL DA FCNVE
CO 110 1G6=2,166
CALCULO DO TERMO DE FONTE
1G61=16~1
LG S8 I=1,N
98 SLLLL)=0.

DO 71 1G3=1,1G6
£C 800 I=1.N
DG 806 J=1,+S
800 AllsJ)=0.
REAC(9) ((Al14J)4J=149)41=1,4N)
DO 72 I=14N
S1{1)=0.
Ke=INLALT)
DC 72 K1=1,4K2
K=ICA(I,K1}

72 SHI)=SL{TY+ALTKLP*FLUOIK,163)
BC 75 I=1.N

75 SILEE)=S11(1)+S1(1)

171 CONTINUE
REWIND 9

D0 74 I=1,N ~
S2U1)=1QUICIG)/XKC)I*S11(1)
4 CONTINUE

CALCULO DC TERMO DE ESPALHANMENTGC

DG 99 I=1,N

99 SAL{1)=0.
DO. 122 1G4=1,1G61
CC 810 I=1l.N
DO 810 J=1,9

310 Af{l,4})=0.
READL10) {({AlT1+4}9J=149)s1=14N)}
L0 123 I=14.N
S111}1=0.
K2=INZAC(TL}
00 123 Kl=lsK2
K=fCA(I K[}
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123 SICHI=SLIY+AL] KL} *FLUOLK,1G4)
DC 125 I=1,NA
SALLI)=SAL(I)+SLL])
125 CCNT INUE
122 CONTINUE
DO 124 [=1,N
S21(1)=52111)+SA1(I)
124 CONTINGE
BC 502 I=1,N
bC 502 4=1,9
502 All,J1=0.
REACIB) ((AlI,319d=1¢F)si=1,N)
CALL SPaAM

SUBROTINA PARA A RESOLUCAO DO SISTEMA CE EQUACOES
CALL SPAMAL(N,EPS, ISsNZM,IF)

CALCULD DO TERMO DE FONTE

OO o600

0C 111 I=1,N
111 FLUGKIIG)=FLUCT)
110 CCNTINUE
REWIND 8
REWIND 10
DC 113 I=1,N
S11([)=0.
113 CCNTINUE
DO 131 I6=1.1GG
0C 503 I=1,N
DC 503 J=1,6
503 A(l,4)=0.
REAC(9) (LA11,J04J=1+9),121,N)
DO 132 I=1,N ¢
S1{1)=0.
K2=INZA(1)
DO 132 K1=1,K2
K=ICA(1,KL}
SLUI)=SI{1)¢A{T,KL)*FLUOIK¢IG)
132 CCNTINUE
DC 135 1=1,N
SIMII=S1L(L)+S1LL]}
135 CONTINUE
131 CCNTINUE
REWIND 9
CC 65 I=1,11
D0 &5 J=l,0J
65 S0(1,J)=0.
1k=C
00 133 I=1,11
DC 134 J=1,JJ
POT{1,3)=C.
11=1K%JJ+)
SCLIed)=S11(1L)
134  CCNTINUE
IK=1K+1
33 CONTINUE

CALCULO DA INTEGRAL DE S
CALL SOMAFRILSS)

CALCULO DO FATOR DE MULTIPLICACAD

OO0 OO0 -

XK=XK0*5S/550
IF{{ABSIXK-XK0O}1). LT. EPL} GO TO 2Ci
1F(IT.GE.1TFAX) GO TO 615
XK1l=1./XK
XKO=XK
SSC=5S
1T=17+1
GC TO 95
201 pC 210 16=1,166
00 220 I=1.N
220 DFIII=ABS(FLUDII,IGG)~FLUOO(1,1GG))
OFMAX=DF( 1}
0C 230 I=1.N
230 1F(CF(1)s GT. DFMAX)IDFMAX=DFI(I)



210 CCNTINUE
[F(CFMAX .GT. EP2) GO TO 96
96 (F(IT .LT. ITMAX) GO TO 95
615  XKL=1./XK
WRITE(Os6CIIXKaXKLsEPLJEP2,1T
DC €02 1=1,11
DG 602 J4=1,4J
602  XNIS(19J)=0.
: " PT1=0.
DC 600 1G=1,IGG
{K=0
00 770 I=1,1I
00 771 J=1+J44
11=1K*JJ+J
FCT{I¢J4)=FLUCLIL,IG)
771 CCNTINUE
IK=1K+]
770  CCNTINUE
OC 780 I=2,11
DC 780 J=2,4J
1F(POTI1+4J)-GE.0IGO TO 780
P=HX(I=L1}/ (HX(I-L}+HX(1)}
QaHY(J=1) ZIHY{J=-1)+HY(J))
PCT{II+1,4)=0.
PCTILI,JJ+1)=0.
FOT{I1¢1,Jd+1)=0,
POT I 4J)=(1a=P)*{1.~Q)}*POT(1-1,d-1)+
#PH( 1 —C)*¥POT{I41,J=1)+Q*(1.~C)2POTII-1,J+1)+
*P2QHPOT (I +14d+1)
780  CCNTINUE
DO 603 I=1,11
CC 603 J=1,4J
ACLyJ)=AXNISUE¢J IG)/XNILIG)
PTI=PT1+#AL1,J)*POT (I J)*HX{ 1) *HY{J)
XNISTIodI=XNISUL JI+ACT 4 JI%POTId)
603  CCNTINUE
WRITE(64231)16
caLL IMP (I1,JJ4,POT)
600  CCNTINUE
PT=PTL/{ELX*ELY)
Do €11 I=1,11
3G é11 J=1,JJ
RUI9JI=ANISII,4)/PT
611  UCNTINUE
WRITEL6,606)
CALL IMPUL1,JJ9XNIS)
231  FORMAT{//1X,*FLUXU DD GRUPQ ',12)
60t  FCRMAT(//1X+'DISTRIBUICAD DA PCTENCIA®)
609  FORMAT(//5Xy*FATUR DE MULTIPLICACAG (KEF) = ',€12.6,//5X
#401/KEF = '4E12.64//5X, "PRECISAD DO FATOR DE MULT. = ¢ '
¥EL12.5,//5Xs PRECISAD DO FLUXOD = '2EL12+5,//5X, '
®*UNUMERD DE ITERACOES = v,13)
STGP :
END
SLBROUTINE IMP(I[,JJ,P1l) _
GIMENSICN P1(20,20) ’
N1=JJ/10
N2=NI*10+1
NRE=JJ-NI%*10
IFINLLEQ.C) GO TO 2001
DC 2002 K=1,NIl
Ji=lK-1}1%10+1
J2=K%10 )
WRITEL6,2003)(J,d=01,42)
DC 2002 l=1+11
ARITEL6 200514 {PLI{14d)yd=dld2)
2002 CUNTINUE
2001 IFIAKE.EQ.0) GC YU 2006
WRITE(6¢2C003)(JsJ=N2,11)
DC 2006 1=1,11



20Ce
2CC3
2CCE

i

91

WRITELE92CCS5) 1o (FL{L a9 d=N24dd)
CLANT IANLE

FOrMAT(/2X41C(SXe13))
FCRMATULIX,i2e2aslClixykLlleal)
RETURN

ENC

SLeRCLTINE MATRII
SLERCTINA PERE A COCMPOEICAG CA MATRIL

COMMCN/CEL/FX(2C) kY (2C)
COMMONZREGL/ALACC30C)sCLECHE0I»SICRIZCycC)
COMMUN/REGZ/119Ji a0 eICLpIC2oIC0 1049 lLS91CH0ILTHNLLG

1C1=11%4y

1Cz=11+1

1C3={1+2

1ICa=z11~-1

1C5=2%11

1Ce=gu~2

1C1=11-;

LC 1C I=1,ICL

CC 1C «=1,5

A(lyd)=0,

FRIMEIRA LINFA LC FRIMEIRC ELCLC

F=EYOL)/ZEX(L)+RXE1)/FY( L)

Y=EX(L)arY (1) .

AULyl) =4o*L(lol)®he LEL*SIGRIL LI*Y

Allocd =4co#CUly L)#CRYCLI/RXULI-2a®bXCLI/EY (L) Jbcavalonibos) oy

AULyZ)  ==Zo¥CUL,Lhe (200 Y (LI/EXUL) kX UL/ RY (L) )48 ad3dunily L) oY

BUle4) ==c dC(Llyk)*F 44 #SIGRIL L)Y

LINFAS INTERMECIARIAS CC PRIMEIKT BLCCC

EC 2C I=zc51C4

ALy 1=l =104 (=FY(I=01)/hXi1)42a*EXILI/RY(L=1) b edun
# SIGR(l,I-1)%Fx(1)%FY(I-1)

AlLlec)=zo®CULyI=1)%(EYUI=1) /EXCLIenXLLI /Y LI=0))e 2.5
LUl DIR(FYCTI/ZFXCLI4EXAL IRy (LD
) E*l{SIGRILyI-LI®HX (L) ®HY (I~L)+SICRIL ¢ II*EX(LI®RY (L))

ALLy2)2CULy IIRCRY (D) /EXLL)=2 X (L) /FY (L) )44 #SIGRIL 1) ®
* EX{11%HY(])

AUTya)=CULy I=L)* (=AY (L= L) /HX (1 =hX ULV /RYCL=1) ) ¢2o®SICR Ly D=L )
* AEX(L)*FY(I-1)

AULpE)=CHLalnld% (RXUL) ZRY (L= 1)=2o%bY (I=1)/hXAL) IoC L1y 1) ¥
AU=Zo#EYCI/EXCLIEXCL)/EYAL) ) #a #USTCGRUL, I=L)*HALL) *hY Li-1)+
2 SIGK(L,L)%FX{L)*FY([))

AULo€1=CULy II4=F LI /EXUII=hX UL /RY (1) 142 #SIGR(Ly LI®hX (L)%
Y ()

CCATINLE

LLTIMA LINFA CC FRIMEIRC ELCCG

ALLoL)SCUL I=0)4LFYLI=2)/FXEL)I=244FXLLI/ Y LI=11)+
¥ 4 tSTCRILy =102 (1)2FY(I~1) ,

ALI,2)152%C Ly I=10%(EYCI=10/hX CL)4FXCID/FY(I=1) 0420 Lol
AUREYCLI/RX L) #RXUL) /Y (D) ) #8 ¥ (SIGRL Ly 1=L )*bX (L )RRy ([=0)+
$SIGR(La I DeRX(1)*FY (1))

ACL o202 Cllyd=L)# =Ry dI=L)/FX(Ld=kX (1) /FYEE=1))+24#50GRELpi~1)
A ARX(1)*EY(1-1)

AlI44)=CULoI=102(=2. bV {I=10/HXUI)4EXCL)ZFYLI=0))eC L, 002
P(=Zo#EYUI)V/EXCL)4RXEL) ZHY (D) )44 o® (SIGRIL 2d-L)*RX(L)*FYLi-1)¢
ASICR Ly I)oEX(LI2EY(L))

MCNTAGEM CCS ELCCCS INTERMELCIARICS

CC 4C J=1,1Cé¢

1Ca=y*11el

[CS=J#1]

=94

i ék}MEIRn LINRA CCS BLOCOS INTERMECIARICS
h1=FY (1) Z7EX(J)

Fe=byll)/nxiJdl)

X1=FxCd)/FY L)

Yeskx(J41)/HY (1)

Cl=hX(JIvrY (L)

GzzFXldl)*FY (1) )

ACICE, L1=D(dy )8 -2 %FL4X1)44.¥SIGRIJo1I¥G1

PL1Ccs2)=L iyl ) l-FL-XL)42.#S1CREJ, LI¥EL



4C

92

A{ICEs2)2ca® (Tl L)% P exLI+DldloLli*lreex2)ls
fo LS 1GR Loy LIPCLASICRIJL, 1I%62)

AUICC )2 ) =D Sy L)k {FL-do¥XLIoL (GLs1)o(F2-ca¥X2)4
24,3 (STuR(JLy LIPLZ+51GRIdy LI®GL)

BUICE 3 =l alal )R (~CatbitXeltao#51Cnldly 11462

ALLCE e ) =L dlal} A l-be=X21 4 a#SIGRIULLIRG

1C12=1CS+e

ICL2=1C5+1C4

11=2 '

£C SC 1=1C1241C43

LEMALS LINRAS 0CS oLCCCS INTERMECIBRICS

Fi=rY(Il-13/FX03)

Fe=kYLILY/FXLG)

Ri=pYi11) /B2 ()

Fa=seY (I1=131/hX(J1)

FeshY(ll-1)/rx(y)

FeskY IL)/bX{d]

Hi=kY(Ll-1)/bX(J1)

Pil=tx{dlsny(li~1]

X2=bx(JLI/EY (L)

Yizpx{Jd)shyill)

X4mbA(ILI/PYLIL-1)

2Eakx (Gl /FYLIL-1)

xeskx{Jdd/RY(IL)

AT=Fx(JLI/FYLIL=1)

Cl=zbxiulr®my(ll)

CZ=hX(JI*rY(IL)

G2akx (J1)%FY(Ll-1)

CashxlJ)*aYLil-1)

CE=Fx(yrtbY(Il-1)

Gezkx(yll*bY(Ll-1)

CI=Fxly)sry (1)

AU1n1) ==Llusllm11%CoSH{F54X5)¢SI1ER1dy I2-1)%C5

Allsa)d=Cldyll=L)#l=F 41,500 %x5)¢Llusll)®(~Rb-Llas¢das®rnls
22 3 (SICRIJyI1-1)HCI4SICRIG,I1)2C)

AlL192)200d b 1)0Ca 82 =ré-2Ed+S1GRIGIILI*GT

BUI4a)=Cld o L= 10 {CLEAFE+1at=Xs040 dlediml)elCan?HT=La5-X0)¢
$2 % {SIURIU,1L=1)2C5¢S1CRELLy El-LI0C6)

AUE9S)=Cluyliml)?( RL+3.420) 400Ul i1)%(H2e3.¢X2)40(0lyilm1)
¥ #(F4=3e X4 )40 S I LI RI~To4X3 44 0 (SICRIJs L1-1)5C4e
*SIGRIJ111)*GL+SIGRIJL$IL~L)I*GI+SICR{J,11)*C2)

AlLyo)=Cldiyli)®(asoroeloS=X2)I40 U 11)%{ a5%Rd~105-X2)elo®(
ASIGKEJLyILI#CL4SICRId TL)RGE2)

AULo7)=0(dlsIdmb)4.5%(~hamx4)+SIGRI01,11-1)%G3

ALIgd)=Cldly Il o {-FZ41o54,0%XZ 40 Jlyll-dln(=Fa=Lo5¢.5%n0)e
B2 ¥ (SIGRUGL I1I*GL+SIGRIJLIR=1)%G2)

BU1ySI=C(Jh L)% oS {~F2=XE)4SICGREJLPILI*CL

Il=11l+¢1
CONTINLE

MONTAGENM CA LLTIME LINFA CE CACA ELCCC
Rl=tY (I1-1)/FX(J) .

FesrY(I1-1)/rx(J1)

F3=PY(IL)/ X411

FazhY(11)/7EX1l)

XI=pXx{J)shYill-1)

Xe=kx{Jl¥/kYili-1)

S=rx{Jdly/seY (I D)

Xqa=kX(J)/FYLIL)

Cl=kXx€{Jl)*ryY (1L}

Ce=tX(J)*RrY(IL-1)

3=k x(J)*FYL(IL)

Ga=rx{Jl)*kY(Ili=-1)

FlLls1}=C Iy Ti-1)12C.58(~r1~X1)+SIGR(JIL1~1)%G2

AlT42)=00d 1002 (-r1 41 .54C5% X )40 {dg il )P i-ta=2oSe Sk} +
P H{SICGRIJYyII-1) 202+ SIGRIGLPI1)RGE)

AL e20=C(dy 1= )2 (0 Sk 1 4laS5=X1)¢0 {Jle IL-1 32 (Loac¥HeJaS~R2)+
B2 % SIGRIJGILI-1)#C2+SIGRELLyIL-1)%C4)

AlTeq)=CUdy I1-109 (R1 42 ¢ X)L (J Lol 1) RE23,4X2)4Dlubolid®
BARE-34X3)4C 0Ll a3+ X4 )48 ¥ (SICRIJy1L=10%G2e¢51CK{UL,
BLL)4CTIASIORIJLGIL=L)®Ca+S ORI, 1L)#52)

ACIa2)=Clulyll=1)205%(=F2=-X2)+SICRIJL,I1-1)%G4

Allse)}=0lulell=1)3(=tc=LaS5¢.5%¥x2) 40 {cloll) (=34l a5¢a0%RD}+
Rl WH(SICROSLy El-1)9CA+SIGR(JL9L1ICL)

CONTINLE



c

93

MCNTAGEM CC LLUTINMC BLCCC

I=l+1

1C1a=1C1-1C8+1

Cis=1014+1i

MCMNTAGENM LA PRINEIRA LINFA CC LLTINC EBLCCC

FeskbY(idbrbx(da)

FlzsbY{Li/ZE2idu-1) '

Ml=Exlsu=-1l/0Y(1)

Xe=kX{JJII/FY(L)

Glskxtuu=1)*rY (1)

Gz=bX(JJI*RY (1)

AUl )30 lud=1yd )2 (=2t F14X1)24.951CKRIJU=1,1)%G])
AlL42)=C(ud=Lyl)2(-nl=X1) 42 2SIGRIGu=4+1)%Gl

RS PEREIMNNEIPRUL P IT SRS BERIN NI S EPPE IR D PERT-IE TSV ey
FUu~Lyl)*GL+SICRIce1l)®C2)

AlLy&)=Cldd=lel)*{R1=Z2a®X1)4C(Jd sl ) (hi-2.%02) 4. % (SIGRL
BJu=1491)2CGL+S1CRIJur104CG2)

MUNTACENM Ca3s LINnAS INTeRMELIARIAS CC ULTIMC BLCCC

ICle=1+1

1C17=1Cl-1

li=¢

LC eC 1=1ClesiCL7

HlsbY(ll-1)/kxlau~1)

FestY (L1} EX(Jd-1)

h23=kpY(Il-13/kX(al)

FaskY (L1 /hX(dJd)

X1=bx (dd=10/kY(11=1)

yezrx{ou=131/EY(1I1) “

X=X {JII/EYLIL-1)

Ya=kXx(JJ)/EY (L)

Cl=kXxtJdJ=1)*ny(LLl-1)

CZ=bX(Jdd=112FY(11)

Ci3zbxlud)?rY(il-1}

Cazhal(ddi*FY(I1)

A1l )=Ctdd=Llyl1l-1)%CaS*(-hl=-X1)}+SIGFLJI-1,11-1)%G1
Al142)3CUdu~lygll=1)%(=FLleLaS4CoEt XL )40 (Jd=1y 1l )0 (=Fe-Lo5e
$CLE X2 )42 % (SIORIJU=14I1-1)%CL+81CRTud=1oIL)%52)

AL y2)=0lou=1y 11 )#C.5%(-F2-Xe)+SICRUGI-1911)%Ge
Al 9a)=CUJdd=1sILl=-1)*{CaS*R1+1o5-X1 )40 dJsd]l-1)%(0aC*Fa-]1aE~
AXZ)42 . (SIGRIJI=14110=1)%GL+SIGRIUI11~12%G3)
ALLI9S)=0Udc=1eIl=10%(F1e2 4X1)e0(JU, IL)%(F4+3,4X4)4
FLAGUeIl=1) 2 Hz=20eXx3) 20 lJdd-Lyl L) =3 atrc)ta?{SIGRLUI-1y
F11-1)2GL4SICRIJIy 1LI¥CA4SIGKIJI s I1=1)2C34SIGRIJU=Lyl L)
#HC)

ACLpe)=ClIdy I1)*(Cal%Fa4Las—xa, ¢CldJ=1yIL)%(CaS®Ri~lab=X2)+
#2 % (SIGRIJLyI1I*¥C4+SICRIGU=Ly11)2C2)

I1=11+1

CONT INUE

LLTIMA LINFA CC LLTIMC BLCCC

Fl=rY(Il=-1)/hXx(di-1)

F2hYLIL)/Fxiuu~1)

Fazry(ll-1)/nx{ac) -

FazrY (11)/ 0 (Jy)

>l=kx(Jdi=-1)/RY(I1-1)

Xe=rx{JJd-1)/bY (1)

X3zbXx(dod/FY(IL-1)

X4=Fx{uu)/BY(I 1)

Cl=bx{Ja=1i¥ky(I1~1i)

Ge=hX(ud-l)2nY(I1}

Cisrx(ydI*ry(ll-1)

Casbx(udl?ry (1L}

AlTy1)=00dd=1,11-1)%CaS% (~H1=-XL)+SIGFIJJ=-1,1L=-1)%GL

AlIZ)=Cldu= 1 1= )% (=1 41a5¢Ca24X] )40 Jd=1oll)?(=Hi"1loEta5x
AN 4 ¥ ISIGRIJU~1,401-1)%C14SIGRIGd=Lyld)Rue)

ULy 2)aC{dd=1p Il=0)3(CaBb14las=1)4L{JdrIl-1)*%(Cab¥bzm
L= X3 )42 {SIGRIGI=1 9 1~1)#CLeSICR{GIIL~1)4G3)

ALy )=Cldd=Lell=l)%(hi+da+X1)+C{Jdsll)®(FatiatXals
LIRS SE RS E N RN LR RN NRED S SUERY PEE PR FERTIE TEY §1 11
$Yg=1s 1 1= 13%GLeSICRIJIVILINGO+SIGREGUupll=1)*C3eSiGRL
2Jd-1y11)2C2)

wRiTElD JUlALTIsudeu=19S)y1s1,1C1}

RETULRN

ENC
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SLERCLTINE MATRLC (X))

C ciSc SLeFRCGRAMA COMPCE A MATRIZ LE FISSALD £ ESFALFAMENTC
COMVEN/CEL/FX(2ChabY(2C)
COMMON/ZREGLZCI4CC93CC) oL (2C+2C) o SILRIZ0,20)

COMMONZREC2/1 1,0 s CCIULpICae lCZpllaIs pller T oMLCG
CIMENSICN x(2C,éC)

£C IC iI=1,1IC1
CC 1C J=1,6
ClI.d)=Ce
1C CONTENLE
C FRIMEIRA LINFA, FRIMEIRC ELCCG
Clly)) =leoxxily )l)trx(l)aryil)
Clloe) =EawXx(LlyL)2EX(1)*EY(L)
Clle3) =E.*xUlyl0%rX (L)%Y (L)
Clledd =4e*x({1yl)tnxll)*xny(l)
C CEMALS LINFAS INTERMECIARIAS CC PRIMEIRC blCCO
CC 3C [=241C4
Clly 1) Lot x( Lyl=1)*rX{1)*hY(1~1)
Ctls2) ZE L UX( L I=1)FX A1) I=104X 01 ID*RXLLIIHYL( L))
Clle2)=4arxtl )2 1)*nY L]
Cels4) e X )y l=1)rX{]1)3FY({]I-]]} .
CllsE} S ¥ (XL Ly l=L)*EX (L)Y (I=0)ex il LI¥EX(L)*rY 1))
C(le€) =le¥x{ Ly )b X1} ¥rY (L)
ac CONTLINLE
C LLTIMA LINFA CC PRIMEIRC eLCCC
Cllyl) hodx{lyl-L)dFX{1)*RY{1l=-1) .
Clle2) =843 (X1 l-L)*EX L) 2Py l-L)eX Lol )orxil)ery(]))
Clly2) Tle¥x{Lyl-l)¥tx{1)2rY{I-1)
ClIqya) T XLy [=1)*EX (L)Y UL=234X{ Lo LDIthX{L)2HY( L))
C FRIMEIRA LINRA CCS ELCCCS IMTERMELIZRICS '
£LC «C o=1,1C¢ ’
ICe=u*li+]
1CS=J*]]
JlsJ+l
CLICE,1) 24e¥X{del)dhx{J)*FYLL)
ClIC8ec) Tl X{Ug LIMEX{YIARY( ]} .
ClICEL3) G * (X LIAEX(IIARY (L)X (Il L)2FX{JL)#YIL))
C(ICEs4) 44 (X (Jy D)*BXUJISHY (L) # X (JdLyL)xRXLJL)*hYLL))
CLICELS) =43 X1J1s 1) 2EXLILI*FY L))
CliCert) 224 x{ ol lixnX iyl )®RY L)
C . CEMAIS LINFAS LCS ELCCCS INTERMECIARICS.
1C12=1C%+2
IC123=1CsS+IC4
11=2
CC £C I=iCl2,ICl13
Cllyl} =X (I lLl-1)2F2(J)2RY(11-1])
ClIgz) =24 ixldoll=L)*FX{J)*RYLILl~-L)extdylL)2eX{J)*RY(L1))
Clly2) =xlJel L ®nx{y)*hY(11)
Clly4a) 240 X (as JL=0)FXLJIRFYLIL=1D X JLsll=1)2
L Hx{J1)*hY(l1-1})
Cllv5)=4o®(X{JyIl=200b XS Li~0ded(JylIl)*tX{Jl*HY(ILl]e
AXCSL o ILI*EXIJLI®EY(LIL)eX{ul L= 100FX4J1)*EYLLL-1))

CCly € At (X(S Lo LII*FaXCIII*RY L L X (sl LIBRX(JI®RY(IL)})
Clly2) =x (Ll IL-L)AFX LI LIRFYLEL-1)
‘C:::?;,) ~<-‘(X(Jl:ll*l)!fX(Jl)‘FY(Il-l)'X(Jl'[l%‘HX(Jl,‘
Cl1,$) =x(Jls 114X (J0)%HY (L)

[i=11+1

50 CCONTINGE )

C CLTIMA LINHA L£CS ELCCCS INTERMEL IARICS
Cti,y1) SX(JI1-1)%F2 Q) 4RYIIL-])
C(Ivi)=2.‘()(J'll—l)’PX(J)’HY(Il-l)*)(J-Il)*hX(J)*h!(IL))
Ci1,3) SEeM X L= 1IR3 Y I~ e X {dle bl-LI#FR{JL} 2

3 hY(1ll=1))

C(l.«l=4a*lx(Jyll—l)*?!(Jl*hY(Il~l)0)(J'lll’hX(J)*HY(IL)¢

* X(lell-l)*hlell‘PY(11‘1)*X(uloll)‘hlldl’*hY(ll))

céu.e) =X0Sla [l 030X ()1 ) dnY(L2=1)
CLo€) =2 (XUl 1110 0FX(ul)arY{ll~-L0+xidl,1L)% L)%
Lt hel=e. " Lyllisrx(sl)

40 CINTINLE
C LLTINMD sLCCC

94



c

4C

95

I=]+1l
1CLa=1CL=-105+1
1C1e=1C 14l
FrIMELIRE LINFA CC LLYIMC ELCCC

Cllel) 4% (wu=Lel )X lau-L)*FY (L)

Cliecd Sed?X{Jd= Lol )¥E2x{d=1)*¢nY(1])

Cl1ys2) S X ud=ly L)X (au= 1) FY LI AX{JI e LI*FXLd) YL L))
Clls4} sqt{xlec=Lol)®naloe~1)2rY(LIox Mool ivrX{suldryY (]
L] 1)

LINRAS INTERKESIARIAS CC LLTIMC ELCCC

1Cle=1+1

ICLl7=1C1L-1

l11=¢

CC 60 I=1C1e,1C17

Cli,1} =x{ed=1lyli=1)2Xlad-1)%FY(I1-1)

Cllec) Sz ¥ (X{ad=1l 111020 x{ad=-1)*hY(Ll1-1)+
2 alyJd=-lyll)erxtidu-10*ryY L1L1))

Clle2} =x{Jd=leIl)*hx{us-12*bYLIL)

Cllgnld S UX{dd-1y I1-1)*HX{JJ=1) 2V 214}

2 Xldusll=1)*Fx{uo)®kYiIL-11)

Clis5E) 4o (X{dd=1leli=L)*nX{du~L)*HY{LL=-Ld)eXx{Ju-isli)%
'PX(.J*I)'PY(Il)*x(JJ.II—I)**A(JJ)*FYIll-l)'X(JJpIl)*kx(JJ)*
* FY(il))

Cllee) 224 XUy I1IREXIIIIORY (L L) eX{JJ=1yl L) HX(JJ=a)®
* kY(I1)}
li=fl+}

6C CONTINVE

LLTIMA LINRA CC LLTINMC BLECC
Cliy =xlod=leli=1)2rX(J4Jd=1)2RY(L1-1)
Cll.2) 2o dluu=lyl1l=1)2EX(Ld=1 )% kY ({Il=1)¢

A x(JJd=1yll)*Rxlde-L)*EYLLL))
et (X{du=Lloll-12rX1JdJ~1 00 Y(Li=L)eX(Juo]ll-102

C(1,3)
* Rx{od)ERYill-11)

CU1ea)  =aat(X0du=1y11=1)#RX(Jd= 1) AFY(I1= 1)+ X{J=1o1 L)%
# R xlod=L)*EY (L)X 0ddoll=L) X luu )b LIL=100XiJus LD oratyd)®
EY(LL)) , ,

WEITE(NLCG) ((CUTsddeu=1sSdel=1y1C1)

RETLRA

ENC

SLERCLUTINE SCMAF(SCMAT)

COMMEN/CEL/FX{2C ) ok Y(eC

COMMON/REC3/710 ouu o JCCHICL,IC a |
COrrCArRECE stot s 21C2,1C 'l(l‘vlc 2 1C6y 1CToNLCC
CIMENSICN SIMELL4CO)

SCMAT=C,
SIMELLL)=(ea®S ULy 1)42a%Sl2e1))/E.
SOMEL=(Ea®SULlol)tca®Si)42))7E
SIMEE=(E e *S ey l)tia%Sl292)) /8
SMEME={O WS MELH+E.25UMELI/d
SIMEZ=({€a®S{Llg2)4ca%S(2,2)) /6.
SCMA= LS (1p )45 2ol )#S 1y ) ¢8{292))/2€t{SUNMELS
* SOME2+SIMEL) /S ata *SVEME/ S )N, *rx(l)‘hxlﬁi SHELlLy
SIMEL(]1)=C81NMEZ

SCMAT=SCMAT4+SCNA

CC 4C I=z,11 .

Fl=bXx(I~-1)2FX{1) -
Fe=kXx(] )42,

Fizhx{l-114%2,

FazbX{I=-1)19{rX{I-1)+FrX{]))

SIMELUI)=lE.3S {141 )%E2-2,.25(]141)%R2+¢. 35(1gl)*blesans (el L)L
BSUI+ Ly 1) 2-2o#S(I-1 1 )%F1¢S(1=0,0)%F2)/ (Eo®i4)

SUMEZ=(Ea# Sl 1 gl)tiatSLItle2))/E.
;T:Nt-(é.*§¢P&2*3.*<¢FE’—<JPtl)It.
MEC=(E S (a2 b3~ oS (g )W hEeeoSC L)tk 148 0S¢ ¢ ) ¥H

'S(Iflyil*kz-i.*S(l-lyl)'h1+5(l-1'1)*FZ);té.::4) Stirtrcivnle
SCN€=((S(I,1)0$(IQL.IDOS(1'2105(1#1'2))/Ec.#(SJMEEfsJMté*
L4 :IFtlll)*SlPEZ)/9.*4.‘>HtPE/5.)*4.‘rX(l)‘hx(l)
SCMAT=SCMATHSCNMA

SuMEL=SUMEL

SUMEZ=SyMt 3

SIvEL(]l)=S1IMEZ

CONTINLE
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CC 5C v7eruw
CeLleutl CC ReSTC LC FEATCR

¥lamyig=D)*ryi )

A AN R L L DN

IRy (u~Ll)%%2,

razpy({o=- 1) rYld=1}+rY(J))

SUMEL= (GBS (Ul X2=Z2 %S ULy )P Xa4ca®Slhoc)dxlrso¥Silodviloxly
Syt 1)*X2=3.35(Lyu=112X1eS8{lou-1122Xc)/ 1Ea*X41

SUNEZ= (Ea® S (cad ) #23=2 43Sl g It ncttads{cqu)®Fnjeso*Slcyutl)nxls
S (Zy t1)®X2-23,%S(2,J=112X145(29u-1)22l)/1E%X4)

SMENME= (€ ¥SUMELrz . *SUMEC) /E

SINEZ=(C WSl sdtl )5S cwdtl) )/t

SEMA=LUSTLed) #SULyutl)#S{2y 0489 d41) )/ 26aviduMELeSUINMECY
* SIMEL(LI4SINEZ)/Sada®SPEME/S)Haathd LT xRY ()
SCMRAT=SCMATHSCMA

SIFMELLL)=SINMEC

CC 50 I=&41l

hl=skxtI-1)*%*Z.

Festx(l)ang,

F2=bx(I-1)2Ex11)

Fa=kx(I=-1)*(Rx{I-1)+r>(1))}

Xi=ty(i~1)3%c,

AT AT R L

23R dd-1)*Y(y)

YA4bEY L= 119 tEYLo-1)++Y(J))

SIMEZ=(E oSl edt L) 1-Zo?S L a1 )0F206a8S (I, Jel)NFZeE . 5S( 00],u0l)
$REIASLL L p L) Rz~ 3o 0 S Ul Lout L} *E24S L1 )dvLd*r2)/(ae¥by)
SOMEZ=(Ea#S I+ h g i ?X]1=2a®SUI 00 d A€ %S I0L, )®XZ0E 850 ¢ uri)
Fr2eS(lelgut DI XE~2 %S (I yi=Li%X345(l¢lyu=1)¥XS)/ (Be*he)
SMEME= (Eo#SUMECHE #S MES~SUMEL)/EL

SCMA= LSl ) #5350 outl)oSULeLsddeSUI4la04)))/2EatisdMEIoSINELS
* SIMELGL)¥SINEZ) /St ba®xSMEMEZSL) 4o X 1) RY(J)
SCMeT=5CMAT+S( M2

SIMEL{I)=S]INMEZ

SUMEL=SdME e

SukE2=SUME2

CONTINLE

FETLRN

ENC

SUBRCUTINE SFAN

COMMON/REGCZ/ICL4CC3CCHINZLGCC)
COMMUIN/RECZ/1T90d o lCCoyICLedCeolCZICayICE21CELWICTHNLLG
ICiLl,1)=1 :

1ICtl,2)=¢

1CL1,21=1C2

ICtl,4)=1C2

INZ(1)=4

CC 3¢
ICtl,1
1CUT ¢
IClIL,
IC(1,
ICti,
IC{1,
INZ(]
COinT]
1Ctil,
1cel,
ICll,
1C(1,
INZL(T
LC 4C Jd=1,1C¢
1CE=J%]]+1
fCe=y»1l

Jl=o+]
ICLICEL1)=10G5-1C4
ICUICE )= 1CS—1CT
IC{ICEL3)=1C8
ICUICE4)=1CE+ ]
IC{1CE+0)=1CS+1C2
ICUICE€Y=0C0S+IC2
INZ(iCE)=¢

v]

[ e T

P e gt
aBal []
—

]

—

AR n

L SR VN A L R Y I S WY
B T T TR (Bt I L O U T T I R TR A 1}

H oo o o oae



SC

4C

€C

AOCOOoOO

1

1C12=106+2
1C12=0Cs+1L4
[l=2¢

CC sC I=1CleyiClcz
IC(lyid=1-ile
IC{Ly2)=1~11
ICtly2)=1-1C4
ICtlya)=1-1
[Cllyn)=1
1C{I,e)=1+1
IC(1s7)=0+1C4
ICULs€)=1+11
1CUL,90=1410¢
INLD)=S
Il=]1l+1l

CONT INUE
1C(L,01=1-1Ce
1ICtIyel=1-11
1C{I,3)=1-1
1C{Is4)=1
ICET,8)=0¢1C4
[C(To€)=fe¢ll
INZ(L)=¢

CONT INLE
1=1+1
1C14=1C1-1CE+1
1C13=1Cl4+1l
IC(I,1)=1C14
IC(Ls2)=1C1LE
IC{I,2)=1
IC{Iy4)=141
INILE)=4
1CLe=T1+1
ICii=IC1-1
ll=2

CC €C 1=1C1e,1C17
IC(I, 1)=1-1C<
1IC(Is2)=1-11
ICt1,2)=1~-1C4
ICi1,4)=1-1
1C(1,5)=1
ICllse)=iel
INZ(T1)=¢
[1=11+¢1
CONTINLE
ICiIsl)=1-1C2
IC(Iye)=I-11
IC(I420=1-1
1C(L,4)=1
INZUT)=4
RETLRA

ENC

SLEBRCLTINE SFPAMALUINGEFSISyNZM 4 1F)
COMMON/REGE/E(4CCzCC) yLUZCy2C) oSIGRIZC42C)
CCMMON/REC2/1CH4CC,2CC ), INZL4CC)
COMMIN/REGT/ BL4CC) o X(4CC)

CIVMENSICN IX(4CC)oIY(4CC)H 1Z14CC)

SCLLCAC COE LM SISTeMe CE ECLACCES ALGEERICAS Ax=b,
ATRAVES CC METCLC CE ELIMINACAC CE GAULSSy APLICANCO
TECNICAS PARA MATRIZES ESFARSES.,

TFINZM LEQe 1) CC TC 2C5

ARFANJC CCS tLEM. LE A EM CRLEM CRESCENMNIE.

LC 2CC I=1,4p

Ji=1]

1K=1

Ne=INZUL)

LFINZ sEQCe 1) GG TC eCC
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aX gt

MLL=MLL L
CC Le w=lean
TFCILIR) oECe NJ) GC 1C 17
16 CONTINLE
17 [2irky=]
1i€lc)=nJ
s=lx(l)+l
LC 1E k=gyd
1F{Ix(r) oEQ. NJ) CC TC 1S
18 CONTIANCE
S Ix(KI=Ix(2)
1>(2)=NJ
I=NJ
14 £l=8(141)
2lLls1)=Ce
E(l)=cll)/7A]
NZ=]INZ(T)
LC ¢4 K=loNd
24 Allsm)=2(1l,ki}/21
CFERACCES Ck ELLINMINACACS
Ne=ix(l)+l
IFINY LUE.
IF(IS stke
GC 1¢ 1IC
25 L0 4C L=24.AM
1L=0x(L)
Ac=Alll,1)
£(IlyLl)=Ca
KCE=KCE+1]
Ni=INZLT)
IFINE JCT1e 1) GC IC &7
CESLUCAMENTL Lk ELEMENICS NLMA LINFA.
TFCINZOLL) CEQe 1) CC TC E¢
kRzzINZ(LL)-1
LC 23C2 Ka=i,n:
IC{TL ke I=1C 11 yK4¢1)
Alllyka)z=A01Ly4e]l)
3IC3 CONTINGE
INZCILI=)N2(1))-1
€C 1C 8¢ °
€T AN=IC(I402)
NZI=INZITL)
TECLCUELANZL) «CTw AN ANSTCLILNNZYY
CC £C K=l24AN
8¢ x(K)=C(C.
TFINZL .eCe 1) CC TC £8
CC S1 Kl=z4N21
K=1CUIl1yK1)
Xlk)=2(11,x1)
€l CUONTINLE
£ CC £2 Kl=2.M
K=1C0(1,x1}
X KI=X(K)=22%0{1y4K])
€2 CONTINLCE
K1=C
INZLIL)=INZLIL )~
CC £:Z K=la AN
TE(X{K)} EQe C€) CC TC £
Kl=Kl+] -
ACTLleR1)=X(K)
IC{Il,Kk}l)=K
€3 COMIINLE
KON=XCONeNZI-(KLI=-INZ(11))
KCC=KCC+lKkL-INZ(11))
INZ{LL)=K1
S6 tllll=t(ll)-8c*EL])
IFCINZUIL) GTa NMNIMY NAM=IN2MTL)

1c

) LC
) GO 1C

N
N A
Oan

-4C  CCNTINLE

IF(IS LECs 1) CC TC 1C
«C CONTINLE

cC 7C 33
1¢ CUMTIMLE
SLESTITLICAC RrukbkSSiva,
23 u=lltN)
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2CC

€L cCl v=ulgp

CC el Kl=iKk,yNL
TFUIC (a1l ) SEQ
COnTince

CCONTINLE
LeLXx=10(1, 1K)
ICULIR}=1CLE4K1)
ICCIeKl)=TLLX
ALx=A{1,1K)
AllsIK)=A01,K1)
Allerd)=LUX
[k=1Ke1

1F{IK «GEs NZ) CC
Jl=o+1

CC 1C 2C4

CONT INUE

NIv=1]

«) €0 TC <C:

TC <CC

CeT. LA TCL LC SISTEMA.

<CE

11

[,}]

(%}
~n

<2
101

12

AM=21(1,1)

CC «C€ [=14N
MZ=INZEL)

CC cCé K=1,h2
IFL RES(AM) CEo
Arvz=L (] 4K}
CONTINLE
TCL=EPS? LES(2NM)
IF{IS JECe 2} CGC
pi=N-]

CC 1C 12=14M1
1=12012)

L=1

1»1)=c

AN=C .

Neg=lc+lF

IF(NZ Gls N) ANZ=

CC 11 Jl=lecabe
JE12031)
lF(lC(u!l’ phEo l
L=L+1
IXtL)=1x11)+1
IXMiL)=J

AcS(A(1,8))) GC 1C cCe

1C 2

L}

2) ¢C 1C 11

IFU ABS(ALJ,13) oLE. ABS{AM}) GC TC 11

ar=plo,l)

Nozd

CONTINUE

IFL AES(EM) CT.
¢C 1C 1C1 -
Nl=h=]

CC cC Iz=14N1
I=12{12)

L=1

1>{1)=C

Ne=1+1F

[FINZ 4GTa M) Nz=

CC 21 Jdl=12,M¢
NERPAREY)

1CL) - C IC 12

A

FFUICLS, 1) _oNEs 1é) CC TIC 21

L=L+1
IXX1)=Ix(1)+l
Ix{L)=y

CONTINLE
Ni=1Xx(&)

IFL AES(2(NU,1))
NZ=1>(1)+1}

CC 22 K=Z,N2Z
No=1X(K) .
TR0 AESTRINISL))
CONTINLE
Ne=lxl2)

1S=-1

IF{IX{1) +&Ce C)
IF(NY LEQ. 1) CC

MLCANC2 Ci& LINHAS.

1

CONTINLE

«CTe TCL) GC TC 12
«GTas TCL) GC TC L€

CC T1C 15¢C
1C 14
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SC

15C

MNZ=INZ L)

LC 20 K=14N2

TFCICU sK) oNke C) CGC TC :Zg2
CCATINLE

¢C 1C ICl SN
E(JI=E (S ALGeKI)

CC SC v=coN

1E=N=-J+1

J1=1201E)

NZ=INZLJ 1)

IF(ICIILINL) oEQe C) GC TC SC
CC SC k=14M2

IA=1C(J1 4K}

[1=12114)
Elul)=t(ul)=-20JdLlK)*ELLL)
CCNTIANLE

CC G4 I=leN

J=ivil)

k=1214)

x{1)=E(K)

KETURN

EnC
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Um exemplo de saida dos dados e resultado

PRCBLEMA 3 — KANG/HANSEN

NUM., DE 2ZCNAS = 2

GCONFIGLRACAC 0O REATCR
2222222
22222222
222222222
22 ¢2 2222
11112222
Lt L1l l12222
11112222
11112222

LARGURA DAS MALHAS NA DIRECAQ:

X3 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0

¥Y: 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.C 5.0

VALURES DCS DADOS NUCLEARES DE ENTRACA

0.623000€-01 0.0 C.1500GCE

0.1CLCCOE 00 0.0 0.120000¢€
. 0.60CC00E-01

0.2C00Q0E 00 0.218000E 0O C.4CO0QCOE

0.1CCCCCE CO

0.2000C0E-01 C.0 C.15CC0CE

ci
ol

00
cC

FATCR DE MULTIPLICACAO (KEF) = C.B878C87t 00

L/KEF = 0.113884E 01l
PRECISAC 0O FATCR DE MULT. =

PRECISAC 0O FLUXQ = 0.10000t-C4

0.10000E-

NUMERO DE ITERACOES = .1 .

FLUXC DC GRUPG )

1
C.38C4E G1
0.3722€ 01
0.3428E Ol
0.2855E Cl
0.1696E 01
C.3271E GO
0.6269€E-01
0.1153€-01

NV EBEN»

FLUXO OC GRUPC 2

1
C.1134E 01
0.1107€ Q1
C.1028E 03
C.7610E 0O
0.1223E Q1
0.21865E Cl
0.£1S0E 0OC

NOoWwmS W~

8 C.1331€ 00

2
0.3722E 0L
0.3642€ 01
0.3355E 01
C.2793E 01
0.1650E Ol
0.3166E 00
0.6021€-01
0.1100&E-01

2
0.1107E Ol
C.1081¢ 01
0.1003E 01
0. 7440E 00
0.1178E Ol
0.2115€ Ol
0.5949E 00

0.1273€ 00

DISTRIBLICAO DA PGTEMNCIA

[}
Ce$89%0E-Cl
0.5655E-01
C.8962E-01
C.t63¢E-0QL

TNV EWN -

2
0.9655E-01
0.9426E-01
0.8745€-01
C.b6488E-01
.0
0.0
0.0
0.0

: 3
0.3423E 0Ol
0.3455E Cl1
0.3CSCE 01}
0.25¢5E 01
D.1l4S8E Ol
0.2806E 00
0.51G94E~CL
0.9599€-02

3
0.1028€ Ol
C.1CGC3E (1
0.92456E 00
0.6G5C9E 00
0.1CSCE Cl
0.1878E 01
0.5184E 00

0.1106E 00

3
0.8962E-01
0.874SE-01
0.81C6E-01
0.€024E-01

04

4
0.2855€ Q1
Ce27G3E C1
0.2565E 01
0.2099E 0Ol
0.117¢E 01
0.2042E 00
C.40C8E-Cl
O0.7T412E-02

4
0.T6LCE 00
C.T7440¢& GO
0.6906E CO
0.501l1E 0O
C.7935E Q0
0.1423E Q1
C.3943E GO

0.8603€-01

4
0.6636E-C1L
C.6488E-C1
0.6024E-Cl
C.4370€-01
0.0
0.0
0.0
0.0

5
0.1696€ 01
G.1650€ 01
0.1498E 01
0.1176& 01
0.5136E Q0
0.1254E 00
0.2536€-01
0.506%€-02

5
0.1223€ 01
0.1178E 01
C.1050€ 01
0.7935E 00
0.5134E 00
0.8322€ 00
0.2527€ 00

0.5818E-01

occanoco
R

[oNol+NeReNoNoNel

do programa

6
0.3271E Q0
0.3166€ 00
0.2306E 00
0.2042€ Q0
0.1254€ QO
0.5114E-01
0.1342€E-01
0.2380€-02

6
0.2185€ 01
0.2115E 01
0.1878E C1
0.1423E 01
0.8322€ 00
0.3235€ 00
0.1323E 00

0.330%9E-01L

QOO0OCOCOC0O
D

cocoowocCc

7
0.6269E-01
0.6021€-01
0.5194E-01
0.4008£-01
042536E-01
0.1342E~01
0.5195€-02
0.1365E-02

7
0.6190¢€
0.5949E
0.5184E
0.3943E
0.2527€ 00
0.1323E 00
0.4916E-01

Q0
00
00
00

0.1571E-01

.

[aNaNoNeNeNo¥ oMol

[=ReR=NeNaNoNe N0l

101

8
0.1153€-01
0.1100€-01
0.9599E-02
0.74L26-02
0.5069E-02
0.2880E~02
0.1365E~02
0.471L56~03

8
U.1331€ CO
0.1273€ CO
0.1106E 00
U.8603E-01
0.5818€-01
0. 3309e-01
0.1571€-01

0.5213e~-02

¢ o 0

e o 0

cCooocecoo
N
OCooCcocococo
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