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APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS F I N I T O S NA SOLUÇÃO DA 

EQUAÇÃO DE DIFUSÃO EM ESTADO ESTACIONARIO 

SHIZUCA ONO 

RESUMO 

A s o l u ç ã o da equação de d i f u s ã o de n ê u t r o n s em esta_ 

do e s t a c i o n á r i o e o b t i d a a t r a v é s do método dos e l e m e n t o s f i nji_ 

t o s . E s p e c i f i c a m e n t e , u s a - s e a t é c n i c a v a r i a c i o n a l pa ra p r o ­

blemas em uma d imensão e o método dos r e s T d u o s ponde rados (Ga^ 

l e r k i n ) pa ra p rob lemas em uma ou duas d i m e n s õ e s . E lemen tos re^ 

t a n g u l a r e s são u t i l i z a d o s para a d i v i s ã o do domTnio e s p a c i a l 

e o f l u x o de n ê u t r o n s ê ap rox imado p o r f u n ç ã o l i nea r ( c a s o uni_ 

d i m e n s i o n a l ) e f u n ç ã o b i l i n e a r ( c a s o b i d i m e n s i o n a l ) . 

R e s u l t a d o s numér i cos são o b t i d o s po r meio de um pro 

grama de computador em l i n g u a g e m FORTRAN I V , e comparados com 

os f o r n e c i d o s p e l o c ó d i g o C I T A T I O N de d i f e r e n ç a s f i n i t a s . Os 

r e s u l t a d o s mostram que f u n ç õ e s l i n e a r e s ou b i l i n e a r e s (2D) não 

descrevem s a t i s f a t o r i a m e n t e os pa râme t ros d i f e r e n c i a i s pa ra 

núc leo de r e a t o r e s com g rande h e t e r o g e n e i d a d e s , mas a p r e s e n ­

tam bons r e s u l t a d o s para os pa râme t ros i n t e g r a i s como o f a t o r 

de m u l t i p l i c a ç ã o . 



ON THE APPLICATION OF FINITE ELEMENT METHOD IN THE SOLUTION 
OF STEADY STATE DIFFUSION EQUATION 

SHIZUCA ONO 

A B S T R A C T 

The solution of the steady state neutron diffusion 
equation is obtained by using the finite e l e m e n t m e t h o d . 
Specifically the variational approach is used for one d i m e n ­
sional problems and the w e i g h t e d residual m e t h o d (Galerkin) 
for one and two dimensional p r o b l e m s . The spatial domain is 
divided into retangular elements and the neutron flux is ap­
proximated by linear (one dimensional c a s e ) , and bilinear (two-
dimensional case) f u n c t i o n s . 

Numerical results are obtained with a FORTRAN IV 
computer program and compared with those obtained by the finite 
difference CITATION code. The results show that linear or b i ­
linear f u n c t i o n s , do not satisfactorily describe the differential 
parameters in highly h e t e r o g e n e o u s reactor c a s e s , but provide 
good results for integral parameters such as m u l t i p l i c a t i o n 
factor. 
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CAPÍTULO I 

1.1. INTRODUÇÃO 

A analise de muitos fenômenos na natureza conduz a 

modelos matemáticos complexos que resultam em equações d i f e ­

renciais ou T n t e g r o - d i f e r e n c i a i s , que procuram descrever o c o m 

portamento do f e n ô m e n o . São frequentes as situações onde solu^ 

ções analíticas rigorosas para estes modelos não são facilme_n 

te encontradas ou mesmo são i n e x i s t e n t e s . Uma a l t e r n a t i v a se­

ria simplificar o modelo matemático que descreve o fenômeno-

fTsico em estudo para se obter uma equação diferencial possjí 

vel de ser a n a l i t i c a m e n t e s o l u c i o n ã v e l . E n t r e t a n t o , a v a n t a ­

gem em obter-se soluções a n a l T t i c a s , e portanto "exatas", é dj_ 

minuTda pelo fato de ter-se modelado o sistema fTsico de uma 

maneira não r e a l í s t i c a , e p o r t a n t o , essas e q u a ç õ e s , assim o b ­

tidas, não descreveriam rigorosamente o fenômeno em a n a l i s e . 

Uma outra maneira de se contornar as dificuldades de c á l c u l o , 

e usar técnicas numéricas que levam ãs soluções também aproxi_ 

madas devido a discretização das variáveis e n v o l v i d a s . Com o 

advento dos modernos computadores é possTvel obter-se d i s c r e -

tizações tão pequenas quanto se q u e i r a , embora restrita pelas 

limitações do c o m p u t a d o r . Assim as técnicas numéricas g a n h a ­

ram maiores perspectivas e estão sendo cada vez mais e m p r e g a ­

das nas soluções das equações d i f e r e n c i a i s , permitindo então 

modelos finais mais r e a l í s t i c o s , embora não fornecendo r e s u l ­

tados "exatos". 

Com o aumento da capacidade dos computadores d i g i ­

tais, surgiu na comunidade cientifica um "consenso" de que 

qualquer problema pode ser solucionado n u m e r i c a m e n t e por meio 

do computador. E n t r e t a n t o , mesmo sabendo-se do enorme p o t e n ­

cial dos métodos numéricos e da capacidade da m a q u i n a , inúme­

ros problemas são ainda i m p o s s í v e i s , e alguns casos impraticã 

veis, de serem solucionados mesmo n u m e r i c a m e n t e . Tais l i m i t a ­

ções ocorrem por varias r a z õ e s ; uma delas é a limitação d e v i ­

do a impossibilidade de certos problemas serem m o d e l a d o s com-
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pletamente, e outra e a necessidade de um tempo de computador 

proibitivo para o cálculo n u m é r i c o . A solução para tais impas_ 

ses envolveria um maior desenvolvimento tecnológico para se 

obter maior eficiência da máquina e desenvolvimento de técni­

cas numéricas mais p o d e r o s a s . Desta forma ê crescente a p e s ­

quisa em técnicas n u m é r i c a s , visando atingir estes o b j e t i v o s . 

Dentre as várias t é c n i c a s , o método dos elementos 

finitos ( M E F ) , objeto de estudo deste t r a b a l h o , é considerado 

como uma das mais p r o m i s s o r a s , devido a certas vantagens so­

bre outras t é c n i c a s , como: utilização de malhas relativamente 

grandes, emprego de funções de alta o r d e m , v e r s a t i l i d a d e na 

modelagem de geometrias i r r e g u l a r e s , e t c . 

1 .2.HISTÓRICO 

0 MEF / 6 , 1 8 , 2 4 , 4 4 / , como um instrumento de a n á l i s e , 

foi inicialmente usado em problemas de m e c â n i c a estrutural na 

engenharia c i v i l , mas logo seu campo de aplicação foi a m p l i a ­

do a outras áreas da e n g e n h a r i a . 

E difTcil estabelecer a sua origem e o momento de 

sua concepção. 0 conceito de análise estrutural surgiu por 

volta de 1900 com M a x w e l l , Castigliano e Mohr entre outros 

/18/. Esse conceito representou o principio da m e t o d o l o g i a de 

análise matricial de e s t r u t u r a , que é a base da análise por 

elementos finitos da mecânica e s t r u t u r a l . 

No inTcio, o desenvolvimento do MEF foi l e n t o , devj_ 

do a limitações práticas na solução numérica das equações a l ­

gébricas, e pelo fato desse método exigir cálculos r e p e t i t i ­

vos e muitas vezes iterativos de conjunto de equações s i m u l t â 

neas. A solução m a n u a l , como era f e i t a , tornava-se t r a b a l h o ­

sa e inviável, limitando-se a aplicação do MEF na solução de 

problemas s i m p l e s . Com o desenvolvimento da eletrônica apare­

ceram os computadores digitais na década de 1 9 5 0 , e foi possT 
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vel então substituir os cálculos manuais árduos e demorados 

pelo cálculo por m á q u i n a , obtendo-se assim soluções com maior 

rapidez e p r e c i s ã o , e como c o n s e q u ê n c i a , o MEF teve um rápido 

desenvolvimento. 

Antes de 1950 pode-se citar Hrenikoff /24/ que m o s ­

trou que solução numérica do problema estrutural para um só­

lido regular poderia ser obtido substituindo-o por um c o n j u n ­

to simples de b a r r a s . Courant / 2 4 / , em 1 943 , solucionou o pro_ 

blema de torção de S t . V e n a n t , aproximando a função deformação 

em cada um dos elementos triangulares e formulando a solução 

do problema através do princípio da energia potencial m T n i m a . 

Em 1959, Greenstadt /24/ esboçou uma aproximação 

por di screti zação envolvendo " c é l u l a s " , isto é, imaginou o do_ 

mínio do problema dividido em um conjunto de subdomínios a d ­

jacentes. Nesta t e o r i a , descreveu um procedimento para repre­

sentar a função incógnita por uma série de funções bases cada 

qual associada a uma " c é l u l a " , e analisando o princTpio v a r i a_ 

cional apropriado em cada " c é l u l a " . A teoria de G r e e n s t a d t pe£ 

mite usar malhas de forma i r r e g u l a r , e contém muitas das idéias 

essenciais e fundamentais que servem de base m a t e m á t i c a para 

o MEF, como este é conhecido a t u a l m e n t e . 

A popularidade do MEF aumentou na área da e n g e n h a ­

ria no inTcio da década de 1960, com trabalhos s i g n i f i c a t i v o s 

de White - Friedrichs e Turner e seus c o l a b o r a d o r e s /24/. 

White e Friedrichs usaram elementos triangulares para solucio_ 

nar equações d i f e r e n c i a i s , a partir do princTpio v a r i a c i o n a l . 

Turner e seus colaboradores em 1967 introduziram o método d i ­

reto da matriz de rigidez , •como é conhecido h o j e , sendo que 

esses estudos permitiram a solução de problemas complexos da 

teoria da e l a s t i c i d a d e . Com o tratamento dos problemas de elas^ 

ticidade no p l a n o , por Clough / 5 8 / , em 1 9 6 0 , a eficácia do 

MEF foi e s t a b e l e c i d a . 

As bases matemáticas do método foram solidificadas 

com Bresseling e outros pesquisadores / 2 4 / os quais reconhe-
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ceram que o MEF era uma forma variante do método de Ritz. 

A partir de 1965 esta técnica teve uma i n t e r p r e t a ­

ção mais ampla com Zienkiewicz e Cheung / 5 8 / , os quais verifj^ 

caram a sua aplicabilidade a toda classe de problemas que po­

dem ser moldados na forma v a r i a c i o n a l . 

1.3. CAMPO DE APLICAÇÃO DO MEF 

Os trabalhos práticos i n i c i a i s , aplicando esta téc­

n i c a , ícTSTti r e a T i i 2 a ú o s no campo da mecânica dos s ó l i d o s , mais 

precisamente na área de cálculo e s t r u t u r a l , onde a l c a n ç o u o 

seu mais alto grau de d e s e n v o l v i m e n t o . 

A faixa de aplicações possíveis do MEF e s t e n d e - s e a 

quase todos os ramos da e n g e n h a r i a , onde o c o m p o r t a m e n t o do 

sistema pode ser descrito por equações d i f e r e n c i a i s . Como e-

xemplos, em transferência de c a l o r , h i d r o d i n â m i c a , engenharia 

hidráulica, engenharia a e r o e s p a c i a l , engenharia mecânica, etc. 

/18,24/ . Programas computacionais elaborados usando como fer­

ramenta o MEF são disponíveis para análise da estrutura de ae 

ronaves, na arquitetura n a v a l , na análise do vaso de pressão -

de concreto protendido de reatores nucleares e outros p r o b l e ­

mas básicos da engenharia civil estrutural /24/. A razão do 

amplo uso do MEF na mecânica dos sólidos e fluidos é devido 

as vantagens da t é c n i c a , tais como: o tratamento com relativa 

facilidade e exatidão de geometrias regulares e i r r e g u l a r e s , 

tratamento de heterogeneidades e quaisquer combinações dascoin 

dições de contorno. 

1.4. APLICAÇÃO EM FÍSICA DE REATORES 

0 cálculo do n ú c l e o * de um reator nuclear e a pri-

* NOCLEO do reator é o local onde são induzidas e mantidas as reações de 
fissão e onde se produz energia /ll/. 



5 

meira etapa do projeto do reator. Os cálculos são realizados 

para se determinar um conjunto de parâmetros do núcleo que tor. 

nara a operação do reator s e g u r a , confiável e e c o n o m i c a m e n t e 

viável no nível de potência de projeto durante toda a sua v i ­

da útil. A maneira pela qual é realizada essa tarefa Ó pela 

formulação de modelos teóricos que procuram descrever o com­

portamento da população de nêutrons dentro do núcleo e a solu^ 

ção numérica das equações que descrevem esse modelo através 

dos códigos n u c l e a r e s * . Um destes modelos e a conhecida teo^ 

ria de difusão, a qual permite um tratamento do c o m p o r t a m e n t o 

espacial e energético (multigrupo) dos neutrons e fornece re­

sultados com precisão suficiente para a maioria dos problemas 

de interesse da física de r e a t o r e s . 

Vários procedimentos numéricos tem sido d e s e n v o l v i ­

dos objetivando a solução de problemas e s t á t i c o s , bem como áe_ 

pendentes do tempo de reatores n u c l e a r e s , tanto para a e q u a ­

ção de difusão como para a equação de t r a n s p o r t e . Os estudos 

destas técnicas visam um ganho em termos de tempo de processa^ 

mento nos c o m p u t a d o r e s , bem como a melhoria da precisão n u m é ­

rica. Dentre as várias técnicas n u m é r i c a s , o método das d i f e ­

renças finitas e uma das mais conhecidas e de d e s e n v o l v i m e n t o 

teórico relativamente s i m p l e s , e por isso uma das mais empre­

gadas na solução da equação de difusão em códigos n u c l e a r e s . 

0 método das diferenças finitas consiste basicamente em trans_ 

formar uma equação diferencial em equação de diferenças f i n i ­

tas através da partição do domínio da variável i ndependente pâ  

ra se obter valores discretos sobre intervalos finitos das va 

riãveis dependentes. 

Para se obter uma precisão numérica aceitável o m é ­

todo das diferenças finitas requer uma partição da variável 

espacial em malhas relativamente pequenas (da ordem do comprj_ 

mento de difusão do material), e portanto o número de incogni-

* CODICO nuclear é um programa de computação que utiliza métodos numéri­
cos para solucionar problemas de interesse da Engenharia Nuclear, com 
intuito de fornecer resultados usados nos projetos de reatores, anãli 
se de segurança de centrais nucleares ou na administração do combustT 
vel nuclear /55/. 
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tas a ser calculado torna-se p r o i b i t i v o , porque envolve o uso 

de uma quantidade considerável de memória e tempo c o m p u t a c i o ­

nal. Estas dificuldades aumentam ainda mais no caso de modela_ 

mento do núcleo de um reator n u c l e a r , onde se requer a a n a l i ­

se em geometria mui timensional e de composição heterogênea, to_r 

nando-se extremamente dispendioso tal p r o c e d i m e n t o . 

0 sucesso alcançado na aplicação do MEF em grande 

variedades de problemas em outras áreas da engenharia tem re­

sultado em um crescente interesse em utilizar-se desta t é c n i ­

ca na solução de problemas de física de r e a t o r e s , principalmen 

te pelo fato das várias dificuldades existentes na aplicação 

do método das diferenças finitas poderem ser s u p e r a d a s . 

1.5. OUTRAS TÉCNICAS DE SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE DIFUSÃO 

1.5.1 - Método das diferenças finitas 

E o método convecional utilizado pela maioria dos cõ 

digos nucleares que resolvem problemas de física de r e a t o r e s , 

com o modelo de d i f u s ã o , como o C I T A T I O N , PDQ, e t c . 

P r i m e i r o , obtém-se uma malha espacial pela discretj_ 

zação do domínio da variável e s p a c i a l . A equação diferencial 

é então escrita na forma de equação de diferenças nesta malha. 

Vários esquemas são d i s p o n í v e i s , para gerar uma representação 

da equação diferencial em equação de diferenças f i n i t a s . Uma 

delas é a expansão em série de Taylor para a variável dependen_ 

te para se obter uma aproximação para o termo que contém o ope_ 

rador diferencial / l l / . A s s i m , como e x e m p l o , seja resolver a 

equação: 

- D (x) + Z a c j ) ( x ) = S ( x ) , x G D (1.5.1.1) 
d x 2 

com as condições de contorno t|)(0) = <j>(a) = 0 para um problema 

de geometria tipo placa de espessura a_ d i s c r e t i z a d a como i 1 us^ 

trado na figura 1.5.1. 
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Fig.1.5.1. Ilustração da d i screti zaçao espacial utilizada pe^ 

lo método de diferenças f i n i t a s . 

Expandindo cf> em serie de Taylor nos pontos x-j_i e 

x. , , em termos de seu valor no ponto x. t e m - s e : 
i + i i 

= * ( x i + 1 ) -- Í i + A ^ 
A 2 d 2 <j> 

dx : 

+ ... (1.5.1.2) 

*i-l = *í xi-l) = *i A & 
dx 

A 2 d 2 cj> 
(1.5.1.3) 

Somando as equações 1.5.1.2 e 1.5.1.3 segue 

d 2 (f> 

dx : 

" 2 * i + * T _ I 
(1.5.1.4) 

Então a equação 1.5.1.1 escrita como equação de diferenças fj_ 

nitas é da forma : 

(1.5.1.5) 

i = 1,2,...N-l . 

Estas equações juntamente com as condições de contorno formam 

o sistema de equações algébricas para N+l incógnitas que podem 

ser solucionadas por um algoritmo a d e q u a d o . 

Um outro esquema de se obter as equações de difereji 

ças finitas consiste em integrar a equação diferencial o r i g i -
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nal sobre um intervalo arbitrário da malha e aproximar conve­

nientemente estas integrais usando valores médios simples ou 

formulas de diferenças para se obter um conjunto de equações 

similares à equação (1.5.1.5) /ll ,41/. 

Com o objetivo de contornar as limitações do método 

das diferenças f i n i t a s , outras técnicas tem sido investigadas 

a fim de se obter maior e f i c i ê n c i a . Pode-se citar dentre o u ­

tros o método de s T n t e s e , os vários tipos e combinações • do m é ­

todo nodal de malhas largas e o método de Monte Carlo. 

1.5.2. Método de sTnte$e/2 2/ 

Como citado a n t e r i o r m e n t e , os cálculos numéricos de 

equações di ferenc i ai s mu 11i dimens i ona i s requerem grande quantj_ 

dade de memória e também dispendem tempo computacional e l e v a ­

do. Com a finalidade de m i n i m i z a r esses p a r â m e t r o s , o método 

variacional e o método dos resíduos ponderados podem ser em­

pregados com uma técnica que soluciona problemas m u l t i d i m e n -

sionais, expressando a solução em problemas de menores d i m e n ­

sões. Para um problema t r i d i m e n s i o n a l , por e x e m p l o , a v a r i á ­

vel independente é formulada como uma combinação de r e s u l t a ­

dos de problemas de uma e duas d i m e n s õ e s . Isto é b a s i c a m e n t e 

o método de s í n t e s e . No esquema de síntese as funções de apro_ 

ximação são fortemente dependentes do p r o b l e m a , sendo um dado 

conjunto de função usualmente empregadas numa classe restrita 

de problemas. Portanto para problemas c o m p l e x o s , o sucesso des^ 

se método depende p r i n c i p a l m e n t e da seleção adequada das f u n ­

ções de a p r o x i m a ç ã o , requerendo assim alguma e x p e r i ê n c i a . 

1.5.3. Métodos nodais / 1 1 , 2 0 , 2 2 / 

São métodos c o m p u t a c i o n a i s de malhas l a r g a s , onde o 

reator é particionado em zonas r e l a t i v a m e n t e g r a n d e s , c h a m a ­

das nodos. A idéia fundamental dos métodos nodais consiste em 

relacionar a corrente de niutrons através das interfaces en-
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tre dois nodos aos fluxos médios nesses n o d o s , por meio dos 

chamados coeficientes de a c o p l a m e n t o . Esses coeficientes são 

interpretados como probabilidade de um nêutron nascer em uma 

célula nodal e se difundir em outras c é l u l a s . Portanto a cha­

ve do método esta em determinar esses coeficientes de a c o p l a ­

mentos nodais, que são usualmente efetuados de maneira aproxj_ 

mada assumindo-se geralmente fonte plana e composição unifor­

me em cada nodo. Alguns dos métodos nodais não dependem explj_ 

citamente da teoria de difusão de n e u t r o n s , e n t r e t a n t o , q u a n ­

do a determinação dos coeficientes de acoplamento é feita com 

base na teoria de d i f u s ã o , esta deverá ser válida na superfí­

cie de separação dos nodos. 

Se o tamanho dos nodos e os coeficientes de a c o p l a ­

mento nodais são apropriadamente e s c o l h i d o s , então o método no­

dal pode ser extremamente útil em g e r a r distribuição de flu­

xos e potência em geometrias mui timens i ona i s , com precisão ra^ 

zoável e grande economia de tempo e memoria computacional/quan­

do comparado ao método de diferenças f i n i t a s . 

1.5.4. Médoto de Monte Carlo / 4 1 / 

Monte Carlo é um método numérico baseado na teoria 

estatTstica usando números a l e a t ó r i o s . A a p l i c a b i l i d a d e da 

técnica de Monte Carlo em física de reatores esta ligada ao fa 

to do comportamento das partículas serem p r o b a b i l í s t i c a s s e n ­

do governadas por d i s t r i b u i ç ã o de p r o b a b i l i d a d e , e as seções 

de choque serem interpretadas como uma probabilidade de inte-

ração. Nesse método um conjunto de historias sao g e r a d a s , "sé^ 

guindo-se" individualmente o nêutron através de sucessivas ĉ o 

1 isoes, sendo o l o c a l , direção e energia do nêutron emergente 

determinados através de técnicas de a m o s t r a g e m . 

0 método de Monte Carlo não é restrito pela comple­

xidade da geometria ou número de variáveis i n d e p e n d e n t e s . 0 

obstáculo, e n t r e t a n t o , é o tempo computacional necessário pa­

ra se obter resultados com significância e s t a t í s t i c a . 
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Um código nuclear que utiliza esse método é o KENO 

/46/, sendo um programa para análise de cri ti calidade em mul-

tigrupo. Sistemas tri-dimensionais podem ser facilmente des­

critos, sendo possível o tratamento de geometrias complexas. 

1.6. OBJETIVO DO TRABALHO 

0 objetivo deste trabalho foi o estudo da aplicação 

do método dos elementos finitos na solução da equação de difusão de 

neutrons. Para tal, desenvolveu-se programas de computação que 

possibilitaram a solução de problemas em geometria uni e bi­

dimensional, os quais foram aplicados em vários problemas a-

mostras, sendo seus resultados comparados com os obtidos com 

o CITATION / 1 3 / . Salienta-se que neste trabalho, não se pro_ 

curou introduzir nenhum novo conceito numérico no MEF, nem 

se procurou desenvolver um programa de computador eficiente 

que pudesse ser competitivo com os códigos já existentes, que 

utilizam a técnica dos elementos finitos. Entretanto, este 

trabalho fornece uma descrição sobre o "estado da arte " da 

aplicação do MEF em FTsica de Reatores, bem como um programa 

que, apesar de não otimizado e restrito quanto a preci são, per^ 

mite o cálculo da distribuição de neutrons, do fator de multi 

plicação, em geometria X-Y, simulando o núcleo de reatores nu 

cleares. 
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CAPITULO II 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA DO MEF EM FÍSICA DE REATORES 

Neste capítulo são apresentados de modo sumário os 

principais trabalhos da aplicação do MEF na solução da e q u a ­

ção de difusão e na solução da equação de transporte (separa­

damente ) . 

Cronologicamente o início dos estudos de aplicação 

do MEF na teoria de difusão e transporte s ã o , quase q u e , si­

multâneas. A j u s t i f i c a t i v a para tal comportamento reside no 

fato de que em física de r e a t o r e s , tanto a teoria de difusão 

como a teoria de transporte são áreas já bem estabelecidas.Por 

outro lado, o MEF já possui estudos exaustivos e aplicações 

práticas reais em projetos de outros campos da engenharia,com 

base matemática bem d e f i n i d a , permitindo assim aos p e s q u i s a d a 

res em física de reatores uma aplicação mais direta desta tec^ 

nica. 

A revisão bibliográfica aqui apresentada é um pa­

norama em ordem c r o n o l ó g i c a , sem levar em consideração o pro­

cesso evolutivo da aplicação do MEF em problemas de i n t e r e s ­

se da física de r e a t o r e s . As principais publicações relaciona_ 

das tanto ã teoria de difusão como ã teoria de t r a n s p o r t e , apa^ 

recém no princípio da década de 1970. 

Dentre os primeiros trabalhos em difusão de niütrons 

destacam-se os de S e m e n z a , Lewis e Rossow / 5 2 / em 1 9 7 2 , os 

quais tratam da solução da equação de difusão de nêutrons em 

multigrupo pela técnica variacional usando polinómios linea­

res de Lagrange para funções i n ter po 1 a ntes em elementos triaji 

guiares, e polinómios bilineares para elementos r e t a n g u l a r e s . 

Do mesmo período podem-se citar: Kaper et al . / 2 8 / ( 1 9 7 2 ) , Na, 

kamura e Ohnishi (1972) / 4 2 / e Kang e Hansen / 2 6 , 2 7 / , (1973). 

Os primeiros uti 1 izaram uma aproximação de alta o r d e m , usando 
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o p r i n c í p i o v a r i a c i o n a l para s o l u c i o n a r a equação de d i f u s ã o 

mul t igrupo em duas d imensões e comparam os r e s u l t a d o s com o 

método das d i f e r e n ç a s f i n i t a s de b a i x a ordem. Nakamura e 

Ohnishi apresentaram uma s o l u ç ã o i t e r a t i v a para a equação matrj_ 

c ia i de e lementos f i n i t o s com ê n f a s e no esquema de a c e l e r a ç ã o . 

Adotaram a t é c n i c a i t e r a t i v a SOR (s u c c e s s i v e - o v e r - r e i axa t i on ) , 

sendo o t r a b a l h o r e s t r i t o a elemento t r i a n g u l a r e geometria bi_ 

d imensional X - Y . 

Em 1 9 7 4 , novamente Hansen juntamente com Deppe / 9 , 

10/ publicaramum t r a b a l h o onde s o l u c i o n a m a equação de d i f u s ã o 

em m u l t i g r u p o , b i d i m e n s i o n a l , em es tado e s t a c i o n á r i o , pe la ex̂  

pansão do f l u x o i n c ó g n i t a em p o l i n ó m i o s b i c ú b i c o s de He rm i t e . 

A formulação m a t r i c i a l e o b t i d a a p l i c a n d o a t é c n i c a de Galerkin 

e o con junto das equações é s o l u c i o n a d a pe lo método i t e r a t i v o 

e f a t o r i z a ç ã o de C h o l e s k y e apresen tam r e s u l t a d o s numéricosob^ 

t idos por meio do programa CHD, por e l e s d e s e n v o l v i d o s . A 

p r i nc ipa l c o n c l u s ã o des te t r a b a l h o é a v i a b i l i d a d e de se e s ­

tender o domín io das f u n ç õ e s de expansão sob re r e g i õ e s heteroi 

geneas e po r tan to desc revendo r e a l i s t i c a m e n t e a dependenc ia eŝ  

pacial das s e ç õ e s de choque . 

D o i s anos mais t a r d e , B i s w a s et a l . / 8 / p u b l i c a r a m 

um a r t i go i n t r o d u z i n d o um método s i m p l e s de g e r a r equações ma­

t r i c i a i s , para s o l u ç ã o da equação de d i f u s ã o m u l t i g r u p o , usar^ 

do um " s i s t ema de coo rdenadas n a t u r a i s " . Nes te t r a b a l h o e fei_ 

to um estudo compara t i vo de e lementos t r i a n g u l a r e s com modelo 

l i nea r e q u a d r á t i c o e e lementos r e t a n g u l a r e s com modelo b i l i -

near , para m o s t r a r a e f i c i ê n c i a r e l a t i v a do método p r o p o s t o . 

A i n t e r p o l a ç ã o q u a d r á t i c a most ra s e r computac iona1 mente s u ­

per io r a modelos l i n e a r e s e b i l - i n e a r e s , f o rnecendo um e r r o re_ 

lat ivamente menor para o f a t o r de m u l t i p l i c a ç ã o . Mostraram a i n ­

da a f l e x i b i l i d a d e do t ra tamento por e lementos f i n i t o s no cã]_ 

culo da r e a t i v i d a d e . 

Com Franke / 1 4 , 1 5 , 1 6 / , em 1 9 7 6 , tem-se a s o l u ç ã o da 

equação de d i f u s ã o em es tado e s t a c i o n á r i o por e lementos f i n i ­

tos em t rês d imensões e s p a c i a i s . 0 a u t o r desenvolveu um progra^ 
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ma onde usa elementos de forma t e t r a é d r i c a . 0 fluxo de neu­

trons é interpolado por polinómios de L a g r a n g e , e são aceitas 

condições de contorno h o m o g ê n e a s . A partir d e s t e , foram publji_ 

cados vários trabalhos em três d i m e n s õ e s , d e s t a c a n d o - s e ainda 

nessa mesma é p o c a , Kavenoky e Lautard / 3 0 / , Misfel d t / 3 8 , 3 9 / , 

em 1977. Kavenoky e Lautard fizeram o cálculo de depleção 

com seção de choque d e p e n d e n t e do espaço em duas e três d i m e £ 

soes. Posteriormente, Lautard / 3 2 / apresentou um novo método de 

elementos finitos com integração numérica Gaussiana que permj_ 

te o uso de malhas grandes com maior precisão e r a p i d e z , em 

problemas de duas e três dimensões e s p a c i a i s . M i s f e l d t aplicou 

a técnica para solucionar a equação de difusão em três d i m e n ­

sões e em mu 1 ti grupo. 

Um estudo do com p o r t a m e n t o das s i n g u l a r i d a d e s e a 

influencia na ordem de c o n v e r g ê n c i a foi' realizado por Hennart 

e Mund /21/ em problemas de difusão a duas d i m e n s õ e s . Neste 

trabalho a escolha dos elementos é descrita para uma dada coji 

figuração do reator. 

Em 1 9 7 8 , Ise , Yamazaki, Nakahara / 2 5 / desenvol veram um 

p r o g r a m a de computador (FEM-BABEL) em três dimensões e s p a ­

ciais onde utilizam uma combinação de elementos prismas triaji 

guiares e retangulares para simular a geometria do r e a t o r . De_ 

senvolveram um algoritmo baseado no método de Galerkin e ado­

taram um método de aceleração para resolver o sistema de equa^ 

ções de uma maneira o t i m i z a d a . DIFGEN e um outro programa de­

senvolvido por Schmidt / 5 0 , 5 1 / que resolve problemas em duas 

e três dimensões com a equação de difusão em estado e s t a c i o n a 

rio e transiente. São possíveis o uso de elementos t r i a n g u l a ­

res, quadriláteros e de contornos curvos, permitindo espalhame_n 

to para cima e sendo disponíveis todas as condições de contO£ 

no usuais. 

Uma nova técnica de solução da equação de difusão 

por elementos finitos foi d e s e n v o l v i d a por Azekura / 4 , 5 / em 

1980. Nesse novo método a precisão do cálculo é m e l h o r a d a a-

crescentando-se pontos nodais imaginários e subdividindo-seca 

da elemento triangular em três subelementos q u a d r i l á t e r o s . No 
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processo de solução das equações algébricas as variáveis adi­

cionais incógnitas são eliminadas de tal modo que o número de 

incógnitas permaneça a mesma do MEF u s u a l . 

Mais r e c e n t e m e n t e , Nakata / 4 3 / desenvolveu um novo 

método de calculo de r e a t o r e s , onde acopla o MEF com a técni_ 

ca da matriz r e s p o s t a , para solucionar a equação de difusão 

não homogênea, na forma f r a c a . Usando o formalismo usual da 

técnica da matriz r e s p o s t a , o núcleo do reator é dividido em 

malhas largas, e a solução global é obtida relacionando malhas 

adjacentes por meio das correntes parciais nos respectivos 

contornos. 0 MEF é aplicado nos cálculos para cada malha g r o ^ 

sa, com o objetivo de solucionar a equação de d i f u s ã o , c o m cor 

rentes parciais incidentes no c o n t o r n o . Os resultados o b t i ­

dos na solução de problemas padrões como 2D-IAEA e BIBLIS pro_ 

vam a capacidade do método para solução de problemas práticos. 

Do último seminario sobre aplicação do MEF em cá]cu 

los de blindagens / 5 7 / valem citar os trabalhos de Shuttleworth, 

Grenfell e Armishaw. 0 primeiro desenvolveu um programa de com 

putador (FENDER), o qual soluciona a equação de difusão u s a n ­

do o MEF com ate 1 000 e l e m e n t o s , e com uma variedade de alter^ 

nativas nas condições de c o n t o r n o . Um outro programa de com­

putador usando o MEF e visando aplicação em b l i n d a g e m de ra­

diação foi desenvolvido por G r e n f e l l . Soluciona a equação de 

difusão em estado estacionário em três dimensões com depender^ 

cia energética. Armishaw e seus c o l a b o r a d o r e s des envo1veram um 

programa (FEDTRAN) que utiliza o MEF em conjunção com a t é c ­

nica de Monte Carlo. 

Paralelamente a aplicação do MEF na solução da e q u £ 

ção de difusão, surgiram trabalhos aplicando o MEF na solução 

da equação de t r a n s p o r t e . Deste e n t ã o , uma grande variedade 

de técnicas tem sido estudadas tanto para a forma tradicional 

da equação integro-d iferenci a 1 de transporte de primeira or­

dem, a qual não ê auto a d j u n t a , como na forma da equação de 

transporte de segunda ordem para os fluxos de paridade par e 

impar, a qual é a u t o - a d j u n t a e que portanto possui um f u n c i o ­

nal associado que m i n i m i z a d o fornece a s o l u ç ã o . 
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Dos primeiros t r a b a l h o s , pode-se citar o de Pitkà-

ranta e Si 1vennoisen / 4 7 / , de 1 972 , calculando a espessura 

crTtica de um reator tipo placa por meio da discretização da 

equação de transporte em um grupo. Neste trabalho citam que 

para uma dada ordem de aproximação e possTvel aumentar a pre­

cisão usando tamanho de elementos v a r i á v e i s . Os mesmos pesquj[ 

sadores, posteriormente, / 4 8 / , trataram de problemas em multj[ 

grupo com o esquema de aproximação baseado no princTpio varia^ 

cional da equação de transporte m o n o e n e r g é t i c o na forma auto 

adjunta. 

Miller, Lewis e Rossow /36/ , usaram polinómios li­

neares contínuos , para aproximação do fluxo angular em uma 

dimensão. Tratam de geometrias cilíndrica , esférica e p l a n a , 

com espalhamento isotrõpico. Posteriormente /37/ suas p e s q u i ­

sas foram estendidas a duas dimensões em geometria plana (X-Y) 

com modelo m o n o e n e r g e t i c o . Neste trabalho utilizaram funções 

bilineares para a variável a n g u l a r , e 1inear ou bi1inear para 

a variável e s p a c i a l , sendo possTvel a utilização de elementos 

triangulares ou retangulares na variável espacial com orienta^ 

ção arbitrária. Ainda em duas dimensões e geometria c i l í n d r i ­

ca, Horikami e um grupo de pesquisadores / 2 3 / , em 1 974 , deseja 

volveram um algoritmo em m u l t i g r u p o onde o MEF e aplicado ã 

variável espacial com elemento r e t a n g u l a r , e sendo a variável 

angular aproximada pela técnica das ordenadas d i s c r e t a s . A 

técnica utilizada no MEF ê a de Galerkin com polinómios de ir^ 

terpolação b i l i n e a r , cúbico e bi-quadrãtico de L a g r a n g e . 

Kaper, Leaf e Lindeman /29/ ' usaram como função 

de interpolação polinómios de Lagrange para obter a solução 

numérica da equação de t r a n s p o r t e , em estado e s t a c i o n á r i o , no 

modelo de m u l t i g r u p o , em duas dimensões e s p a c i a i s . 0 p r o c e d i ­

mento é baseado na formulação variacional da equação de trans^ 

porte de 2- ordem de um g r u p o , sendo limitado a el ementos triaji 

guiares e espalhamento isotrõpico. 

Em 1 9 7 5 , Yuan e outros pesquisadores / 5 6 / , a n a l i s a ­

ram resultados obtidos pela aplicação de três métodos iterati 
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vos a equação de transporte monoenergéti c a , d i s c r e t i z a d a atra_ 

ves do MEF: "point S O R " , "block SOR" e "accelerated blockSOR 1: 

Dois esquemas de alocação de memória são u s a d o s ; o primeiro 

permitindo a triangulação arbitrária do domTnio espacial e n ­

quanto o segundo e restrito a malha r e t a n g u l a r . A i n d a , desse 

período valem citar os trabalhos de Lewis / 3 3 / e M a r t i m /34/. 

Lewis inclui no calculo do transporte de neutrons em células 

bidimensionais em geometria X-Y, a representação de regiões 

com interfaces c u r v a s . Martim faz análise das taxas de c o n v e £ 

gência para a solução em geometria u n i d i m e n s i o n a l . Um outro 

trabalho com aplicação de elementos de contornos curvos é o 

de Mordand /40/ onde desenvolveu um programa de computação 

(ZEPHYR) com capacidade para solução de problemas em duas d i ­

mensões, m u l t i g r u p o , em geometria X-Y ou R-Z. 0 MEF é a p l i c a ­

do a variável espacial com malha triangular ou r e t a n g u l a r . 

Em 1 9 7 7 , Martim e Duderstadt / 3 5 / publicaram um 

trabalho onde aplicam o MEF a ambas as v a r i á v e i s , espacial e 

angular da equação de transporte de neutrons de primeira or­

dem. Resultados numéricos são apresentados para geometria pla_ 

na unidimensional e comparados com os obtidos por meio do có­

digo ANISN de ordenadas d i s c r e t a s . 

Fujimura e outros pesquisadores / 1 7 / s o l u c i o n a r a m a 

equação de transporte em geometria c i l í n d r i c a , b i d i m e n s i o n a l , 

sendo a equação de transporte discretizada usando elementos 

retangulares regulares com funções quadráticas ou bilineares 

de Lagrange. 0 método e incorporado no código de c o m p u t a d o r 

FEMRZ. 

Tomlinson e Robinson /54/ d e s e n v o l v e r a m um método 

de obter a solução da equação de transporte de neutrons sobre 

malhas triangulares i r r e g u l a r e s , com contornos não ortogonais 

e espalhamento a n i s o t r õ p i c o . Um funcional e d e s e n v o l v i d o a 

partir da forma canónica da equação de transporte de multigrupo. 

Â variável angular é removida expandi ndo-se o funcional em hajr 

mõnicos esféricos e limitando o espalhamento a ser isotrõpico. 

0 MEF e aplicado usando polinómios interpolantes de Lagrange 

para a expansão da variável e s p a c i a l . 
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A conjunção de harmônicos esféricos com MEF foi fe_i_ 

ta por Ackroyd / 2 , 3 / para problemas em m u l t i g r u p o . Mais tarde 

Ackroyd, juntamente com Goddard adptam a formulação para tra­

tar de problemas de blindagem em m u l t i g r u p o . Os resultados de 

problemas de blindagem unidimensional mostram que o método é 

rápido e preciso e constatam que as soluções são livres do 

"efeito de raio" f r e q u e n t e m e n t e encontradas no método das or­

denadas discretas. 

S p l a w s k i , Ziver e Galliara / 5 3 / a p r o x i m a r a m a e q u a ­

ção de transporte de segunda ordem pelo MEF com o método v a -

riacional para a discretização da variável espacial e usam 

uma função ortogonal para aproximação angular. 

Novamente Martim e Duderstadt / 5 7 / com outros pe s ­

quisadores apresentam a solução da equação de transporte de 

primeira ordem em uma e duas dimensões constatando que ' o 

"efeito de raio" é diminuida com a aplicação do M E F . Neste 

trabalho, ê discutido a solução de problema com dependência 

temporal, combinando o MEF com outros m é t o d o s . 

Ziver e Goddard / 5 7 / apresentam um método que usa 

elemento triangular e retangular para dependência espacial do 

fluxo angular e expansão em harmônicos esféricos para d e p e n ­

dência angular. A solução para equação de transporte multigru^ 

po é baseado na solução da equação de transporte de 2- ordem 

de um grupo de um trabalho a n t e r i o r . Para solução com malhas 

grandes, emprega um esquema de eliminação direta e para m a ­

lhas finas um esquema iterativo. Faz estudos de problemas de 

"efeito de raio", " s t r e a m i n g " , problema celular de um reator 

tipo PWR e problemas de b l i n d a g e n s . Os trabalhos mais r e c e n ­

tes da aplicação do MEF em física de reatores são voltadas pa^ 

ra o cálculo de b l i n d a g e n s . Além dos citados neste c a p i t u l o , 

vários trabalhos foram apresentados no seminário sobre a ap 1 j_ 

cação do MEF em física da radiação / 5 7 / , em 1981. 

Nesta revisão b i b l i o g r á f i c a não constam todos os tra 

balhos publicados sobre a aplicação do M E F . Apenas os p r i n c i -
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p a i s até' o ano de 1 9 8 1 , p a r a s e t e r uma i d é i a do e s t á g i o d a s 

p e s q u i s a s do MEF em f T s i c a de r e a t o r e s . S a l i e n t a - s e que e x i ¿ 

tem v á r i o s t r a b a l h o s , n o s q u a i s s e tem o e s t u d o e a p l i c a ç ã o 

do MEF em c o n j u n ç ã o com o u t r a s t é c n i c a s , c o m o , p o r e x e m p l o , o 

método de s í n t e s e . 
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CAPITULO III 

O MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS (GERAL) 

O MEF é urna técnica numérica que permite a obtenção de 

soluções aproximadas de problemas de valor no contorno descri 

tas pela equação do tipo 

L o p = f ( r ) ' r G , (3.1) 

onde L Q p é um operador d i f e r e n c i a l , U a variável dependente 

(uma função definida sobre um domínio Í2) das variáveis inde­

pendentes definidas pelo vetor r 6 íí e f(r) uma função conheci 

da. A equação (3.1) válida em um domTnio fi, ilustrado na fig. 

3.1, (que pode ser v o l u m e , área etc) junto com as condições de 

contorno do tipo: 

a(n.V U(r)) + 3 U(r) = g ( r ) , r G 3fi , (3.2) 

onde dü representa o contorno do domTnio , definem um proble 

ma de valor no contorno. Na equação (3.2) V é o operador g r a ­

diente n representa o vetor normal ã s u p e r f í c i e , g(r) uma f u n ­

ção especificada, a e 3 são parâmetros especificados cujos v a ­

lores determinam o tipo da condição de contorno em cada caso. 

Assim para a = 0 e 3 = 1 a equação (3.2) torna-se U(_r) = g( r ) 

em a qual é conhecida como condição de contorno de Dirichlet; 

e para 3 = 0 a equação (3.2) representa a condição de 

contorno de Neuman / 4 1 / . 

Como exemplos de problemas que podem ser formulados pe_ 

las equações do tipo da (3.1) e (3.2) citam-se as da teoria de 

difusão de nêutrons representadas pela equação de d i f u s ã o , e 

também a equação de transferência de c a l o r , dentre o u t r a s . 

Para a solução do p r o b l e m a , necessita-se do cálculo da 

função U(r) que pode ser uma quantidade escalar ou pode repre-
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i — _ _ — _ _ _ — ^ 

X 

Fig.3.1 - Ilustração do domínio do problema (ft) e seu contorno 

(3fi), domTnio do elemento (fie) e seu contorno (3í2 e), 

em duas dimensões ( X - Y ) . 

sentar um vetor de várias v a r i á v e i s . No primeiro caso seria uma 

equação simples e no segundo caso um conjunto de e q u a ç õ e s . 

0 MEF consiste basicamente na divisão do domTnio do 

problema ( í í ) em s u b d o m í n i o s , chamados elementos (fte) (fig.(3.1)) 

e da aproximação da solução por funções contínuas por p a r t e s . 

Assim, tem-se para U(r) = 0 ( r ) , onde U(r) é representado por 

0(r) = E a. ]si , (3.3) 

onde y. são as funções base c o n t í n u a s , em termos das variáveis 

independentes (por ex. r,x,y, e t c . ) , definidas localmente no 

subdomínio (fl e), e a. são os parâmetros incógnitas a serem de­

terminados. P a r t i c u l a r m e n t e , para as funções base y ^ ( r ) , onde 

y. = 1 se r e a variável independente c o r r e s p o n d e n t e ao nõ i 

do elemento e y. - 0 no caso contrario a . é o valor nodal de U. 
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A aplicação do M E F , para a solução do p r o b l e m a , e fei_ 

ta tratando o problema o r i g i n a l , que consiste de equações di­

ferenciais, numa forma integral e q u i v a l e n t e , 

I r Hd(3fi)= 0 (3.4) Fdfi + 

onde F e H são f u n ç õ e s , combinação de funções ou operadores 

integráveis no domínio (ü) do problema e no seu contorno (9í2) 

respectivamente. Essa forma integral permitirá a aproximação 

ser realizada elemento por e l e m e n t o , e obtenção da solução 

para todo o sistema como a somatória sobre os elementos / 53/, 

ou seja 

Hd^fi) l 
e 

Fdí5 e + Hd(8fie) 

9Q ( 

(3.5) 

As duas técnicas principais para a obtenção da a p r o x i ­

mação em tais formas integrais são a variacional e a técnica 

dos resíduos ponderados/12/. 

3.1. Técnica Variacional 

Nesta técnica a forma integral (eq. (3.4)) c o r r e s p o n ­

dente é denominada f u n c i o n a l . Nesta formulação n e c e s s i t a - se 

calcular a função (ou funções) incógnita (s) que extremize um 

funcional associado a equação d i f e r e n c i a l . Tal procedimento é 

equivalente a solucionar a equação diferencial ou s e j a , a fur^ 

ção que extremiza o funcional é a solução da equação d i f e r e n ­

cial (apêndice A) . 

Assim na eq. (3.4) F e H são funções da variável de­

pendente U ( r ) , onde se aproxima U(r) - Ü ( r ) . Para um e l e m e n ­

to (e) a forma integral pode ser expressa como 

I e Fdfi e + 
J 

Hd(3í2e) , (3.6) 

e e 
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portanto 

I = I I 6 • (3.7) 
e 

A solução do problema é a função Ü ( r ) , onde para um 

elemento (e) 

0 e ( r ) = l a. u , (3.8) 
i 

de tal modo que pelo princípio variacional deve-se ter 

6 1 = 0 . (3.9) 

A eq. (3.9) representa um conjunto de equações simulta_ 

neas das quais podem-se obter os parâmetros a^. 

3.2. Técnica dos Resíduos Ponderados 

A técnica dos resíduos ponderados e um procedimento de 

derivação direta da equação diferencial a ser r e s o l v i d a . Assu^ 

mindo-se um comportamento o mais próximo possível do c o m p o r t a ­

mento real para a variável d e p e n d e n t e , isto é,U(r) - Ü(r) c o n ­

forme eq. ( 3 . 3 ) , obtém-se um erro de aproximação ou resTduo (R) 

ou seja 

Lop°(!:) " f(rJ = R * 0 • (3.2.1) 

A técnica consiste em impor que esse resíduo se a n u l e , 

em média, sobre todo o domínio da solução. Então deve-se ter 

{ (w L U ( r ) - w f(r)} dfi + 
n 

w { a(n.V 0(r) + 3 Ü ( r ) - g(r)> d(3fl) = 0 , 

(3.2.2) 

onde w é chamada função peso ou função p o n d e r a ç ã o . 
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Conforme a escolha da função ponderação (w) tem-se os vários 

tipos do método dos resTduos ponderados / 5 8 / . P a r t i c u l a r m e n ­

te, para a função ponderação igual ã função de aproximação a 

técnica dos resTduos ponderados ê chamada de técnica de Galer; 

kin. 

A e q . (3.2.2) é do tipo da equação integral (3.4) e é 

chamada forma fraca da equação ( 3 . 2 . 1 ) . 

Aplicando o M E F , o domTnio é subdividido em e l e m e £ 

tos com seus domínios fie, sendo a e q . (3.2.2) expressa na for_ 

ma 

e 

{w L o p0(r) - w f(r)} d í 2 e + 

w {a(n.V Ü(r) + 3 Ü(r) - g (r) }d (SíM = 0 (3.2.3) 

onde 0( r)e'def i nida sobre , como em (3.8) 

Escolhendo-se as funções p o n d e r a ç ã o , w, em número tal 

que estas sejam iguais as dos parâmetros incógnitas a. pode-

-se então derivar um sistema de equações algébricas l i n e a r e s , 

para esses p a r â m e t r o s , o qual pode então ser solucionado pe­

las técnicas numéricas u s u a i s . 
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CAPÍTULO IV 

APLICAÇÃO DO MEF EM PROBLEMAS DE FÍSICA DE 

REATORES 

Neste capítulo é desenvolvido o método dos elementos 

finitos aplicado ã equação de difusão de nêutrons em estado 

estacionário, utilizando para esse fim a técnica variacional e 

a técnica dos resíduos p o n d e r a d o s . P a r t i c u l a r m e n t e , utiliza-se 

a técnica variacional e a dos resíduos ponderados na solução da 

equação de difusão em geometria plana u n i d i m e n s i o n a l , e a téc­

nica dos resíduos ponderados para geometria plana b i d i m e n s i o ­

nal (X-Y). Neste último caso será tratada a equação de d i f u ­

são dependente da e n e r g i a , sendo essa variável aproximada pelo 

método de multigrupo /ll /. 

Y 
A equação fundamental para analise de cri ti calidade , 

cálculo de distribuição espacial do fluxo de nêutrons e demais 

parâmetros essenciais para o projeto de reatores n u c l e a r e s , é 

a chamada equação de transporte / l l / , ou equação de B o l t z m a n n . 

Pela complexidade, a equação de t r a n s p o r t e , pode ser resolvida 

com exatidão em um número restrito de c a s o s , os quais usualmeji 

te são idealizados, e não retratam a realidade f í s i c a . Portaji 

to, para propósitos p r á t i c o s , utilizam-se várias aproximações 

com o objetivo de se obter soluções numéricas por procedimentos 

computacionais. Uma das aproximações obtida pela simplificação 

da teoria de transporte é a teoria de d i f u s ã o , r e p r e s e n t a d a 

por uma equação denominada equação de d i f u s ã o , d e p e n d e n t e da 

energia, a qual é amplamente usada na descrição da d i s t r i b u i ­

ção neutrônica em reatores n u c l e a r e s . 

A equação de difusão ê e s s e n c i a l m e n t e uma equação de 

balanço da população de nêutrons num elemento de volume dife­

rencial, sendo que a aproximação u s a d a , consiste em impor-se 

uma direção preferencial ã corrente líquida de n ê u t r o n s , pela 

lei de Fick, expressa por J = - DV<J>, ou s e j a , a corrente líquj^ 

da tem a direção contrária a do gradiente do fluxo. A c o n s t a n -
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de proporcionalidade D é" chamada c o e f i c i e n t e de d i fusão / 3 1 / . 

Não e p rá t i co em c á l c u l o de rea to res t r a t a r a ener ­

gia do nêutron como uma v a r i á v e l con t ínua . Usualmente, f a z - s e 

a aproximação em mul t igrupo, onde a fa ixa de energia de i n t e ­

resse e d iv id ida em um número f i n i t o de grupos de energia àis_ 

cretos* , como i l us t rado na f i g . ( 4 . 1 ) / 7 / . 

Grupo 1 

E 
1 Grupo 2 

Fofxa 
de 

interesse 
Grupo g 

Grupo G 

E cresc. 

F ig .4 .1 - I lus t ração da est rutura de mul t igrupo 

de e n e r g i a . 

Neste tratamento, os grupos d i s c r e t o s de energia são d e f i n i ­

dos sobre um i n te r va lo de i n t e r e s s e que tem E Q como l i m i t e S £ 

perior e E f i como l i m i t e i n f e r i o r . Dentro desse i n t e r v a l o defj_ 

ne-se a estrutura de mul t ig rupo, onde ao í n d i c e g assoc ia - se 

a energia E como l i m i t e super io r e E_ •, como l i m i t e i n f e r i o r . 

* Em cálculos de multigrupo è" frequente o uso da variável letargia (y) 

que e definido como p = Zn onde EQ é" a máxima energia do nêu­

tron. 
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Assim a pa r t i r do f l u x o dependente da p o s i ç ã o e energia, cj>(r,E), 

do sistema obtém-se um f l u x o de grupo <l>g(rJ d e f i n i d o por 

<j> ( r ) = 
v g ~ 

* ( r , E ) d E , 

que é o f l uxo de neu t rons do grupo g_ . As c o n s t a n t e s n u c l e a ­

res de cada grupo ( s e ç õ e s de c h o q u e , c o e f i c i e n t e de d i f u s ã o , 

etc.) são c o n s i d e r a d a s como v a l o r e s médios d e s t a s c o n s t a n t e s , 

devidamente ponderadas no r e s p e c t i v o grupo de e n e r g i a . 

4 . 1 . A Equação de D i f u s ã o 

A equação de d i f u s ã o em es tado e s t a c i o n á r i o e o b a ­

lanço de neut rons num elemento de volume d i f e r e n c i a l , ou s e j a 

f \ 

Fuga do 

grupo g 
-

f -

absorção do 

grupo g 
-

espalha­
rnen to p/ 
fora de g 

• 

espalha-
- mento p/ 

dentro de g 
> 

( I ) ( I I ) ( I I I ) ( I V ) 

produção 
+ no grupo 

) 
g 

i ) 
(V) 

= o, 

ou em termos das c o n s t a n t e s de m u l t i g r u p o , a equação de balaj i 

ço acima pode se r e x p r e s s a como: 

- V , D g ( r ) V c ¡ ) g ( r ) 

( I ) 

lVo *„(!:) + / s S ( r ) < M r ) 

( I I + I I I ) ( I V ) 

+ S g ( r ) = 0 

(V) 

( 4 . 1 . 1 ) 
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onde o termo (I) representa o termo de f u g a , e sendo D (r) o coe 
y ~ 

ficiente de difusão do grupo g, $g(r) 0 f l u x o de neutrons do 

grupo g e 7 operador g r a d i e n t e . 0 termo ( 11 + 111)representa a 

taxa total de interação de neutrons com £ T = £ a + E S sendo 
v „ g g g 

a. seção de choque total de neutrons do grupo g. 0 termo (IV) 

é o termo de espalhamento de neutrons de outros grupos h pa^ 

ra dentro do grupo g, corn s

n^.g a seçao de choque de e s p a l h a ­

mento de neutrons de qualquer grupo h para o grupo g, i n c l u s ^ 

ve, os que são espalhados e permanecem no mesmo grupo ou h=g. 

0 termo (V)descreve a taxa com que os neutrons são produzidos 

no grupo g, isto é, a taxa com que neutrons com energia no gru 

po g são gerados como resultado das fissões induzidas por neu_ 

trons de todas as e n e r g i a s , e das possíveis fontes e x t e r n a s . 

Mais explicitamente, 
G 

S g { ~ } = I] V h
 ZUr~î *hW + S g e X t ( r ) (4-1.2) 

h = l 

onde : 

Xg indica a probabilidade de um neutron de fissão ser 

emitido no grupo g, 

K é o fator de m u l t i p l i c a ç ã o e f e t i v o , expressando a 

taxa do número de neutrons de fissão em duas g e r a ­

ções s u c e s s i v a s , 

v h é o número médio de neutrons de fissão produzidos 

por fissão causada por neutrons de energia h , 

^ e a seção de choque de fissão do grupo h., e 

e x t v\ 
S a fonte externa de neutrons no grupo g. 
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4 . 2 . T é c n i c a V a r i a c i o n a l 

Conforme d i s c u t i d o no c a p i t u l o I I I , a t é c n i c a v a r i a ^ 

c i o n a l pode s e r u s a d a p a r a a d e r i v a ç ã o da f o r m a i n t e g r a l e q u ^ 

v a l e n t e de uma dada e q u a ç ã o d i f e r e n c i a l ( a p e n d i c a A ) . D e s t a 

forma p a r t i n d o da e q u a ç ã o de d i f u s ã o * 

- V . D ( r ) V ( J ) ( r ) + Z a ( r ) < J > ( r ) = S ( r ) , r 6 n , ( 4 . 2 . 1 ) 

com as c o n d i ç õ e s de c o n t o r n o * * 

4>(r) = 0 , r G ZQ. ( 4 . 2 . 1 a ) 

e /ou 

— c j ) ( r ) = 0 , r Q dQ. ( 4 . 2 . 1 b ) 
3n 

onde todos os s í m b o l o s f o r a m d e f i n i d o s a n t e r i o r m e n t e e e l i m i ­

nou-se o s u b s c r i t o g , r e f e r e n t e ao g r u p o de e n e r g i a . Com e s ­

s a s c o n s i d e r a ç õ e s o f u n c i o n a l e q u i v a l e n t e s e r á dada po r / 8 / 

I ( r ,4>,4>') = 7 J í - D ( r ) [ V ( } , ( r ) l 2 - Z a ( r ) c o ( ( r ) j 2 + 

+ 2 S ( r ) * ( r ) } dft , ( 4 . 2 . 3 ) 

onde (J>' r e p r e s e n t a o g r a d i e n t e de <J>. 

* Neste capTtulo d i s c u t e - s e apenas a equação a um grupo de e n e r g i a , o 

que e j u s t i f i c á v e l , na medida em que as so luções das equações m u l t i -

grupo podem ser i n te rp re tadas como uma sucessão de problemas a um 

grupo (apêndice B ) . 

* * Adota-se nesse t raba lho as condições de contorno mais u s u a i s c))(r) = 0, 

r £ dü onde r i n c l u i a d i s t â n c i a ex t rapo lada e ~ = 0 , proven iente 

da condição de s i m e t r i a do r e a t o r . 
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Solucionar a equação de difusão na forma d i f e r e n ­

cial, equação ( 4 . 2 . 1 ) , e equivalente a extremizar o funcional 

dado pela equação ( 4 . 2 . 3 ) . Para t a l , o domínio ü é dividido 

em subdomínio ( e l e m e n t o s ) , £2 , e escrevendo o funcional para 

um elemento (e) tem-se, 

I - l I 
e 

(e) (4.2.4) 

f e) 
onde I v ' significa que a integral deve ser efetuada apenas 

no subdomínio (elemento) £ 2 e . 0 MEF consiste e n t ã o , em apro­

ximar o fluxo <()(r) por 

*(r) = l * i u.(r) , (4.2.5) 

onde u.(r) sao as funções b a s e , sendo definidas usual 

mente de tal maneira que 

"i = J 

(4.2.6) 

ou seja a função base é unitária quando a variável r coincide 

com os pontos nodais (pontos pertencentes ãs fronteiras dos 

elementos), e desta forma <j>. e o valor de <j>(r) nesses pontos 

nodais. Desta f o r m a , com esta a p r o x i m a ç ã o , o funcional I f i ­

ca sendo função dos valores nodais <$>̂  , e portanto para extre-

mizã-lo, deve-se ter 

i L 
9<f>. 

= 0 , i = 1,2, (4.2.7) 

obtendo-se então um conjunto de equações l i n e a r e s , para os va_ 

1 ores <|K . 

Com o objetivo de exemplificar o MEF com a técnica 
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v a r i a c i o n a l ; se ja o d e s e n v o l v i m e n t o acima d i s c u t i d o , a p l i c a d o 

ao caso de geometr ia u n i d i m e n s i o n a l ( F i g . ( 4 . 2 . 1 ) ) . Nes ta c a ­

s o , I e e dado por 

I e ( x , < M ' ) = -
2 í - D (x ) ( ^ ) 2 - X a (x ) ( * (x)f + 

+ 2S(x)((>(x) } dx , 
( 4 . 2 . 8 ) 

onde x i e x . são pontos a d j a c e n t e s ao e lemento (e ) 

a b 

1 2 x. x. m-i m rn+1 

F i g . 4 . 2 . 1 - I l u s t r a ç ã o da geomet r i a u n i d i m e n s i o n a l com os 

elementos . 

P a r t i c u l a r m e n t e , se j a a função base , y . uma fun 

çao l i near e desta forma o f l u x o para um elemento s e r á e x p r e s 

so por ~~ 

4 > ( 6 ) ( x ) 
X j " X i x j " x i 

. < X < X . 
1 J 

( 4 . 2 . 9 ) 
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e conforme j á d i s c u t i d o , c f > . = < f > ( x . ) e <j> . = 4>( x . ) , o s v a l o r e s 

do f l u x o nos nós a d j a c e n t e s ao e l e m e n t o . D e s t a f o r m a p e l o 

p r i n c T p i o v a r i a c i o n a l 

- 0 , m = 1 , 2 , . . . , n , ( 4 . 2 . 1 0 ) 
^m 

ou 

j i l ! = o + o + ... + i í íÜ + 11^1 + o + ... * o . 
9*m e 9 *m 3 ( J ) m 3 * m 

( 4 . 2 . 1 1 ) 

onde a e b r e f e r e m - s e a e l e m e n t o s ã e s q u e r d a e d i r e i t a , r e s ­

p e c t i v a m e n t e , do nó m ( F i g . 4 . 2 . 1 ) . P o r t a n t o p e l a e q . ( 4 . 2 . 8 ) 

e ( 4 . 2 . 9 ) o b t é m - s e : 

— — < w 2 v • 
m 

( 4 . 2 . 1 2 a ) 

1 I _ = m+1 m' . _ _ a ( ) + S Ax 

3<L Ax 6 m m + 1 2 
m 

( 4 . 2 . 1 2 b ) 

onde Ax e a l a r g u r a do e l e m e n t o , considerada cons t an te . 

Da e q u a ç ã o ( 4 . 2 . 1 1 ) r e s u l t a 
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'm-1 

m 

a 

AX 

Ax 
Ax 

m + 1 Ax 
a 

+ Ax ( s ( a ) + s ( b ) } O 

(4.2.13) 

que representa o sistema de equações algébricas s i m u l t â n e a s , 

que resolvidas por um método apropriado fornece os valores das 

variáveis incógnitas <J> , m = l,2,...,n e portanto a solução 

do problema. 

4.3. Técnica dos ResTduos Ponderados (aproximação de Galerkin) 

Para a derivação da forma integral equivalente ã 

equação de d i f u s ã o , a técnica dos resíduos ponderados m u l t i ­

plica a equação (4.2.1) por uma função ponderação w(r) e in­

tegra no domTnio ü para obter-se a forma fraca da equação de 

difusão, ou seja 

w(r)D(r)V 4>(r)dfi + w(r)E (r)<f>(r)dfi 
~ J ~ a ~ ~ 

w(r)S(r)dfi . 

(4.3.1) 

ou usando a identidade de Green"para o primeiro t e r m o , 

D(r)V<f>(r)Vw(r)dí! + w(r)E a(r)c(>(r)d£! = 

w(r)S(r)díí - [ w(r)D(r) | £ d(3fi)-, (4.3.2) 

3fi 
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onde a i n t e g r a l no con to rno 3í2 se a n u l a , na medida em que,nes^ 
a * n u l o s no con­te t r a b a l h o , r e s t r i n g i u - s e a c o n d i ç ã o <j> ou -g— 

torno. Com e s s a s c o n s i d e r a ç õ e s a forma f r a c a pode s e r e s c r i 

ta como 

D(r)V<t>(r)Vw(r )dft + w ( r ) i (r)<j>(r)díi = 
~ a ~ ~ 

w ( r ) S ( r ) d f t 

ti ti 

Aproximando o f l u x o de n e u t r o n s por 

( 4 . 3 . 3 ) 

<}>(r) = £ a i y i ( r ) , ( 4 . 3 . 4 ) 

onde a.j sao os pa râmet ros a de te rm ina r e y . ¡ ( r ) são as f u n ç õ e s 

bases, tem-se 

D ( r ) V y . ( r )Vw( r )d f t + £ a ( ^ ) w ( í ) y i ( £ ) d í í 

ti 

w ( r ) S ( r ) d í í . ( 4 . 3 . 5 ) 

ti 

Pelo MEF , d i v i d i n d o o domTnio ti em subdomTnios ou 
6 

elementos (Q , e = 1 , 2 , . . . n ) , e d e f i n i n d o o f l u x o para cada 

elemento como 

* ( e ) ( r ) í a i y ^ r ) , ( 4 . 3 . 6 ) 

sendo os c o e f i c i e n t e s a . os v a l o r e s n o d a i s de <f> ( r ) , i s t o e , 

a.j = <{>. ( v a l o r e s do f l u x o quando r é a coordenada dos vért_i_ 

ces do elemento ( e ) ) , a equação ( 4 . 3 . 4 ) pode s e r i n t e r p r e t a d a 

como a somató r ia dos f l u x o s em cada e lemen to . 

Para de te rm ina r os c o e f i c i e n t e s a ^ , a t é c n i c a dos 

resTduos ponderados com a aprox imação de G a l e r k i n toma as fun 

ções ponderação como sendo i g u a i s as funções bases ou w(r)=y-( r ) . 
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Assim a eq. (4.3.5) torna-se 

D( r)Vy . (r)Vy . (r)dí2 + £ a ( ^
) u i (r)yj(r)díí 

Í2' 

j = 1 ,2 , . . . n (4.3.7) 

que constituem um conjunto de equações algébricas lineares pa_ 

ra os valores nodais <J>. . Desta forma, usando-se uma técnica 

numérica conveniente esses coeficientes podem ser determinados. 

Como ilustração do formalismo desenvolvido, seja o 

caso particular de geometria bidimensional (X-Y) com a equa­

ção de difusão multigrupo na forma 

- V . [ p g ( x,y) v * g (
x > y ) + Zg(x,yH g(x,y) 

g-l G 

E W x ' y ) V x ' y ) + ^ E V h < x ' * > * h ( x » y > + s g X t ( x ' y ) 

h = l K h = l 

g = 1,2 G 

(4.3.8) 

R -

onde é a seção de choque de remoção do grupo g, isto é, 

R T S 

= Sc - £g_^g » e os demais termos tem a interpretação dis­

cutidas no inTcio desse capítulo e sendo as condições de con­

torno as mesmas da seção 4.2. Particularmente, considerando 
6 X t 

-se S g (x,y) = 0 e usando o formalismo apresentado anterior­

mente, pode-se obter a forma fraca da eq. (4.3.8) ou 



J -J 

D g ( x , y ) V < j ) g ( x , y ) V w(x,y)dy dx + 

0 0 

£ g ( x , y ) < j > g ( x , y ) w ( x , y ) dy dx 

0 0 

h = i 

a b 

J J 

0 0 

f 

£ h(x,y)<|> h(x,y)w(x,y) dy dx + 

g-1 a b 

£ J ^ h ^ g ( x , y ) i f ) g ( x , y ) w ( x , y ) dy dx 

h = l o o 

g = 1,2,. . . ,G 

8 9 

onde V = g7 + - ^ y e a e b ilustrados na Fig. 4.3.1 

(4.3.9) 

i + 1 

j - 1 

II 

III I V 

1 - 1 1+1 

Fig. 4.3.1 - Discret i zaçao bidimensional (X-Y) 
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Dividindo o domínio 0 < x < a, 0 < y < b em elemen­

tos e aproximando o fluxo por: 

ou 

i J 

V x ' y ) = í L ^ ( x ) ^ - ( y ) • (4.3.10) 

i J 

onde y. ^(x,y) = y.(x)y.(y) são as funções b a s e s , sendo que 

neste trabalho restringiu-se a funções bilineares 7 2 6 / ou se 

y*( x) 

X - x i-1 

X . - X . T 

1 1-1 

x u i - x 

x i + l " x i 

X . , < X £ X . 

1-1 1 

x i « x * x i + l 

(4.3.11a) 

y-(y) 

yj(y) = < 

yj(y) 

y - y j-i 

y j " y j - i 

j + i " y 

'j + i " y J 

' y j - i * y * y j 

y, $ y s y j + 1 

(4.3.11b) 

ou 

1 sJ 

+ / X + 
y-i (x)y . (y) 

(x)yj(y) 

(x)yT(y) 

y{(x)yT(y) 

, em I 

, em 11 

, em 111 

, em IV 

(4.3.12) 
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onde fora da região especificada, indicada na figura 4.3.1, a 

função u . n-(x,y) se anula. 

Escol hendo-se as funções w(x,y) iguais ãs funções ba_ 

ses, pode-se derivar um conjunto acoplado de sistemas linea­

res ou 

g-i 

*g + R~g *g B 7 *g * + L ^ g i h . g - 1.2.....G 

(4.3.13) 

onde F é a matriz NxN (N = n9 de elementos) correspondente ao 

termo de fuga, podendo ser calculada por 

(4.3.14) 

R, S e E podem ser obtidas respectivamente por 

g „ c R (e) 

i j tte 

í c 
tf 

G 

í 
h = l 

(e) 
* h(í ,j)y i ) j y k j j l dfie , (4.3.16) 

i j tf 

onde k = 1,2,...n 

l = 1 ,2,. . .n 

e o significado de cada termo ê apresentado no apêndice B 
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As matrizes F, R, S e E, para geometria plana em duas 

dimensões, com elementos de forma retangular são do tipo espar 

sas, com blocos de submatrizes tridiagonais como pode-se obser 

var na figura 4.3.2 para o caso em que se tenha rede 4 x 4 , is­

to è", 16 elementos . 

cj> é" o vetor incógnita (lxN) onde N e* o número de ele 

mentos, sendo dado pela eq.(4.3.10) 

X X 0 0 ! x X 0 0 

X X X 0 ! x X X 0 i 
¡ ¡ 0 0 

0 X X X ! 0 X X X ¡ 
0 0 X X ; o 0 X X ; i 
X X 0 0 ! x X 0 0 ! x X 0 0 i 

X X X 0 ! x X X 0 ¡ X X X 0 ¡ 
¡ ¡ 0 

0 X X X ! o X X X ! o X X X J 

0 0 X X 1 0 0 X X ! o 0 X X ! 

! x X 0 0 i x X 0 0 ! x X 0 0 

! x X X 0 i x X X 0 i x X X 0 
0 i 1 1 

¡ o X X X ! o X X X ! o X X X 

i 0 0 X X ! o 0 X X ! o 0 X X 
• i — i 

¡ ! x X 0 0 ! x X 0 0 

! ! x X X 0 ! x X X 0 
0 1 0 • 

J ! o X X X ! o X X X 

¡ ! 0 0 X X ¡ 0 0 X X 

X - elemento não nulo 

0 - elementos nulos 

Fig.4.3.2 - Estrutura das m a t r i z e s 



4>0.1) 

* ( 1 , 2 ) 

* ( 1 Í J ) 

4>(2,1) 

<f>(2,2) 

<J>(2,J) 

5 

* ( I , 1 ) 

* ( I , 2 ) 

<f>(I,J) 
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CAPÍTULO V 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

Como mencionado anteriormente um dos objetivos para 

a execução desse trabalho foi aprender a técnica utilizada pa_ 

ra resolver problemas com o MEF. Para esse propósito, além 

dos problemas em duas dimensões espaciais e multigrupo, foram 

equacionados e solucionados problemas de uma dimensão em dois 

grupos de energia com a técnica variacional e a técnica de 

Galerkin e um problema celular utilizando a técnica variacio­

nal . 

A seguir serão apresentados os resultados obtidos pe 

lo presente trabalho e os obtidos pelo código CITATION, além 

dos resultados analíticos para alguns casos, e a diferença re 

lativa entre esses resultados. 
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V.1. PROBLEMA 1 

Titulo: Calculo do fator de desvantagem térmica. 

Descrição: Este problema consistiu em calcular o fator de des^ 

vantagem térmica para uma célula plana (combustí­

vel + moderador), o qual é definido por 

b 
/ <|>m(x)dx 

ç = | -5- , (5.1) 

/ 4>r(x) dx 
o c 

onde a_ é a espessura do combustível (c) e A = b-a, 

a espessura do moderador (m) , e <J>m e <p são os flu^ 

xos nas regiões do moderador e combustível respec­

tivamente. A geometria, bem como as constantes nu­

cleares, são ilustradas na figura 5.1.1 

1 comb. moder. 

1 D = 2,92cm D = 0,16 cm 

2 =0,1121 

1 3 cm"1 

1 

2 = 0,0197 
a -1 cm 

» 
0 a „ b 

a=0,30cm A =1,35 cm 

Fig.5.1.1 - Geometria e constantes nucleares para o problema 

celular. 
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Resultados : Para a obtenção de Ç e q . ( 5 . 1 ) , d e s e n v o l v e u - s e um 

programa utilizando-se o método dos elementos finj_ 

tos com a técnica variacional , conforme discutido 

na seção 4.2, obtendo - se os resultados m o s t r a ­

dos na tabela 5.1.1, a qual reporta este parâmetro 

para diferentes números de e l e m e n t o s . Esses resul­

tados são comparados com o resultado referência ob­

tido pela solução analítica / 31 / 

n9 de elementos MEF di f.reiat.* 
U) % 

34 1 ,0986 0.76 

40 1 ,0994 0.69 

60 1 ,1039 0.28 

* 0 resultado referência foi obtido a n a l i ­

ticamente (Ref .analitico = 1.1070) 

Tab.5.1.1 - Fator de d e s v a n t a g e m têrmica(Ç) 

do problema 1. 
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V.2. PROBLEMA 2 

TTtulo: Reator tipo p l a c a , duas r e g i õ e s , dois g r u p o s . 

Descrição: Este problema consistiu em calcular a distribuição 

de fluxos rápido e térmico e o fator de m u l t i p l i ­

cação ( K ) , para um reator tipo placa com duas re­

g i õ e s : o caroço e o r e f l e t o r . A g e o m e t r i a , d i m e n ­

sões e as condições de contorno para este problema 

são ilustrados na fig. 5.2.1 sendo as constantes 

nucleares para as duas regiões e para dois grupos 

de energia mostradas na tabela 5.2.1. 

Resultados: Para a obtenção da d i s t r i b u i ç ã o de fluxo para os 

dois grupos de e n e r g i a , e o fator de m u l t i p l i c a ç ã o 

( K ) , usou-se o método dos elementos finitos com as 

duas técnicas (variacional e Galerkin) a p r e s e n t a ­

das no capítulo IV. Na tabela 5.2.2 a p r e s e n t a - se 

o fator de m u l t i p l i c a ç ã o obtido pela aplicação das 

duas t é c n i c a s , para várias larguras de elementos 

(L/6, L/12, L/24, L/48) e estes são comparados com 

os resultados obtidos pelo código C I T A T I O N , sendo 

que o resultado referência adotado Ó p a r a A x = L / 6 0 . 

Os erros relativos são a p r e s e n t a d o s na tabela 5.2.3. 

0 critério de c o n v e r g ê n c i a utilizado para esse pr<o 

blema foi com relação ao auto v a l o r , i.e., 

K ( n ) _ R ( n - 1 ) 

onde E j é um valor e s p e c i f i c a d o (10"°) e n indica 

o número de iteração. 

Ainda, em relação ao problema 2, ilustra-se na tabe_ 

la 5.2.4, para vários pontos do r e a t o r , o fluxo tér 

mico normalizado obtido pelo presente trabalho e 

pelo código C I T A T I O N . Para o caso do MEF usou-se24 

elementos e para o CITATION d i v i d i u - s e o reator em 

60 p a r t e s . Na fig. 5.2.2 ilustra-se g r a f i c a m e n t e o 

fluxo térmico normalizado para AX = L / 2 4 , A x = L / 4 8 

< e 
í 
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(MEF) e A x =L/60 ( C I T A T I O N ) . Pelo valor do erro re 

lativo para fator de m u l t i p l i c a ç ã o (< 1%) e para 

o fluxo (da ordem de 1%) os resultados podem ser 

considerados s a t i s f a t ó r i o s . 

Ref1etor Combu ;tTvel Ref1etor <f> = 0 

->• x 
L/3 L=60cm 

Fig.5.2.1 - Geometria esquemática do reator do problema 2 

C ar o ç o Ref1etor 

GRUPO RÁPIDO 

D 1 (cm) 1 .5 1 .2 

Z T ( c m - 1 ) 0.0623 0 .101 

z 1^2(
cm"1) 0.06 0 . 1 

vZ . (cm" 1 ) 0.0 0 .0 

V l (cm/seg) 1,0 x I O 8 

x l 
1 ,o 

GRUPO TÉRMICO 

D 2 (cm) 

S T ( c m - 1 ) 
2 -1 

vE f (cm ) 
f2 

0.4 

0.2 

0.218 

0.15 

0.02 

0.0 

v 2 (cm/seg) 2,2 x 10' 

0.0 

Tab.5.2.1 - Constantes nucleares do problema 2. 



A X GALERKIN VARIACIONAL CITATION 

L/6 1.0226 1.0149 -

L/12 1.0215 1.0188 1.02064 

L/24 1.0211 1 .0198 1.02060 

L/48 1.0209 1.0212 -

L/60 1.02083 

Tab.5.2.2 - Valores do Kef do problema 2 

A x GALERKIN VARIACIONAL 

L/6 0.173 % 0.581 % 

L/12 0.066 % 0.199 % 

L/24 0.026 % 0.101 % 

L/48 0.009 % 0.04 % 

Tab. 5.2.3 - Erro do Kef deste trabalho em 

relação ao do CITATION (Kef = 1 ,02083). 



x(cm) MEF CITATION Erro r e l a t i 
vo (%) 

0 1.00 1 .00 -

2.5 0.99663 0.99675 0.012 

7.5 0.96978 0.97009 0.032 

12.5 0.91680 0.91678 -0 .002 

17.5 0.83912 0.83875 -0.044 

22.5 0.73883 0.73797 -0.117 

27.5 0.61866 0.61743 -0.199 

32.5 0.48282 0.48134 -0.307 

37.5 0.37960 0.38036 0.200 

42.5 1.0901 1.0728 -1 .613 

47.5 0.53754 0.52737 -1 .928 

52.5 0.16733 0.16612 -0.7Z8 

57.5 0.03475 0.03486 0.316 

Tab. 5 .2 .4 - Va lo r e s de <|>(x)/<|>(0) d o problema 2 . 
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A 

X ( c m ) 

Fig.5.2.2 - Fluxo térmico normalizado do problema 2. 
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V.3. PROBLEMA 3 

Titulo: Reator com duas regiões (combustível e refletor) em 

duas dimensões, 2 grupos de energia. 

Descrição: Este problema consistiu em calcular as distribui­

ções de fluxos térmicos e rápidos para um reator 

com duas regiões, em geometria X-Y, com simetria em 

x = 0 e y = 0, conforme ilustrado na figura 5.3.1. As 

constantes nucleares necessárias são as mesmas do 

problema 2 (tabela 5.2.1). 

Resultados: Para a obtenção dos resultados para a distribuição 

de fluxo, bem como do fator de mui tiplicação,usou-

-se o formalismo discutido na seção 4.3 para a coji 

fecção do programa de computador (apêndice B ) . 0 

reator foi discretizado em (1,0) elementos, sendo 

que na fig. 5.3.2, exemplifica-se um caso de dis-

cretização (8x8). Os valores do fator de multipli­

cação para diferentes di screti zações são apresenta_ 

das na tabela 5.3.1 e comparados com o resultado 

referência obtido pelo CITATION para uma discreti-

zação (40x40). A distribuição de potência normali­

zada é ilustrada na fig. 5.3.3 e comparado com a 

obtida pelo código CITATION. Alem disso os fluxos 

rápido e térmico na posição y = 15 cm são ilustrados 

nas figuras 5.3.4 e 5.3.5 respectivamente. 
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= O 

d 
dy 

02 o 

L/2 

REFLETOR 

CAROÇO 

• 

0 = 0 

L/2 L = 40 cm 

0 * 0 
dx 

Fig.5.3.1 - Geometria, Dimensões e Condições de Contorno 

para o problema 3. 
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2 2 2 2 2 2 2 2 

2 2 2 2 2 2 2 2 

2 2 2 2 2 2 2 2 

2 2 2 2 2 2 2 2 

1 1 1 1 2 2 2 2 

1 1 1 1 2 2 2 2 

1 1 1 1 2 2 2 2 

1 1 1 1 2 2 2 2 

Fig. 5.3.2 - Disposição da malha (8x8) do reator do problema 

3. 

MALHA MEF CITATI0N ERRO R E L A T I V O * 

4 x 4 0,90488 0,90991 - 0,902% 

6 x 6 0 ,89860 0,89823 - 0,202% 

8 x 8 0,89560 - 0,133% 

40 x 40 - 0,89679 

* relativo ao CITATION (40x40) 

Tab. 5.3.1 - Valores do fator de m u l t i p l i c a ç ã o do pro­

blema 3. 
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L/2 

0 , 4 4 4 3 1 

0 , 3 4 6 4 6 

22,20% 

0 , 5 9 0 7 4 0 , 5 2 3 0 3 

0 , 7 1 6 2 5 0 , 5 0 5 8 3 

- 2 1 , 2 5 3 ,29 

0 , 8 4 5 9 7 0 , 7 0 7 2 6 0 , 6 2 8 2 1 

0 , 9 1 9 0 2 0 , 8 1 3 6 7 0 , 5 7 7 2 8 

- 8 , 6 3 - 1 5 , 0 4 8 , 1 1 

1,0 0 , 9 1 9 8 5 0 , 7 6 9 2 8 0 , 6 8 3 8 0 

1,0 0 , 9 5 8 8 9 0 , 8 0 0 3 8 0 , 6 0 2 5 8 

- 4 . 2 4 - 4 , 0 4 11 , 88 

L/2 

CITATION 

MEF 

D'if.Rel(%) 

F ig .5 .3 .3 - Distr ibuição de potência normalizada do problema 3 . 
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' ,8 

X (cm) 

Fig. 5.3, 5 - Fluxo térmico normalizado do problema 3 

sição y = 15 cm. 

I N S T I T U T O DE P E S Q U I S A S E N E R G É T I C A S E N U C L E A R E S 

I. P. E. N. 
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V.4 PROBLEMA 4 

Titulo: Reator ZION-1 em dois grupos de energia e 5 zonas 

Descrição: Este problema consistiu em calcular a d i s t r i b u i ç ã o 

de fluxo e fator de m u l t i p l i c a ç ã o para o caroço do 

reator ZION-1 , o qual é um reator de potência / 9/, 

e tem sido usado como "problema padrão" (benchmark ) 

para teste de métodos de c a l c u l o , em dois grupos 

de energia ( t e r m i c o - r ã p i d o ) . 0 caroço deste reator 

consiste de 5 z o n a s , devido as diferenças de enri­

quecimento dos elementos c o m b u s t í v e i s , " b a f f l e " r£ 

fletor e t c . Na figura 5.4.1, ilustram-se as várias 

zonas deste c a r o ç o , e na tabela 5.4.1, as secções 

de choque h o m o g e n e i z a d a s por z o n a . 

Resultados: 0 mesmo programa usado no problema 3 foi utilizado 

para se encontrar resultados numéricos para o 

ZION-l , sendo que na figura 5.4.2, ilustra-se o ar_ 

ranjo ou malhas utilizadas para a entrada no pro­

g r a m a . Os valores para o fator de mui tipli cação são 

os m o s t r a d o s na tabela 5.7, junto com os resultados 

do problema 5 e os obtidos pelo código C I T A T I O N . A 

distribuição de potência normalizada é ilustrada na 

figura 5.4.3, junto com os resultados do CITATION, 

e na figura 5.4.4 e 5.4.5, os fluxos rápido e tér­

m i c o , ambos na posição y = 7 8 , 4 8 5 cm.. 
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Fig.5.4.1 - Geometria do ZION-1 



R
E
G
I
Ã
O 

G
R
U
P
O 

D
E 

E
N
E
R
G
I
A 

D 
(
c
m
) 

Z
R 

(
c
m

-
1
) 

v
í

f 
(
c
m

-
1 
) 

C
O
M
P
O
S
I
Ç
Ã
O 

1 
1 

1 
.
4
1
7
6
0 

0
.
0
2
5
9
7 

0
.
0
0
5
3
6 

0
.
0
1
7
4
2 

C
o
m
b
u
s
t
í
v
e
l 

1 
2 

0
.
3
7
3
3
5 

0
.
0
6
6
6
9 

0
.
1
0
4
3
3 

2
.
2
5
% 

? 
1 

1 
.
4
1
9
7
0 

0
.
0
2
5
7
6 

0
.
0
0
6
0
1 

0
.
0
1
6
9
4 

C
o
m
b
u
s
t
í
v
e
l 

C
 

2 
0
.
3
7
3
7
0 

0
.
0
7
6
0
6 

0
.
1
2
4
7
2 

2
.
8
% 

3 
1 

1 
.
0
2
1
3
0 

0
.
0
0
3
2
2 

0
.
0 

0
.
0 

"
b
a
f
f
l
e
" 

2 
0
.
3
3
5
4
8 

0
.
1
4
5
9
6 

0
.
0 

"
b
a
f
f
l
e
" 

4 
1 

1
.
3
8
3
7
7 

0
.
0
2
5
1
6
4 

0
.
0 

0
.
0
2
4
2
4
1 

1
6
.
5
% 

a
ç
o 

i
n
o
x 

4 

2 
0
.
2
9
7
4
5 

0
.
0
3
2
0
0
6 

0
.
0 

+ 
8
3
.
5
% 

a
g
u
a 

5 
1 

1
.
4
5
5
4
0 

0
.
0
2
9
5
0 

0
.
0 

0
.
0
2
9
0
3 

á
g
u
a 

2 
0
.
2
8
9
9
4 

0
.
0
0
9
4
9 

0
.
0 

á
g
u
a 

X
j 

= 
i.

o 
x

2 
= 

o-
o 

T
a
b
.
5
.
4
.
1 

- 
C
o
n
s
t
a
n
t
e
s 

n
u
c
l
e
a
r
e
s 

d
o 

Z
I
O
N
-
1
. 

cn
 



-n
 

2 
—

-
O

 
o 

H
 

• O
l 

> 
* 

ai
 

Q
. 

l 
—

 
3 

> 
<A

 
a 

O
 

C
D

 

a>
 

'—
 

O
 

</
> 

C
L

 
°*

 
o 

O
 

V
i 

C
D

 

3 
3 

o —
 

0 
T

T
 

C
D

 

D
 

o>
 

C
L

 
3 

O
 

-*
 

M
 

0 
—

 
ai

 
O

 2:
 

1 

•0
 

a -1
 

a (0
 

—
*•

 
—

* p a.
 

0 O
 

1
0

,8
0

4 

2
1

,6
0

8 

2
1

,6
0

8 

2
1

,6
0

8 

2
,8

5
7

5 

1
8

,7
5

0
5 

2
1

,6
0

8 

2
,8

5
7

5 

1
8

,7
5

0
5 

2
,8

5
7

5 

1
8

,7
5

0
5 

2
,8

5
7

5 

1
8

,7
5

0
5 

ro
 

ro
 

ra
 

CM
 

tu
 

ro
 

ro
 

i»
 

eu
 

CB
 

O
 

a>
 

o 

ro
 

CM
 

en
 

ro
 

ro
 

P
0 

CM
 

en
 

IS
} 

IN
J ro
 

ro
 

ro
 

CM
 

CM
 

CM
 

C
Jl

 

ro
 

ro
 

ro
 

ro
 

ro
 

CM
 

en
 

0
1 

ro
 

ro
 

ro
 

ro
 

CM
 

en
 

ut
 

en
 

01
 

CM
 

CM
 

en
 

a en
 

C
M

 

CM
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

CM
 

CM
 

CM
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

CM
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

CM
 

CM
 

CM
 

CM
 

CM
 

01
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

en
 

ro
 

•2
 

ro
 

_j
 

o>
 

en
 

fl
> 

0 
0 

O
 

CD
 

0»
 

09
 

ro
 

œ
 

C
D

 
-s

i 
en

 
en

 
-4

 
o 

en
 

en
 

«
a 

—
i 

—
' 

—
» 

en
 

00
 

>
j 

œ
 

s 
"(

j, 
-g

 
O

 
en

 
en

 
0

5 
« 

S 
en

 
CD

 
">

l 
o 

J¡
¡ 

o 
_g

 
O

 
0

1 
en

 
S 

0
1 

en
 

en
 



0,5634 
0,5191 
. 7 ,86 

0 ,3612 
0 ,3165 

12 ,38 

0,7314 
0,6417 

12,26 

0 ,6412 
0 ,5612 

12 ,48 

0,4567 
0 ,4062 

11 ,06 

0 ,8696 
0,7214 

17,04 

0,7747 
0,7649 

1,27 

0,6813 
0 ,5493 

19,37 

0,5179 
0,5333 

- 2,97 

0 ,3335 
0,2996 

10 ,16 

0 ,9752 

0,8174 
16 ,18 

0 ,9193 

0 ,9012 
1,97 

0 ,8156 

0,6759 
17,13 

0 ,7212 

0 ,6890 
4 ,46 

0 ,5696 

0 ,4368 
23,31 

0 ,3900 

0 ,3365 
13 ,72 

1,0318 
0,8929 

13 ,46 

1,0025 
0,9878 

1,47 

0,9442 
0,7801 

17,38 

0,8357 
0,7821 

6 ,41 

0 ,7343 
0 ,6091 

17 ,05 

0 ,5919 
0,5639 

4 , 7 3 

0 ,4130 
0 ,3590 

13 ,08 

1,00 
1,00 

1,0331 
0,9680 

6 ,3 

1,0067 
0,8504 

15,53 

0 ,9471 
0 ,9515 

- 0 , 4 6 

0 ,8056 
0 ,7650 

5,04 

0 ,7446 
0 ,7090 

4 , 7 8 

0 ,5550 
0 ,5169 

6 ,86 

0 ,4149 
0 ,3683 

12,44 

CITATION 
MEF 

Dif.(%) 

R i g . 5 . 4 . 3 - D i s t r i b u i ç ã o de p o t e n c i a n o r m a l i z a d a do 

Z I O N - 1 ( P r o b l e m a 4 ) 
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CITATION 

0 12 36 60 84 108 132 156 183 

X { cm) 

F i g . 5 . 4 . 4 . - F l u x o r o p i d o n o r m a l i z a d o do p r o b l e m a 4 

na . p o s i ç a o y= 7 8 , 4 8 5 cm 
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X (cm) 

Fi g. 5.4.5 - F l u x o t é r m i c o n o r m a l i z a d o do p r o b l e m a 4 

na p o s i ç j a o y = 7 8 , 4 8 5 cm 
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V.5 PROBLEMA 5 

TTtulo: Reator 2D-IAEA ("benchmark) em dois grupos de energia 

e 4 zonas. 

Descrição: Este problema consistiu em calcular a distribuição 

de fluxo e fator de multiplicação para o reator 

2D-IAEA em 2 grupos de energia e 4 zonas diferentes. 

Na fig. 5.5.1 é apresentada a geometria esquemáti­

ca, mostrando as diferentes zonas e as condições de 

contorno. Na tabela 5.5.1 constam as constantes nu­

cleares homogeneizadas para cada zona. 

Resultados: Através do programa obteve-se a distribuição de p£ 

tência (fig.5.5.3) que é comparada com o código 

CITATION. A divisão do núcleo do reator em elemen­

tos para entrada no programa é mostrada na fig.5.5.2. 

Nas figs. 5.5.4 e 5.5.5 são ilustradas as distribui^ 

ções de fluxo rápido e térmico, respectivamente pa­

ra a posição y = 100.cm. 0 fator de multiplicação é 

apresentado na tab. 5.7. 
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0 s O 

_ J — — I — — I — — f I : r z 1-
20 20 20 20 20 20 20 20 20 (cm) 

á<2 
- 0 

Fig. 5.5.1 - Geometria do reator 2D-IAEA 
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1 

! 4 4 4 4 4 4 4 4 4 

1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 

• 2 2 1 1 1 4 4 4 4 

1 2 2 2 2 1 1 4 4 4 

1 3 2 2 2 3 1 1 4 4 

. 2 2 2 2 2 2 1 4 4 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 4 

Í 2 
2 2 2 2 2 2 1 4 

1 3 
_ 2 2 2 3 J L 2 1 4 

F i g . 5 .5 .2 - D i s p o s i ç ã o da m a l h a do 2 D - I A E A p a r a e n t r a d a 

no programa. 



0,7890 
0,5579 

29 ,29 

0 ,6352 
0,5020 

20,97 

0 ,9285 
1,3634 
- 4 6 , 8 4 

0 ,8073 
0,6820 

15 ,52 

1,6105 
1 ,9608 
- 2 1 , 7 5 

1 ,3085 
1,7027 
- 3 0 , 1 3 

1,2267 
1,5839 
- 2 9 , 1 2 

1 ,1437 
1,2136 
- 6 , 1 1 

1 ,9782 
2,3559 
- 1 9 , 0 9 

1 ,8137 
2,1938 
- 2 0 , 9 6 

1 ,5932 
1 ,9893 
- 2 4 , 8 6 

1 ,4482 
1,8683 
- 2 9 , 0 1 

1,3194 
1,8724 
- 4 1 , 9 1 

0,9335 
0,7648 
- 1 8 , 0 7 

1 ,9294 
2,2559 
- 1 6 , 9 2 

1 ,9906 
2,3531 

- 1 8 , 2 1 

1,7716 
2,1138 
- 1 9 , 3 2 

1 ,4457 
1,8507 
- 2 8 , 0 1 

1 ,4020 
1 ,8031 
- 2 8 , 6 1 

1 ,2858 
1 ,7284 
- 3 4 , 4 2 

0,9931 
1 ,1925 
- 2 0 , 0 8 

1,00 
1,0 

1,7618 
2,1471 
- 2 1 , 8 7 

1 ,9548 
2 ,3155 
- 1 8 , 4 5 

1 ,6316 
2,0241 
- 2 4 , 0 6 

0,8219 
0 ,7545 

8 ,20 

1,2663 
1,7096 
- 3 5 , 0 1 

1,2644 
1,7175 
- 3 5 , 8 4 

1,0189 
1,2189 
- 1 9 , 6 3 

STATION 
MEF 

F i g . 5 . 5 . 3 - D i s t r i b u i ç ã o da potência normal izada do problema 5 . 
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A 

CITATON 

X ( c m ) 

F i g . 5 . 5 . 4 - F l u x o r á p i d o n o r m a l i z a d o do p r o b l e m a 5 

na pos ição y = 10 0,0 cm . 
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CITATION 

MEF 

X (cm) 

F i g . 5 . 5 . 5 - Fluxo t é r m i c o n o r m o l i z o d o do p r o b l e m a 5 

na p o s i ç ã o y= 1 0 0 , 0 cm . 
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MALHA MEF C I T A T I 0 N ERRO RELATIVO 

ZION-1 13 x 13 1,27506 1 ,2751427 

(8 '0x 8 0) 

0,0065% 

2D-IAEA 

9 x 9 1 ,05009 1 ,033999 

(170 x 170) 

1 ,556% 

2D-IAEA 

18 x 18 1 ,03506 

1 ,033999 

(170 x 170) 
0,1026% 

Tab. 5 . 7 - V a l o r e s do f a t o r de m u l t i p l i c a ç ã o dos prob lemas 4 , 

5. 
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CAPTTULO VI 

CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS 

Conforme resultados dos problemas apresentados no ca­

pitulo V, observa-se que o método dos elementos finitos, uti­

lizando-se de função de aproximação linear com elementos re­

tangulares, não apresenta bons resultados para o cálculo de 

parâmetros diferenciais, tais como distribuição de fluxo e 

distribuição de potência. Isto se torna mais acentuado em pro 

blemas que apresentam fortes heterogeneidades, como o 2D-IAEA, 

onde os resultados obtidos não descrevem satisfatoriamente a 

distribuição de fluxo nas regiões de picos. Entretanto no que 

se refere ao parâmetro integral (fator de multiplicação) obte 

ve-se bons resultados com erros relativos inferiores a 1% com 

parado com o código CITATION. Apesar disso, a literatura mos. 

tra que o MEF é uma técnica promissora, pois pode conduzir a 

considerável redução na memória e tempo computacional, uma vez 

que esta permite o uso de malhas .largas para se obter uma pre_ 

cisão comparável a métodos de malhas finas, como di f erenças fi_ 

ni tas. 

Finalmente, salienta-se que tais imprecisões resul­

tam, principalmente, do fato de ter-se usado funções bases bj_ 

lineares, as quais não conseguem descrever as grandes varia­

ções na distribuição de fluxo em elementos adjacentes com for^ 

tes heterogeneidades. Desta forma, o programa aqui desenvolva 

do deve ser usado para o cálculo de parâmetros diferenciais 

apenas em núcleos cujos elementos não possuam grandes difereji 

ças nas constantes nucleares. Alem disso, cumpre notar que 

para se obter uma boa precisão no valor dos parâmetros inte­

grais, o MEF necessita um número muito menor de elementos do 

que o método de diferenças finitas (CITATION).. 

Para trabalhos futuros fica a sugestão da utilização 

e comparação de funções de aproximação de maior ordem, com 0 £ 

tras opções de condições de contorno, e por fim, a solução de 

problemas de difusão em geometria tridimensional. 
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APÊNDICE A 

PRINCÍPIOS VARIACIONAIS E A SOLUÇÃO DA EQ. DE DIFUSÃO 

Seja ti um domínio de R 2 com contorno 3Í2 e seja C ^ (n) 

o conjunto de todas as funções que possuem derivados de 1? e 

2? em 9.. Para uma função <F em & define-se o conjunto. 

U = í<f> 6 c(2^(fi)|(J) espefificado em 3 0 } 

0 problema ê achar uma função $ tal que I tenha va­

lores extremos onde I e dado por 

I = (F(r),<Kr),<J>'(r))dí2 . (A.l) 

0 conjunto de todas as funções que satisfazem (A.l) 

são dados por 

*(r,e) = <í>(r) + en(r) (A.2) 

onde en(r) representa a variação de <J>(r) e n(r) é tal que n=0 

para r 6 30 e n>0 para r G 0. 0 valor de que extremiza I 

também é a solução de um problema de valor no contorno. Assim 

para I dado pela expressão 

{-D[V<})]2 - Ea cf)2 + 2Scf)> díí , (A.3) 

O 

prova-se que a função que extremiza I é a solução da equação 

D V2cf) - Za* + S = 0 . (A.4) 
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Para i s s o s u b s t i t u i n d o ( A . 2 ) em ( A . 3 ) ob t em-se 

{ -D [ v ( ( j ) +en ) ] 2 -Ea(cf)+eri) 2 + 2S(<f>+en)} dü ( A . 5 ) 

íí 

31 
A p l i c a n d o o p r i n c i p i o v a r i a c i o n a l , i s t o ê , f a z e n d o —- 1 = 0 , 

o £ 1 
a equação ( A . 5 ) t o r n a - s e =0 

{ - D [ v ( 4 ) + e n ) n J - Za(«j>+en)n + Sn } dft = 0 

£=0 

OU 

{-D v[<J>n]- Sa(|>n + Sr\}áÇl = O 

í-D[(V(j)) ( V n ) ] - Ea<j>n + S n > dft = 0 

( A . 6 ) 

( A . 7 ) 

I n t e g r a n d o por p a r t e s o p r i m e i r o termo da e q u a ç ã o 

( A . 7 ) ob t ém-se 

D nd(3fi) + 
dn 

nDv QdSl + {-2a<i>n + Sn>díí = 0 (A.8) 

3fi í í 

a i n t e g r a l no c o n t o r n o (3fi) se a n u l a p o i s n=0 em 3fi, e mais,<J> 

é e s p e c i f i c a d a em 3fi. P o r t a n t o 

n(DVd<í> - £a<j> + S> dfi = 0 ( A . 9 ) 

e , desde que n>0 , para Vr 6 ü, e n t ã o 

DV <J> - Eacj) + S = 0 
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APÊNDICE B 

B.l. ALGORITMO PARA A SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE DIFUSÃO MULTIGRUPO 

As equações na forma matricial resultantes da apli­

cação do MEF, com a técnica dos resíduos ponderados, para ca­

da grupo de energia, conforme apresentado na seção 4.3, são 

da forma 

+ W i = Ih s~ • 

f 2*2
 + ^ 2 = 1 X 2 5 + luzti • 

í 3*3
 + h*3 = l X 3 5 + 1^3*1 + 52-3*2 ' 

i 9 -1 

h = l 

onde g = 1,2,3...G indica grupo de energia, 

F = matriz correspondente ao termo de fuga, 

R = matriz correspondente ao termo de remoção, 

E = matriz correspondente ao termo de espalhamento, 

K = fator de multiplicação efetivo, 

Xg= espectro dos nêutrons de fissão, 

S = matriz correspondente ao termo fonte de fissão, 

(j) = vetor fluxo de nêutrons. 
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A m a t r i z c o r r e s p o n d e n t e ao termo f o n t e de f i s s ã o é" 

o b t i d a p e l a e x p r e s s ã o , 

s - C li <eh . ( B . 1 . 2 ) 

h=i ~ n ~ n 

onde £ é a m a t r i z c u j o s e lemen tos r e p r e s e n t a m o produto de 
~h f 

por d e f i n i d o s a n t e r i o r m e n t e ( C a p . I V ) . 

No c o n j u n t o das equações ( B . l . l ) o l ado d i r e i t o da 

i g u a l d a d e de cada e q u a ç ã o , em p r i n c i p i o , não e s t á d e f i n i d a , u 

ma vez que a m a t r i z S não é" c o n h e c i d a p o i s seu v a l o r depende 

dos pa râmet ros i n c ó g n i t a s que formam o v e t o r <\>. A s s i m , faz-se 

uma e s t i m a t i v a de S , S ^ S ^ 0 ^ e K - K ^ ^ . P a r a o cálculo de S ^ 0 ^ 

p e l a e x p r e s s ã o ( B . 1 . 2 ) a s s u m e - s e uma p r i m e i r a a p r o x i m a r ã o p a ­

r a í ^ - ^ u 0 ^ » ob tendo -se a s s i m , de i m e d i a t o , o termo ^ . Com 
n ~ n (0 ) 

o v a l o r de S v ' pode-se r e s o l v e r a equação de d i f u s ã o d i s c r e -

t i z a d a pa ra o p r i m e i r o g rupo , na forma 

M Í ^ M Í ^ ^ - X , ^ * , ( . . , . 3 , 

ob tendo -se como s o l ução o v a i o r <|>j^. Com e s s e v a l o r c a l c u l a ­

do, pode-se e s t i m a r uma nova f o n t e de f i s s ã o S ^ , notando 

que p a r a o termo c o r r e s p o n d e n t e ao f l u x o do grupo 1 e s t e v a ­

l o r é a t u a l i z a d o com o c a l c u l a d o p e l a equação ( B . 1 . 3 ) . E s t e 

p r o c e s s o se r e p e t e a medida que se c a l c u l a m os v a l o r e s <J> pa ra 

cada grupo de e n e r g i a , de t a l modo que S ao f i n a l da p r i m e i r a 

i t e r a ç ã o é o r e s u l t a d o que e n v o j v e os f l u x o s t o t a i s c a l c u l a ­

dos na p r i m e i r a i t e r a ç ã o . 

0 auto v a l o r K e c o n s i d e r a d o c o n s t a n t e p a r a cada i te 

r a ç ã o , sendo e s s a g randeza r e c a l c u l a d a apenas no f i n a l de c a ­

da p r o c e s s o i t e r a t i v o p e l a e x p r e s s ã o . 

Os superscr i tos indicam o número da i teração. 
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• s ( n + l ) 
dñ 

,n+l 

TnT J 
s< n>dn 

(B.1.4) 

0 procedimento iterativo e finalizado quando os se­

guintes critérios de convergência são s a t i s f e i t o s : 

(n) _ K ( n - 1 ) 

< e. (B.l.5a) 

( n ) (n-1) 
max 

(n) 
(B.l .5b) 

onde e s ã o quantidades especificadas 

Esse esquema de solução sucessiva das equações na dj_ 

reção decrescente das energias é empregada pela hipótese de 

que não há espalhamento de nêutrons de um determinado grupo de 

energia para grupos de energia mais e l e v a d o s . 

B.2. ESTIMATIVA DA INTEGRAL DE S 

Nesse t r a b a l h o , o cálculo de SáQ presente na ex-

pressão que calcula o valor de K, foi aproximada numericamen­

te pela expressão 

4h' 
Si 

r n 
f(x,y)dxdy = l w¡ f(x,,y¡) + R , (B.2.1) 

i =1 

onde 
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( 0 , 0 ) 4 / 9 

( ± h , ± h ) 1/36 R = 0 ( h 4 ) 

( ± h , 0 ) 1/9 

( 0 , ± h ) 1/9 

e os pontos ( X j ,y- ) mos t rados na f i g u r a B . 2 . 1 

(-h,h) (0,h) (h,h) 

(0,0) 

(-h,-h) (0,-h) (h,-h) 

F i g . B . 2 . 1 - I l u s t r a ç ã o dos pontos para i n t e g r a ç ã o dup la nume' 

r i c a , 

A de te rm inação de S c o r r e s p o n d e n t e aos pon tos mé­

d i o s dos l a d o s do q u a d r i l á t e r o (que r e p r e s e n t a um e l e m e n t o ) , 

f o i f e i t a pe la fo rmu la de T a y l o r , ou s e j a 

S 1 + l / 2 = S . + S l ( 2 h / 2 ) + S i ( 2 h ^ 2 , ( B . 2 . 2 ) 

onde 

S . . - S . 
_ i +1 i - 1 

4h 
( B . 2 . 3 ) 
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S'.' 
> . T - 2 S . + S . . 

( 2 h ) 2 

B . 3 FLUXOGRAMA DO PROGRAMA 

As s o l u ç õ e s numér i cas dos prob lemas foram obtidas o b ­

t i d a s por meio de um programa de computador em 1 inguagem FORTRAN 

I V , p r o c e s s a d o pe lo s i s t e m a IBM 3 7 0 / 1 5 5 do I P E N . 

0 programa c o n s t a de um programa p r i n c i p a l 

s u b r o t i n a s a u x i l i a r e s conforme f i g u r a B . 3 . 1 
s e i s 

SUBROTINA 
1 

IMP 

SUBROTINA 
2 

MATRI1 

SUBROTINA 
3 

MATRI2 

PROGRAMA 

P R I N C I P A L 

SUBROTINA 
4 

SOMAF 

SUBROTINA 
5 

SPAM 

SUBROTINA 
6 

SPAMA1 

F i g . B . 3 . 1 - E s t r u t u r a do programa 

A S u b r o t i n a 1 ( I M P ) c o n s i s t e apenas de um programa 

para i m p r e s s ã o dos r e s u l t a d o s . Os e lementos da m a t r i z de f u -

ga+remoção são c a l c u l a d o s pe la s u b r o t i n a 2 ( M A T R I 1 ) , e os ele_ 

mentos da m a t r i z c o r r e s p o n d e n t e ao termo de fon te são ca lcu la^ 

dos pe la s u b r o t i n a 3 ( M A T R I 2 ) . E s t a mesma c a l c u l a ainda o ter_ 

mo de e s p a l h a m e n t o . A s u b r o t i n a 4 ( S O M A F ) , c a l c u l a n u m e r i c a ­

mente a i n t e g r a l de s u p e r f í c i e . As p o s i ç õ e s dos elementos não 

n u l o s da m a t r i z de remoção+fuga n e c e s s á r i a s no a l g o r i t m o 
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que soluciona o s i s t e m a de equação - subrotina 6 (SPAMA1 )/49/-

são fornecidas pela subrotina 5 ( S P A M ) . 

Salienta-se que o programa em simples precisão não 

é o t i m i z a d o , não usando nenhum processo de aceleração da con­

vergência . 

Na Figura B.3.2 e a p r e s e n t a d a o fluxograma do pro­

g r a m a , de maneira s i m p l i f i c a d a . A s e g u i r , para e x e m p l i f i c a ­

ç ã o , é mostrada a saída do programa de um problema a m o s t r a , e 

ainda os cartões para a entrada de d a d o s , tais como número de 

pontos da m a l h a , número de grupos de e n e r g i a , p r e c i s ã o , dados 

n u c l e a r e s , e t c . . 
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inicio ^ 

leiturQ 
' de dados 

I 
mont.do matriz de 
remoção + t u g a 

- M A T R I 1 -

ca'lculo do 
novo t e r m o 
de f o n t e 

c'alculo do 

te rm o de 
espalhamento 

mont. da motriz 
de espalhamento 
e nu X sigma* 

- M A T R | 2 -

mont. dos indices 
dos e lement , não 
nulo das matr izes 

- SP A M i -

mont. dos índices 
do3 elementos nõo 
nulo dos matrizes 

- S P A M -

ca lcu lo xjo termo 
de fonte com 

tf1 

I 
calculo da i n t e ­
g r a l de fonte pa­
ra o f luxo inicial 

- S O M A F -

c a l c u l o do f l u ­
xo do g r u p o 

1 
- S P A M A l -

IG - 2 IG 

$ 
IG= 1 G+l IGG 

calculo do 
f luxo paro o 
grupo IG 

- S P A M A 1 -

I 
sub. o f l u x o on -
tigo deste grupo 

Pelo c a l c u l a d o 

c a l c u l o do 
i n t e g r a l de 
fonte . K e f 
dist. 

i *¿ef e 

Potenc io 

impr ima 
a s a l d a 

Fig. 8 . 3 . 2 - F l u x o g r o m a do p r o g r a m o 
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INSTRUÇÕES PARA ENTRADA NO PROGRAMA 

CARTÃO NOME COLUNA FORMATO DESCRIÇÃO 

1 TI TU 1-72 18A4 t í t u l o do problema 

2 I I 1-3 13 n° de elementos na direção x 

J J 4-6 13 n9 de elementos na direção y 

IGG 7-9 13 nQ de grupos de energia 

ITMAX 12-14 13 nQ máximo de i terações 

EPI 17-23 E7.1 precisão de K 

XK0 26-28 F3.1 1? estimativa de K 

NC1 30-32 12 n9 de zonas 

EP2 34-40 E7.1 precisão de S 

3 ELX 1-10 F10.0 comprimento do núcleo na direção x 

ELY 11-20 F10.0 comprimento do núcleo na direção y 

XNI 21-30 F10.0 valor de v 
g 

4 QUI(IG) 1-80 F10.0 valor de x por grupo de energia 

5 INZ(I) 1-80 4012 tipo de zona de cada elemento (da 

esquerda p/ d i r e i t a , de baixo pa­

ra cima) 

' 6 HX(I) 1-80 8F10.0 largura de cada elemento no senti 

do do eixo x 

7 HY(J) 1-80 8F10.0 largura de cada elemento no senti_ 

do do eixo y 

8 A(INC,I) 1-80 8F10..0 * 

9 FLU0(INC,I) 1-80 8F10.0 * 

* As entradas das constantes nucleares de cada grupo e zona e f e i t a do se­
guinte modo. 
- Seção de choque de remoção, f i s são (vEf) e D, em um cartão para cada 

zona para o primeiro grupo. 
Para os grupos de 2 a IGG s s 

1. Seção de choque de espalhamento (S-j , - . « S g_i > g ) • 
2. Seção de choque de remoção, f i s são (vE_) e D,'num mesmo car tão. 

Os Ttens 1 e 2 são repetidos para toda? as zonas de cada grupo, ate o 
último grupo IGG. 
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Listagem do programa 

C ESTE PROGRAMA CALCULA O FLUXO DE NEUTRONS E O FATOR 
C 06 MULTIPLICAÇÃO, PELA EQUAÇÃO D E DIFUSÃO 
C SOLUCIONADA PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
C EM DUAS DIMENSÕES tX-Y) 
C. 
C 

CCMM0N/0EL/HX120),HY120> 
CCMMON/REG1/A(400,300),0(20,20),SIGR(20,20) 
CCMMON/REG2/IC(400,300) , INZ1400) 
CGMM0N/REG3/II,JJ,IGG,1C1,IC2,iC3,IC4,IC5,IC6,IC7,NLOG 
CCKM0N/REG6/S0(20,20) 
CCMM0N/REG7/S2K400),FLU(400) 
DIMENSION FLUOl400,5),QUI(5),Sl(400),0F(400),S1U400), 

* S1GSP(20,20),XNIS(20,20),SAl(400),POT(20,20),RI 20,20), 
* AXNISI 20,20,5),1 CA(400,20),IN2AI400),FLU00(400,10), 
* TITU(20),XNI(5) 

C 
C LEITURA E IMPRESSÃO DOS DADOS 
C 

REAOÍ5,100 ) ( T I T u m ,1=1,18) 
100 FCRMAT(1SA4) 

WRITE16,101) (TITUH>,I=1,13) 
101 FORMAT(IX,18A4) 

EPS=i.0E-05 
15=2 
NZM=1 
fi£A0(5,10) I I , JJ, IGG, ITMAX, EPI, XKO, NC1,EP2 

10 FCRMAT(313,2X,13,2X,E7.1,2X,F3.1,lX,I2,IX,E7.11 
WR1TE16,11>f\Cl 

11 FORMATí/IX,«NUM. DE ZONAS =',I2) 
N*lI*JJ 
READ(5,20)£LX,ELY,(XNIíIG>,IG=1,IGG) 

20 FORMAT(8F10.0) 
IF=N 
REA0(5,40)(CUI(IG),IG=i,IGG) 

40 FCRMATÍ8H0.0) 
READ(5,1J(INZ(I),1=1,N) 

1 F0RMATÍ40I2) 
WRITE(6,13) 

13 FCRMATUX,«CONFIGURAÇÃO DO REATOR») 
1N=N 
DC 18 J=1,JJ 
I M = 1 N - H * 1 
WR1TE(6,Í2)(INZ<1),1=IN1,IN) 
IN=IN1-1 

18 CCNTINUE 
12 FCRMAT(3X,4012) 

REA0(5,4;iHX(I),I=l,II) 
RSAC(5,4) (HY(J),J=UJJ J 
W»ITE(6,21) 

21 FCRMAT(/IX,'LARGURA DAS MALHAS NA DIREÇÃO:') 
WR1TE(6,5)(HX(I),1=1,IIí 
V>RITE(6,.17> ÍHY(J) ,J=l,JJ) 
WRITE(6,14) 

14 FORMAT(/IX,'VALORES DOS DADOS NUCLEARES D E ENTRADA•) 
5 f C R M A T ( / l X , « X : ' , 2 0 ( 1 X . F 4 . 1 ) ) 
17 FCRMAT(/IX,•Y:',20lIX,F4.1)) 

00 t I G = 1 , I G G 
IG1=IG-1 
OC 7 INC=1,NC1 
1F(1G.EQ.1) GO TO 30 
REAO(5,4)(A(INC,I), 1 = 1, 1 G 1 ) 
hRlTE(6,15> l A U N C , I ) , I = l,IGi) 

30 REAC(5,4)(FLUOlINC,l>,1=1,3) 
WRJ TEI6,15)IFLUOÍINC,I),1=1,3) 

7 CCNTINUE 
15 fCRMAT(lX,8(3X,E12.6>J 
4 FORMAT!8F10.C) 
C 
C CCMPOSICAO DAS MATRIZES PARA T O D O S OS G R U P O S 
C 

ÍF(IG.EQ.I) GO TQ 41 
00 e I K = I , I G I 
11=0 
DC Ç J = l,JJ 

c 
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0 0 9 1 = 1 , I I 
1 1 = 1 1 + 1 
N C = I N Z l 1 1 ) 
S I G S P U , J ) - A ( N C , H O / 3 6 . 

9 C O N T I N U E 
N L C G = 1 0 
C A L L M A T H 1 2 ( S I G S P ) 

8 C C M I N U E 
4 l I1 = C 

00 16 J = 1 , J J 
O G 16 1 = 1 , 1 1 
1 1 = 1 1 * 1 
N C = I N Z ( I I ) 
S 1 G R Í 1 , J ) = F L U 0 I N C , 1 ) / 3 6 . 
A X N I S ( I , J , I G ) = F L U 0 Ï N C , 2 > 
X N l S d , J ) = F L U 0 I N C , 2 i / 3 ò . 
Ü ( I t J ) = F L U 0 t N C , 3 ) / 3 

1 6 C C M I N U E 
C A L L M A TRI 1 
N L 0 G = 9 
C A L L M A T R I 2 ( X N 1 S ) 

6 C C M I N U E 
E N D F I L E 8 
E N D F I L E S 
E N D F I L E 10 
R E M I N D 8 
R E W I N D 9 
REV* I N O 10 
0 0 7 0 0 J = 1 , J J 

7 0 0 S 0 ( I i * l t J J = 0 . 
O C 701 1 = 1 , I I 

7 0 1 S 0 l l , I I H ) = O . 
S O t I I + l f J J + 1 ) = 0 . 

C 
O C 7 1 0 I G = 1 , I G G 
D O 7 1 0 1 = 1 , N 
FL'JCOl I » I V ) = 1 . 
F L U O I I , I G ) = 1 . 

7 1 0 C O N T I N U E 
D O ' 8 0 1 = 1 , N 

8 0 S l l ( l ) = 0 . 
C A L L S P A M 
D O 8 1 1 = 1 , N 
I N 2 A C I ) = I N Z ( I ) 
D O 8 1 J = l , 9 
1 C A < I , J 1 = I C < I,J) 

8 1 C O N T I N U E 
C 
C C A L C U L O D C T E R M U D E F O N T E P A R A 0 F L U X O I N I C I A L 
C 

D G 61 1 G = 1 , IGG 
O C 4 9 0 1 = 1 , N 
D G 4 9 0 J= i,9 

4 9 0 A l I , J ) = 0 . 
R E A D 19) ( ( A ( I , J ) , J = ) , 9 ) ,1 = 1 ,N) 
DO 6 2 1 = 1 , N 
Slil)=0. 
K 2 = I N Z A ( I ) 
D O 6 2 K 1 = 1 , K 2 
K = l C A t I , K 1 ) 

6 2 SI ( I J = S U ! ) + A( 1,K 1 ) * F L U 0 0 ( K , IG ) 
D C 6 3 I - 1 , N 

6 3 S i l l I ) = S 1 1 1 l l t S l i 1 ) 
61 C C M I N U E 

R E U N D 9 
Ü G 6 4 I-=l , il 
D C 64 J = 1 , J J 

6 4 S C i I , J ) = 0 . 
IK = 0 
D O 5 0 0 1 = 1 , 1 1 
D C 501 J = 1 , J J 
1 1 = I K * J J + J 
SOI I,J) = S 1 1 I I I ) 

5 0 1 C O N T I N U E 
I K = I K + 1 

5 0 0 C G N T 1 N U E 
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c 
C CALCULO DA INTEGRAL DE S PARA C FLUXO INICIAL 
C 

CALL SOMAFÍSSOJ 
C 
C CALCULO DO SISTEMA PARA O PRIMEIRO GRUPO 
C 

IT=0 
95 OC 92 IG=I,IGG 

00 92 I = 1,N 
92 F L U O O U , I G ) = FLUOII,IG) 

IG=1 
00 91 1=1,N 

S21< I J = IQUI <l)/XKO)*Slll I» 
91 CONTINUE 

00 491 1=1,N 
DC 491 J=l,9 

491 A I I , J ) = 0 . 
READ18 ) <IA(I,JJ,J=1,9J,I=1,N) 
CALL SPAM 

C 
C 
C SUBROTINA PARA A SOLUÇÃO OC SISTEMA 00 GRUPO RAP100 

CALL SPAMA1(N.EPS,IS,NZM,IF) 
C 
C 

OC 97 1=1,N 
FLUCl 1,1) --FLUI I) 

97 CCNTINUfc 
C 
C SOLUÇÃO DOS SISTEMAS DO GRUPO 2 ATE G 
C 
C C ALCULO DA NOVA INTEGRAL DA FONTE 
C - -
C 
C 

DO 110 1G=2,IGG 
C 

• C CALCULO 00 TERMO OE FONTE 
v C * 

IG 1=1 G-l 
DC 98 1=1,N 

98 S 1 1 U ) = 0 . 
DO 71 IG3=1,IGG 
DC 800 1=1,N 
OG 60C J = l ,9 

800 A(i,J)=0. 
READÍ9) ((Al I,J),J=l,9),1 = 1,N) 
DO 72 1=1,N 
S1XI)=0. 
K 2 = I N M < I ) 
DC 72 K1=1,K2 
K=ICA( I,K1) 

72 S H I ) = S1( 1 )+Al I ,K1 ) * F L U 0 U , I G 3 ) 
DC 75 1=1,N 

75 SllíI)=$11íIJ+S1(I) 
71 CONTINUE 

REWJND 9 
DO 74 1=1,N 
S21I1)= IQUIt IG)/XKC)*S 111 I1 

74 CCNT1NUE 
C 
c 
C CALCULO DC TERMO DE ESPALHAMENTO 
C 

DC 99 1 = 1,N 
99 S A H U = 0. 

DO.122 IG4=1»IG1 
DC 810 1=1,N 
DO 810 J=l,9 

310 A U , J ) = 0 . 
REAO t10) < < A U , J ) , J = 1,9),I=1,N) 
DO 123 1=1,N 
SI II)=0. 
K 2 = I H i k ( 1 ) 
DO 123 Ki=l,K2 
K = ICA( I ,K1) 
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123 S l ( l l = S i m « - A ( I , K l ) * F L U 0 ( K , I G 4 ) 
DC 125 1 = 1 , N 

S A U I ) = S A 1 ( I H - S K I ) 
125 CCNTINUE 
122 CCNTINUE 

00 124 1 = 1 , N 

s 2 i m = s 2 i m + s A i m 
124 CONTINUE 

DC 502 1 = 1 , N 
DC 502 J = l , 9 

502 A U , J ) = 0 . 
R E A C Í 8 ) ( U ( I , J ) , J = 1 , 9 ) , I = 1 , N Í 
CALL SPAM 

C 
C SC8R0riNA PARA A RESOLUÇÃO 00 SISTEMA CE EQUAÇÕES 
C 

CALL S P A M A K N . E P S , I S , N Z M , I F ) 
C 
C CALCULO 0 0 TERMO DE FONTE 
C 

OC 111 1 = 1 , N 
111 F L U 0 < I , I G Í = F L U ( I J 
110 CCNTINUE 

R E M N D 8 
REwINO 10 
DC 113 1 - 1 , N 
S 1 K Í 1 = 0 . 

113 CCNTINUE 
00 131 I G = 1 , I G G 
DC 503 1 = 1 , N 
DC 503 J = l , 9 

503 A ( I , J J = 0 . 
RE AC ( 9 ) ( U ( I , J I , J = 1 , 9 ) , I = 1 . N ) 
DO 132 1 = 1 , N ' 
S 1 U ) = 0 . 
K 2 = I N 2 A l l ) 
DO 132 K 1 = 1 , K 2 
K = I C A ( I , K 1 ) 
S l U ) = S i m * A ! I , K 1 ) * F L U 0 Í K , I G > 

132 CCNTINUE 
DC 135 1 = 1 , N 
s m n = s i m j + s i m 

135 CCNTINUE 
131 CCNTINUE 

REWIND 9 
DC 65 1 = 1 , 1 1 
DO 65 J = 1 , J J 

65 S O U , J ) = 0 . 
1 K = C 
DO 133 1 = 1 , 1 1 
DC 134 J = 1 , J J 
P O T ( I » J ) = C . 
1 1= I K * J J + J 
S C U , J > = S 1 1 ( 111 

134 CCNTINUE 
I K = I K + 1 

133 CCNTINUE 
C 
C CALCULO DA INTEGRAL OE S 
C 

CALL SOMAF-(SS) 
C 
C CALCULO DO FATOR DE M U L T I P L I C A Ç Ã O 
C 

X K = X K O * S S / S S O 
I F ( { A b S < X K - X K O ) ) . L T . E P I » GO TO 2C1 
1F l I T . G E . I ^ A X ) GO TO 615 
X K 1 = 1 . / X K 
XKO=XK 
SSC=SS 

n = iT + i 
GC TO 95 

201 DC 210 I G = 1 , I G G 
00 220 1 = 1 , N 

220 D F ( I ) = A B S ( F L u O ( I , 1 G G 1 - F L U 0 0 ( 1 , 1 G G I ) 
DFMA X=DF( 1 ) 
DC 230 1 = 1 , N 

230 I F I C F Í l ) . G 7 . O F M A X ) D F M A X = D F ( I ) 
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210 CCNTINUE 
IFÍCFMAX .GT- EP2) GO TO 96 

96 I F U T -LT. ITMAX) GQ TO 9í> 
615 XK1-1./XK 

WRITE(6,6C9)XK,XK1,EP1,EP2,1T 
DC 602 1=1,11 
OG 602 J-ltJJ 

602 XNIS(1»J)=0-
"• PT 1=0. 

DC 600 IG=1,IGG 
IK=0 
DO 770 1=1 t1I 
00 771 J=1,JJ 
11= IK*JJ*J 
PCTII.JJ =FIU0Í IZ ,IG> 

771 CCNTINUE 
IK=1K*1 

770 CCNTINUE 
DC 780 1=2,11 
DC 780 J=2,JJ 
1FIP0TII,Jl.GE.OIGO TO 780 
P*HXU-l)/<HX(I-l)+HX(I 1 J 
Q^HYU-l)/tHY(J-l)+HY(J) ) 
PCTÍIH-1, J)=0. 
PCIII f JJf 1)=0. 
POTJ 1I«-1, JJ+1)=0. 

PCT II,J> = (l.-PJMl.~Q)*PQTlI-l,J-l)• 
*P*Í l.-C)*POT(I+l,J-l)+Q*(i.-Q)*POTU-l,J*l)» 
#P»Q*POT< 1 + 1» J-t-1) 

780 CCNTINUE 
00 603 I-l.II 
DD 603 J=1,JJ 
Aí l , JJ-AXMSl I ,J,IG)/XNI(IG) 
PT1=PT1+AlI,J)*PQTtI,J)*HX(l)*HYÍJ) 
X M S U , J ) = XN1SII,J)+A( I,J)*PQTl I,J» 

603 CCNTINUE 
WRITE(6,23l)lG 
CALL IMP (IltJJfPOTJ 

600 CCNTINUE 
PT=PTl/IELX*ELY) 
DO £11 1=1,H 
OG 611 J=1,JJ 
R U , JJ=XNI5t 1,J)/PT 

611 CCNTINUE 
WPITE(6,606) 
CALL IMPl II,JJ,XNIS) 

231 FGRMATl//IX,«FLUXO 00 GRUPO ',12) 
60t FCRMAT(//lX,'DISTRItíUICAO DA PCTENCIA* ) 
609 FORMAI Í//5X, «FATUfí DE MULTIPLICAÇÃO ÍKfcF) = * , Ê12-6 ,//5X , 

*»l/KfcF = •, E12.6,//5X, 'PRECISÃO DO FATOR DE MULT. •= 
*£12.5,//5X,'PRECISÃO DO FLUXO = ' »E12.5>,//5X, 
•«NUMERO DE ITERAÇÕES = ',13) 
STOP 
END 
SLUROUTINE IMP(II,JJ,PH 
DIMENSICN PI (20,20) 
M^JJ/10 
N2=M*10+1 
NRE=JJ-N1*10 
1FIM.EQ.0) GO TO 2001 
DC 2002 K = 1,M 
J 1=IK- 1 » *10+1 
J2=K*10 
V.RIIEI6, 2003)1 J,J=J1,J2) 
DC 2002 1=1,11 
fcRITE16,2005)I,iPl(I,J),J=Jl,J2) 

2002 CCNTINUE 
2001 IF(NkE.tQ.O) GC TO 2006 

hRITEI6»2C03) ÍJ, J=/\!2 ,11) 
DC 2006 1 = 1, II 
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f , P l î t ( c , 2 C C 5 ) l , ( F l ( l , w ) , J = N ^ » J - J i 

z C C t C L M 1 M . Í : 

2 C C 3 F O f £ T ( / 2 X , 1 C < S X , 1 j ) ) 
2 C C 5 F C R P A l l l > , 1 2 » 2 x , l C U x , f c U . H l 1 

F. ETL-PN 

S L b R C L T l N E P A T R I l 

C S o E R C T I N A F E R A A C C M F G S I C A Q C i P A 1 R 1£ 

C 

C C I » M C N / C E L / h X 1 2 C ) , F Y { 2CJ 

C C ^ C ^ P c G l / A < 4 C C , 3 0 C ) , C Í 2 C , 2 0 » , S l G R ( 2 C , 2 C ) 

C C P f C N / K È G 3 / I I , J J , l G G , l C l , K 2 , I C : ; , l l . < ( , l C 5 , i C 6 . 1 C 7 , M C G 

C 

1 C 1 = 1 I * J J 

I C 2 = 1 1 * 1 
I C 2 = i 1 * 2 

I C 4 M 1 - 1 

I C 5 = 2 » I 1 

I C t = J J - 2 

1C7 = 1 1 - 2 

CC 1C 1 = 1 , I C I 

CC K . M i S 
10 A ( 1 , J ) = 0 . 

C F P I f E l F A L I M - Í LC F R l f E l F C t L C C C 

F = FY < 1 l / F X l 1J + FX U ) / F > ( 1 ) 

Y = FX ( 1 ) * | - Y U ) 

A ( i t 1 ) = < . . * £ U , l ) * h + l é . * S l G i m , l ) * Y 

A = « £ . * C ( l , l ) * ( F Y { l ) / h X ( l J - 2 . * l - X < l J / t - . Y ( l J ] + c . * : > I ; > r > < l , i . ) * Y 

A l 1 , 2 ) = - 2 . * C ( 1 , 1 ) * Í 2 . » F Y ( 1 l / F X ( 1 ) - h X U ) / t - Y ( 1 ) H 6 . « J Í Ü K I 1 , U » Y 

A i l , Ai = - < : . * C ( 1 , i ) * M 4 . * S 1 G R ( 1 , 1 J * Y 

C L I N F / S l N T E r í f " t C l A F í 1 AS CG P R l f E I R C t l L C C C 

DC 2C I » Î I 1 C 1 

A l I , l ) = - C l i , I - l ) * l - F Y t l - l J / h X l l ) * 2 . * h X l l J / H Y ( l - l ) ) * ' i . » 

* S 1 G P l 1 , 1 - 1 ) * F X l n * F Y l 1 -1 ) 

A ( l , < < ) - 2 . * C U i I - l ) * < h Y ( I - l . ) / l - X U J * H X i l ) / h Y U - i ) ) * 2 . * 

* c i l , i ) * ( H Y ( n / t - x < 1 t -«ex < i t/i- Y < i j i + 

* Í . * < S I G R ( 1 , 1 - l ) * H > U ) * H Y ( I - l l + S I C R t l , l ) * • " * U ) * h Y l i ) ) 
A ( I , 2 ) = C ( 1 , 1 J* ( H Y l I ) / F X 11 ) - 2 „ * f c X ( 1 ) / F Y { l 1 ) + 4 . * S I G R ( 1 , 1 ) * 

< H X ( 1 I * H Y ( I ) 

A ( 1 , <. ) = C l 1 , 1 - 1 ) » ( - h Y ( 1 - 1 ) / H X l l ) - h X l 1 ) / h Y l l - l ) ) * 2 . * i IGfi 11 , 1 -1 ) 

• * * F X l l ) * F Y ( I - l ) 

A l I , 5 ) = C ; ( l , I - l ) * l h X ( l ) / H Y ( l - l ) - 2 . * » - Y ( I - l ) / h X i l ) ) * C l i , i ) * 

M - 2 . * H Y U ) / h X l i M F X ( l ) / h Y m ) * < i . » l S I G R l l , l - l J * H A ( l ) » h Y U - l » « -

* S I G K ( 1 , 1 ) * F X U ) * F Y 1 I ) ) 
A ( I , t ) - C l 1 . I M Í - F Y ( I ) / F X Í D - h X ( 1 ) / h Y ( I ) ) • 2 . * S I G K ( 1 , I l * h X ( 1 ) * 

* F Y l I ) 

2C C C M I M . E 

C L L T l f A L I N F A CC P R I W E I P C c L C C C 

A ( 1 , 1 ) = C í 1 i 1 - 1 ) * 1 F Y 1 Í - 1 ) / F X Í 1 ) - 2 . * F X i l J / F Y Í 1 -1J < + 

* 4 . * S I G R ( 1 , 1 - 1 ) *h X l 1 M F Y ( 1 - 1 ) 

A U , 2 ) = 2 . * C ( l , I - l ) * ( F Y l l - l ) / h X 1 1 ) t h X U Í / í - Y Í 1 - 1 J ) « - 2 . » C U , 1 1* 

* ( F Y ( U / h > ( 1 ) +HX l 1 ) / h Y l I ) ) *à.* I S I G R Í 1 , 1 - 1 ) * h . X I I ) * h Y ( ! - ! ) • 

* S I G P l 1 , I ) * F X ( 1 ) *h Y i 1 ) ) 

A ( 1 , 2 1 = C t l , I - l ) * l - F , Y U - l ) / F X ( U - F X l U / F Y l l - l i ) + 2 . * s l G K l l , i - l ) 

* * F X ( l ) * t - Y l l - l ) 

A l I , < i ) = C l l , l - l M l - 2 . * F Y < I - l . ) / H X l l ) t h X < l ) / F Y l I - l ) ) * C U , l ) * 

» l - 2 . * F Y l I ) / h X ( l ) + h X ( 1 ) / H Y ( I ) ) + 4 . * i S 1 0 R U , l - l ) * h X ( l ) * F Y ( 1 - 1 ) * 

* S I G F l 1 , I ) * F X l 1 ) * F Y ( I ) ) 

C A ' C M A G E f C C S ELCCCS I N Í Ê R f - E C 1 A R 1 C S 

CC AC J = l i I C é 

l C o = J * U * l 

J 1= J -t 1 

C P R I M E I R A L 1 NhA CCS b L O C O S I N T ERP E C I A R I C S 

h 1 = F Y l 1 ) / F X l J ) 

h i = F Y ( l ) / H X ( J l ) 

X l = F X U ) / h Y ( l ) 

> 2 = F X U 1 ) / H Y ( 1 J 

t l = F X U ) ' F ï U I 

G 2 = F > I J l ) * F Y ( 1 ) 

A l I C c . l ) = D U , l ) * l ^ . * F l + X l ) + < . . * S I G M . ; i l ) * G l 

i ( l C c i 2 ) = b ( J , l ) * l - F l - X l ) + 2 . + S I C K ( J , l ) » G l 



A ( l C c . 3 ) = * . * l C ( J , l ) * l H * X l ) + C ( J l i l M Í H ^ * X i J l * 
* O . * I S 1 G * I J . 1 M G 1 * S I G R U 1 » I M G Í ) 

A U C c , H Í = D l J . l M l l - l - 2 . * X l > * L l J l > l M l H 2 - ^ . * x 2 ) + 
» 4 . * ( b U R ( J l t l M o 2 + S l G R < J , l M b l ) 

A ( I C d , 3 M i ; ( . . l , l M < - 2 . < l - 2 * X < : M < i . * S I G r i l J l . l M G 2 
A ( l C c . t ) = ü l J Í . U * ( - h < : - X ^ J * < : . * b l G P I o l » l . J * G < ; 

1 C 1 2 = i C "i • t 
I C Í 3 = 1 C S * I C i 
I 1=2 
CC 5C I - I C l 2 , r C i 3 
C t M A l S LINHAS C C S cLCCCS I M 6 P f" £ C 11 R 1C S 
t-l = 4 - Y < l l — l J / t ~ X { J Í 
h í - h V i n i / l - M j l ) 
h2=t -Yl U ) / h > U I 
|-<i=hY ( l l - l 1/hX U l ) 
l - i = h Y l U - l W r i M j ) 
Hc=HY ( I I J/HX <J1 
H 7 = h f í 1 1—1) / I - X I J I ) 
> 1 = 1-X (J ) / hV< I 1- 1) 
X2 = t-X ( J l >/HY ( I I ) 
> 2 = H X i J ) / h Y l l l ) 
X4--HA U 1 ) / H Y ( I l - l ) 
> 5=hX ( . , ) /HY l I l - l ) 
X t = H > ( J ) /hY l I 1) 
X7 = H X U l ) / H Y ( 1 1 - 1 ) 

( ; 2 = h A ( J ) * ( - Y ( I l ) 
G2=H> U 1 M I - Y 1 1 1 - 1 ) 
G 4 = H X U M h Y t í l - l ) 
G5=>X ( J MHY l 1 1 - l ) 
G t = H X ( J l M h Y l I 1 - 1 ) 
G7 = (-X 1 j ) *hY l I 1 ) 
A { i , i i = - t : i . , i i - i ) * c . s * < t - 5 + x 3 ) * s i C R ( j , n - i ) » G 5 
A U f í J - - i : i J T Í l - l ) * l - í - i + 1 . 5 * C . S » X Í : ) t L l j » l l ) » l - h ò - l . s * ü . 3 * A t » ) * 

* 2 . * I S I G S ( J , 1 1 - 1 M C 3 - » S 1 G R U , I 1 M G 7 ) 
A U , 2 ) - C ( J , U M C . Í * t - H á - X é ) + i I G f i l J . l l ) * G 7 
A ( I f < « ) = C U , I l - l M ( C . S « h S + l « i : - X : : ) * C l J l , U - l J*( C . 3 » h 7 - 1 . 5 - x 7 ) *• 

« í . t l S I G R l J U l - l M G b + i l G R U U I l - l M L ó ) 

A I I , 5 ) = C U , U - 1 M I h l + 3 . 0 i ) * ü l J l , í l ) * l r i 2 + 3 . * X < ! ) + C l J l , l i - i ) 
* * < M - 3 . - » X 4 )*Cl I 1 M Í H 3 - 3 . + X 3 ) • « . * < S I G R ( J f 1 1 - 1 ) * G 4 * 
* S I G R t J l , l l ) * G U S I G K l J l , l l - l ) * G 3 + S I G R < J , i n * G 2 1 

A l l , ü ) = C U i , I i ) * l . i » e 2 * 1 . 5 - X 2 ) + C U » I l ) * ( . S * h . 3 - 1 . 3 - X í ) * 2 . » I 
« S I G K U 1 , 1 1 ) * G 1 * S 1 G R U . 1 1 ) ^ 1 

A ( I , 7 )=C (J l t 1 1 - 1 M . S - M - h ^ - X A M S I G R I J l » l l - l ) * G 3 

í l I i c ^ C I J l i U I M - h Z ^ . i n . a ^ í l + C I J l i I l - l l M - H - l . í t . í n t l t 

* 2 . * ( S I G R ( J l t I l ) * G U i I G R l J l , I l - l ) * G i ) 
A ( l , 9 ) = C Í J l f 11 M . S * l - H 2 - X 2 ) •S1C-R U l , 1 1 MC-1 
1 1 = 1 1 + 1 

C C M I N L 6 
V C M A G t N CA I L U P A LINHA Cfc CADA ELCCC 

H1 = H Y ( U - 1 ) / H X ( J ) 
l - ; = t-Y ( I 1- 1 ) /hX ( J 1 ) 
t-3=HY ( 11 ) / H X U 1 ) 
H ^ = ) i Y i U ) / h X ( - ) 

> l = h X U > / h Y < I l - l ) 
X2 = HX U l ) / t - Y t U - l ) 

X 2 = h X ( 4 l ) / h Y ( I 1 ) 
X<,= hX l J l / H Y 1 1 1 ) 
G i = h X ( J l ) * h Y Í I l ) 
G i = HXl J M h . Y l I 1 - 1 ) 

G2 = HX ( J ) * l - Y ( 11 ) 
G4 = h X U l ) * l - Y < I i - l ) 

/ ( 1 I 1 ) = C ( J , U - 1 J * C . 5 » ( - H 1 - X 1 ) * S I G R ( J I 1 1 - 1 ) * G 2 
A ( I , 2 ) = C ( J , U - l M l - H U . 5 * C . 5 * X l U L l J , 11 ) * 1 - H H 

* 2 . * ( S I G R l J , I i - l ) * u 2 + S I G R ( o , l l ) * G 3 ) 

M I , 3 J = C ( J , I i - i M < U . b * h l * l . S - X l ) * C ( J l , l l - l M U . 5 * H « - 1 . 5 - X Í ) * 
« 2 . * < S I G R ( J , I l - l ) * G 2 + $ I G R U l , ü - l ) * G < , ) 

A U » H J = C < J , I l - l M < h l t 3 . * X l ) + C U l , I l M l h 3 * 3 . * * i ) * 0 ( j l . l i ) * 
* ( H 3 - 3 . + X 3 ) * C ( J , l l ) * l l - ' . - 3 . * X 4 ) + 4 . * l S l C P t J f l l - l ) * ü 2 * i l G t < ( J i , 
• i n * G l « S I G h l J l , I I - l ü f t ( J , l l ) * G 3 J 

A ( I , . : M G 1 - 1 , 1 1 - 1 M O . 5 * 1-H2-X2 J + S 1 G R U 1 , 1 1 - 1 MG 4 

A l 1 , t ) = C l j 1 , I 1- 1 ) * l - h 2 - 1 . 5 * . i * x 2 ) + C l J l , 1 1 ) * l - h i U . Í M . 5 * A J ) • 

» 2 . * ( ; > i G K < J l , U - l M G < M S I G R < J i , I i M G l ) 
C C M I N L Ê 



PCMAGEM CC L L I i f C cLCCC 
1 = 1 + 1 
1 C 1 4 = 1 C 1 - l C ï + l 
H i ; = I C H « i 
fCMAGfcf c¿ P M ^ E I W A L I N H A ce C L I I Í - C t t c c c 
h2=h * ( i J / k X ( J J ) 
H = t - Y ( 1 ) / H > l J J - 1 ) 

> l = h x l J J - l ) / M Y 1 1 ) 
X2=KX (JJ ) / H Y ( 1 J 
Gl=h> l J J - 1 ) * K V 11) 
G2 = h X ( j J ) * h Y ( 1 J 
A ( l f i ) - C í u J - l , U * l - ¿ . * H - » > l J - » < » - * i I C K l J j - l » l ) * C J 
« ( I , 2 ) = Z ( J J - l , l ) * l - n l - X i ) » ¿ . » S I G R Í j j - i , l . l * G l 
M l , 2 ) = C ( J J - l , l ) * 2 . * ( H l + X l ) + C U J , l ) * 2 . M K ¿ * X ¿ J * t i . M b Í i ; r l 

A ( I , < , ) = C U j - l , l ) * l h i - 2 . * X l ) + C l J J , l ) * l h 2 - 2 . *X¿ ) • < • . * ( i lGR { 
* J j - l i l ) * G l + S l G m J - t l J * G 2 ) 

CCt\ TAGE f" CAS L I ¡ \ M A S I M c B f t L 1 AS l A S CC ULT1KC BLCCC 
IC ic= I + I 
I C i 7 = I C l - l 
1 1=2 
LC cC I = I C 1 6 , IC17 
Hl = |->1 U - l ) / ¡ - M J * - l ) 
H 2 = I- Y t I I ) / H X ( j J - l ) 
h3=hY (1 1-1 ) / h X lo.. ) 
t-4=hY ( 11 ) /h> ( J J ) 
Xl = hX ( JJ-1 ) / ( -Y ( 1 1 - 1 ) 
> 2 = h X ( j j - l ) / h Y ( l 1 ) 
X2 = hX (JJ J/HY l 1 1-1 ) 
> < i = h > ( J J ) / h > (11) 
Gl = h X ( J J - 1 ) » h Y ( I 1-1) 
C2 = HX (JJ -1 )*t-Y ( I I ) 
G 2 - t - x ( o J ) * h Y ( 11 -1 ) 
G A = 1- A ( JJ)*t-Y I I 1 ) 
A ( l , l ) = C U J - l , U - l ) * C . 5 * < - h l - X l ) + S I G i : i J J - l , I l - l ) * G i 
A ( l , 2 ) = C l J - - l , l l - l ) * ( - t - l * 1 . 5 + C . = « X l ) + C ( J J - l , l l ) * l - h í - l . ¿ 

* C . 5 * X 2 ) * 2 . * l S I G R U J - l , l l - l ) * G l * S I G R U J - l , U ) *u¿í 
A l l , 2 ) = C ( j J - l , l l ) « C . t ¡ ' U - h 2 - X 2 ) + S l C R ( J j - l , U ) * G ¿ 
A ( l , < 0 = C ( JJ -1 ,11 . -1 ) * ( C . 5 » h H - 1 . 5 - X l í + C ( J J . i l - I ) * í 0 . 5 * t - J - 1 

*X2 )+ 2 . * (SIGR ( J J - 1 , 1 1 - 1 ) *GUS1GR (JJ , 1 1 - 1 > * G ¿1 
A l I , 5 ) = C l J J - l , I l - l ) * l H + 2 . + X l ) * C U J , l l ) * l l - < , * 3 . * X 4 J * 

* U t J j , I l - l ) M h ¿ - 2 . * X 3 ) * C ( J J - l , U ) * t l - ¿ - 3 . . + X¿ ) • • < , . M S l o R t j J -
* I 1-1 ) * G i * S I G M JJ , l l ) *C< i *S IGK ( J J , 1 1 - 1 ) * G 3 * S Í G h ( J J - l » I 1) 
* * G Í ) 

í ( I , f c J = C ( J J , I l ) * ( C . 5 * M * l . : j - X < i . » C U J - Í f I 1 ) * IC.5*H¿- I .a -A¿> 
* 2 . * ( S I G F ( j . . , I l ) * C 4 * S I G R ( J o - l , I l M G 2 ) 

11=11+1 
C C M U u E 
I L l i h A L H h í CC L L 1 I K BLCCC 
H = l - Y ( I l - l ) / h X ( J o - l ) 
t-2 = HYI 11 ) / h > to J - l ) 
H2=HY( 1 l - l ) / r i X ( u . ) 
I-4 = H Y ( I 1 J/t-X I J j ) 
> 1=HX ( J J - 1 ) / h W I 1-1 ) 
>2 = h> I J J - 1 ) / M ( I I ) 
X2 = H> ( J o ) / h Y ( 11-1 ) 
>A = h > ( j j ) / h Y ( i 1) 
C l = h X ( J j - 1 ) * H Y I I 1 - i ) 
G2 = hX(oJ - l ) *h> ( I I ) 
G i = t - > (J J )*»-> ( 1 1- 1 ) 
G^ = h > ( j j ) * ( - Y ( I l ) 

A I I , 1 ) = U U J - 1 , I 1 - 1 ) * C . 5 * ( - H 1 - X 1 ) * S I G P ( J J - 1 , U - 1 ) * G 1 . 
A ( I , ¿ ) = C l J J - l , l l - l ) * ( - H * l . b * C . = * > l ) « C t J J - l , I l ) * ( - h ¿ - i . £ 

• X 2 ) * < . * ( S I G M J J - l , i l - l ) * C - l * S I C M j J - i , U ) * u ¿ J 
A ( 1 , 2 J-C (JJ- i , 11-1 )* (C .5 + H + 1 - Ï - D + C (JJ , I l - l l » (C . i + h j -

« l . i ~ > 3 ) * ¿ . « ( S I G R ( . , J - l , l l - l ) * C l * S l G R ( o J , I i - l M G 2 ) 
A l I , A ) = C í J J - l , I l - l ) * ( h l t J . + X l ) * C ( J j , U ) » t h t ' » J . + X H l * 

* C ( . . J , I l - l M ( H 3 - 2 . * X 3 ) « C ( J J - l , I l M U í - 2 . . * > 2 ) * < i . * { - ¡ > I G H ( 
* J j - l , l l - l ) * G l * i ¿ 1 0 t U J j , U ) * O 4 - » S l G f c t j j , l l - l ) * V i 2 « S i G < « ( 
» J J - i , I I ) *G2) 

VR IT t lo ) ( l A l I , . j ) , w = l , S J , I = l , I C l ) 
R ETLRN. 
E N C 
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i l c R C U INE f-AIS 12 IX ) 
c : £ c i t c F K C J r f A f A C O P C t » f-ATM2 £É F1SSAC t t i F í i M C t M C 

C C^CIWC fc l / H x l 2C ) , HY l 2C » 
c o f C N / H E o i / c u c c j c u . c i i c . í O . s i c M ^ o . i o » 
C C ^ O / r t G i / l l r J j . l C ^ , l C l , I C í . l C ; r l c 4 , I C i r l t f c » I C 7 ^ L C ú 
C It»tn S I O X l ¿C ,2C 1 

CC I C 1 = 1 , I C I 
CC IC J= 1,Ç 
C U , J >-C . 

1C C O U M t 
C FFIMEIRA LINHA, FRlPElfC ELCCG 

c u , i > = i f c . * x u , i } * t - x a ) » h Y i n 
C l l , < ) = E . * X l L , l ) * H X l U * H Y l l ) 
C U , 2 ) = 6 . * > l l i l M h X U M H U I 
C U , 4 ) = A . * > ( l , l ) * H A l l ) * h \ l l ) 

C CEPAIS L I N U S I M ERPEC IAS IAS CC PHlMfclRC bLCCO 
CC 2C l = 2 , 
C l I , 1 ) = < . . * X U , l - l ) * H X l l ) * h Y U - l ) 
C U . 2 ) - S M I X l l . l - l M H X U M H Y l 1 - l M X l l . I M H X l l M H Y l 1) ) 
Cl 1,2 ) = 4 . » X I 1,1 ) *h> l 1 ) * M Y U ) 
C U , 4 ) = ¿ . * X l l , 1 - l M H X U M H Y U - l ) 
C I I . 5 I = - , . * l X l l , l - l ) * H X l l ) * H Y l I - i M X U » l ) * H X l l M H Y l U ) 
C U . í J = 2 . * > ( l , n H ) ( l l * H Y U I 

2C CCMlNLfc 
C U l l f A UNI-A C C Ph i fEIFC clCCC 

C l l . l ) = 4 . « X l l , l - l M » X l l ) » h y i l - l ) . 
C11 , 2 ) = c . » I X ( 1 ,1-1 )*HX (1 J «H Y I 1-1 ) «X 11 . 1 ) *t-A U ) » h ï ( I ) > 
C( 1,3) - 2 . » X l l , l - l ) * H X l I M h Y U - l J 
C U , ' . » = 4 . * IX I 1 , I - l )*HX U ) »I-Y l 1- 1 MX1 1, 1 > « h X U ) *HYl l ) ) 

C FRIMEIKA LiNhA CCS tLCCCi i M fe f< f fcl I *fi 1C S 
CC *tC «i = 1 . 1C¿ 

i c c = j * n + i 
i c s = j * n 
J I = J » I 

C U C E . l ) = 4 . * X l j i l l < h > U I * h Î l l l 
C I I C 6 . 2 ) = 2 . * X l J , 1 > * H X l J M h Y { 1 ) 
C U C è , 3 ) = ö . * < X l j f l » * H X < J j * H i Y U ) * X U i , l ) * H X l J l ) * h Y U ) ) 
C ( I C Ë I A ) = 4 . * l > ( J . l M h X U ) * H Y t l ) + » U l . l ) * H X t . U ) * h Y i l ) ) 
C U C 8 . 5 ) = 4 . * X U 1 , Î M H X I J I M H Y U ) 
C l l C t . Ê J - 2 . * X l J l , l ) * h X l J l ) * h Y U ) 

C • CEMAIS LINDAS CCS eLCCCS INIES«EC IAK ICS. 
IC12=IC9*2 
lCl3=ICSUC<i 
11=2 

DC 5C I= IC12 , IC13 
Cl 1, 1 > = X l J , U - l ) * t - X l J )*HY l 1 1-1) 
C U , 2 ) = 2 . * l X U , l l - l ) * H X l . J ) * H Y U l - i ) * X l J , l l M H X U ) * H . Y l l l ) ) 
C ( 1, 2 ) -X l J , 1 1> *hX< o)*h H l 1 » 
C U ,4 ) = 2 . * (X l j , I 1-1 )*I-X U )*HY( 1 1-1 M X l J l , 11-1) * 

* H X l J l ) * h Y l l l - D ) 
C ( I , b ) = A . * < X Î J , I l - l ) * l - X l J ) * h Y l I l - l ) * > l J , I l ) * h X l J ) * H Y U l ) « -

* X < J l , I l ) * H X U l M H Y U l ) * X l . , i , l l - l M H X l J l M H Y U l - l ) ) 
C ( l , é l = 2 . * ( X ( J l , I l M h X < J l l * h Y U U + X l J , H ) * H X l J M H Y U W ) 
C U , ? ) = X l J l , i l - l ) * H X l J l M H Y l U - l ) 

A ' ï ï f ! . . = 2 * * U 1 J i t 11-1 ) • { - > « J I M I - Y I 11-1) « X I J l , I l M H X l J U * 

* I- Y I I 1J ) 
c u . s ) = x u i , i n * h x u i ) * H Y U u 

11=11*1 
50 C O T l N U t 
C CLTIKÍ LINHA CCS ELCCCS INTERfEC IÍR ICS 

C U , 1 ) = X l j , U - l M H X Î J M H , Y U l - l ) 
C U , 2 ) * 2 . * ( M J , I l - l ) * H X l J ) * H Y U l - l ) O U t I l ) * t - x l j ) * h Y l I l ) ) 
C U , 3 ) = ¿ . * < X | t ) U-l)*tXl J)*HY< ) * X U 1 , U - l M H X l J l M 

* h Y ( I 1— 1 ) ) 

C U ,4 ) = « . . * (X ( j , 11-1) *HX (J M h Y U 1-1) * X l J , U ) * h X t J M H Y U 1) + 
* X U l . I l - l )»hX l J l ) * H Y l i l - l ) • * ( u l . l l M H X U l M h Y U l ) ) 

C 11,5) = X U 1 , U - i » * t - X l J l ) * h Y 111-1) 
C I I . t ) = 2 . * I X U 1 ,11-1 MÍ-X l „1 MHY U 1-1 I * X U 1 , U M h X ( J l ) * 

* »- Y l 1 1 J) . 
AO C C N U M E 
C C L l l f C bLCCC 
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1114= I C l - I C W 
I C l t = I C i < i * l 

P H I N E I H A Llf»HA CC L L U f C bLCCC 
C t l t l ) ^ . • > ( . . - l , l l « m l - o - l l * H í l l ) 
C U , 2 ) = £ . * > ( J J - l , l ) * í - M - J - l ) * h Y ( l ) 
C ( l ,3 ) t = c . M X ( „ - - l , l l * t - > l v i w - l ) * l - y ( l l » X l J J , i ) * H X l J J ) * h Y l í ) ) 
C d . í , ) ^ . • ( > l . . - I , l l » H M . . - l ) * M l l ! n I Ü J . I ) » h X U j i *t-Y ( l 

* ) ) 
UNHAS IM£RI*EÇIAfiIAS CC LIT ^ C ElCCC 

I C U = 1 + 1 
IC17= I C i - 1 
11=2 
cc 60 i=icít,u.n 
C ( l , 1) => l , U - l ) * H M . i J - l ) * » " * < 11-1 ) 
c u , 2 ) = 2 . * < X Í j j - i , n - i J * h > ( j j - i i * h > ( i i - i ) + 

* > l „ J - l , 1 1 ) * H X l J J - l M H Y ( 1 1 ) > 
C U , 21 =X( J j - l t U ) * h > ( J - ' - l ) * h Y l I l ) 
C Í I f l J = 2 . » U ( J J - l , I l - l ) » H X ( J J - l ) * h Y l U - i J * 

* > ( j w , l l - l ) * H > ( « « í * h Y U l - l ) ) 
C U , 5) = 4 . * t X I J J - l , l l - l ) * h X ( j „ - l ) * H Y l i l - l ) * X { J j - l t I i ) * 

* H M - J - I ) * H Y < I I ) . X I J J , U - I ) * H X < J J ) * H Y U I - 1 ) . X U J , I I M H X I J J ) » 

* M l i 1 ) ) 
C U ,fc) = 2 . « I X U J , 11)*HX ÍJJ ) * H Y U 1 ) * X U J - 1,11 ) * H X U J - i l * 

« HY U 1 I ) 
1 1=1 1*1 

6C CCNTINuE 
LLIJNA LINHA CC L U l f - C ÈLCCC 

C U , 1 > = Xl J J - l , 11- l ) * t - . X U J - l ) * h Y l l 1-1) 
C I I , 2 ) = 2 - » l > ( ~ - í - l ,11-1 ) * H > l ^ J - l » * ) - Y t l l - l i * 

< > U J - l f I 1 l*H> l J j - U *HY l 11) ) 
C ( 1 ,3 I = < í . * U ( JJ-1,1 1-1 !*HXIJJ-1 m Y l I 1-1 ) . X l J J , I 1-11* 

» H X U J )*hY l I 1- 1 ) ) 
C ( l , Í , ) =t, . « I X ( J j - 1 , 1 1- 1 )*h>( J J - l I *HY l I 1 - U t M J J - l i I D * 

» h > ( - J - l ) » H Y U l ) . X Í J . : , l l - l ) * H x U , . ) « H Y l l l - l ) * X U J , l l > « H A l J J ) * 
< M l 1 1 ) ) 

h M T t l N L C G ) l IC l 1 , J ) , J= 1,-i ) » 1= 1, 1C1 ) 
RfcURN 
Ef>C 

SLERCC T I NE SCNAF<SCfAI) 
C C ^ C N / C t C / H x U C l . H Y U C ) 
C C ^ C N / P E G 3 / i l , „ „ , I Ü G , 1 C 1 , I C 2 , 1 C 3 , IC4,1CS, 1C6, IC7.MCG 

C I ^ E N S I C N S I C E I U C O 
SC^A 7 = C. 
£ l f f c l < l ) = ( t . * b I l , l ) * 2 . » s ( 2 , l ) ) / € . 
S ^ í ' E l - I 6 . * 5 I l , l ) * 2 - * S a , i ) ) / e . 
S J / " t 2 = U . * S l < : , U . í . * S ( 2 , 2 ) ) / E . 

^ E * t = i 6 . * s . > É i - f 2 . * á j * f c 2 ) / d . 
S I K E 2 - ( 6 . * S ( 1 ,2)*2.*S 1 2 , 2 ) ) / 6 . 
SCfA=US 11, n + M 2,1 M S I 1,2 ) * S < 2 , 2 ) ) / : - t . + < S J P f c l . i i f c E i U ) . 

* s j N E 2 + s i f - E 2 ) / s . + 4 . * s f ^ E / 9 . ) * 4 . * H x i i M h x i i ) 
S I I " E 1( 1') = S1KE2 
S C N Í T ^ S C M I + S C N A 
CC 4C 1 = 2 , I I 
n = m ( i - i ) « h x u i 
H2 = h M I M * 2 . 
H3=hX( 1- 1 ) * * 2 . 
H4 = HX í I - 1 ) * {HX I 1- 1 ) . t -> I I ) ) 
S 1 M E 1 1 1 ) - U . * S I 1 , 1 ) * V 3 - 2 . *b 11,11 * H 2 + t . * S ( l , l ) » t - 1*1,1 )*Hi . . 

»S ( 1*1, 1 ) 4 1 - 2 - 3 - * S ( I - l , l ) * H . S t I - l , i ) * l - 2 ) / l £ . * h ^ ) 
£ - N t 3 = ( e . * S ( U i , l ) + 2 . » S ( I . l , 2 ) ) / ê . 

S f c f t = u. '«s . J i
1 'fc2+3 . .*s . j i 1 'E3-Sji"ti)/E. 

S ^ t 2 = l é . * b ( l , 2 ) * e 3 - 2 . * S ( l , 2 ) * f - 2 . 6 . 4 £ ( I , 2 ) * l - l . - 5 . * S ( I . l , í ) * H l . -
* S U t l , 2 ) * H 2 - 3 . * S ( I - l , l ) * h l . i l I - l , l ) * H 2 ) / ( f c i . * H < i ) 

SCNA= l IS ( I , l J . i l H l , l J . i l l , 2 l * S ( I . - l , í ) ) / 3 c . * I S j K E i . - i J h f c 2 . 
* S I K f c l l I ) . S l V t 2 ) / 9 . . < » . * i , K f c ( < Ê / s . ) * < , . » m i M h X U ) 

SCfA1=SCNAl+SCfA 
SoNEl^S-Nt2 
S J f E 2 - S j K 3 
S1NE1(1J-S1ME2 

<tC CCM1M.E 
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CC b C » = 

C U L c u L C CC h tSTC LC Ffc/TCK 
> l = n> l j - i l * r V U ) 
>2=t-> l j 
> 3 - h Y l I ) * * 2 . 
X ^ I - X j - l M l ^ U J - l l + H t l j ) ) 

S ^ E l = ( è . » i l l , J H > 3 - 2 . » b l l , J l * > 2 + c . * S U , - ) * X l * : : . * S l l , J + i i * X i + 

* S l 2 , j + l . l * X 2 - 3 . * S l 2 , J - l ) » X l * $ l 2 , . . - l ) * > 2 i / i f c . * X < » ) 

S N E N E M t . i S J P E i - t - i . + S j ^ l / t i . 
S l C E í ^ c . « S U , J * l J * ¿ . * S < ¿ t J * U ) / í . 
S C f A = ( l S l l , J ) * S ( l , ü + l ) » S l 2 f - l * í í 2 , J 4 l ) ) / 2 6 . - H ¿ j ^ f c l * i s J K E < : + 

* S l N 6 l ( l M S I N E 2 ) / <

: . . * < . . * £ N £ N E / S « M < i . : , h > l I ) » h y l J ) 

S C P M = £ C M H S C M 

i I C Ê l l 1 ) - S I f fc¿ 
CC bû 1 = 2 , 1 1 
h l = h> I I - 1 ) * » 2 . 
h 2=HX ( I M » 2 . 
l-2 = h M I - l ) * r X < I ) 
l -4=h>l I - D * IhX I I - 1J + t- > ( 1 ) ) 
X 1 = HY< J - 1 J * * 2 . 
> ¿ =»- > ( j > * * 2 . 
>3- t ->< J - l ) * ! - > ( J ] 
> ^ h Y U - l ) * t l - > t j - l J + ( - Y ( J > ) 

* * L 3 * £ t l M , J + U * h 2 - j . • £ ( ! - ! , j * l ) » H 2 « s U - l » J * U * t - ¿ ) / l o . * H « t ) 
S J ^ E 3 = í e . * S ( I + i , J J * X l - 2 . * £ U « l , J M > 2 < t . * Í U * J l r u ) * X 2 * í . » b l I * l t - * i ) 

* X 3 * £ < l * x ¿ - 3 . * « < I + i , j - U » X 2 * i i ( l + l . j - l ) * x ¿ J / ( 6 . » A « , ) 
s * E M E = ( 6 . * s j K E 2 * 3 . * s . . i > E J - s j t ' f c i ) / t . ^ 
S C ^ A = ( l S l l , J ) * S l I , o + H * S U * l , J ) t S t I - » l , J + i ) ) / 3 c . * l a J K t 3 * ¿ J P t 2 * 

* i i N E i < i ) * s i * E 2 ) / ' S . * 4 . * £ M ^ E / ç . ) * 4 . » h M . n ' > f c v ( . / J 
SC^£T = i C N / T + S C M 
S I N E I « I ) = S l f E ¿ 
£JNE 1=SJ^E2 
S-A-E2 = £J*£3 

Í C C C M I N C E 

P E R R Í S 

ElvC 

SbERCUT INE S F / f 

C C ^ C r v / P f c G 2 / l C I < í C C , 3 C C ) , 
C C K f C N / P E C i / I I , J J , ICC , IC l ,IC¿, I C i . I C . « » i C S t l C t t I C 7 , N L C G 
IC U , l ) = l 
I C I 1 , 2 > = ¿ 
1 C U , 3 )= 1C 2 
I C I 1, 4 ) = IC 
I N 2 t 1 1 = 

CC 3C 1 = 2 , IC4 
I C I 1 , 1 1 = 1 - 1 
1 C ( I , 2 J = I 
I C Í I , 3 1 = 1 + 1 
I C ( 1, 4 ) = IC <,+ I 
I C I 1 ,5 ) = M 1 I 
IC I 1 , t ) = I • 1C2 

=fc 
C C M INCE 
1C 1 1, U = 1- 1 
I C I I , ¿ ) = I 
I C I I , 3 ) = 1C í - i 
I C H , < , ) = 1C G 

l N Z U ) = < i 
CC AC J = i , I C t 
i c e = j * i m 

j i = „ • i 
i c u c e , n = I C S - I C 4 
i c i i c e , 2 ) = 1CS- 1 c < 
I C ( I C e , 3 ) = ICd 
I C I ICE .4 ) = ICE* 1 
i c u c e , b i = ICS* 1C2 
1C l ICE , í ) = ICS*1C3 
i M U C E » = é 



] C l ¿ = I C S * 2 

I C 12 = I C S •» I C <i 

1 1 = 2 

CC iC 1 = I C i ¿ t 

I C ( I, M = 1 -

I C l I , ¿ ) - I - 11 

I C I I , 2 ) = I - i d 

I C I 11 4 J- I - í 

I C I 1 O ) = I 

I C I l,t ) = 1 + i 

1 C I I i 7 ) = I • I C 

ICI I , £ ) = 1 + 11 

I C I I » S Í = n 1C2 

I f v Z I I ) - S 

1 1 = 1 1 * 1 

C C M I N u t 

1 C ( 1 , 1 ) = I - I C 2 

1 C I I , 2 ) = I - 11 

I C t I , i ) = l - 1 

I C I I , 4 ) = i 

I C I I , £ J = i « I d 

I C ( I f £ ) -i * 11 

u z ( n = t 
C C M I M c 

1 = 1*1 

K 1 4 M C 1 - I C Í + 1 

I C 1 5 = 1 C 1 A * 1 

I C H , 1 > = 1C1.<. 

I C I I , 2 ) = I C l ï 

l C U . i J M 

I C ( I , « ) = ! • 1 

1N 2 I I ) = 

1 C 1 6 = 1*1 

l C l l - l C l - l 

1 1 = ¿ 
cc £C i = i c i £ f i c n 
ic ( i , 1 1 - 1 - i c ¿ 
I C t I . 2 1 = 1 - 1 1 

I C I I , 2 ) = 1 - 1 C 4 

I U I , 4 1 = 1 - 1 

I C H , 5 ) = I 

I C U , t ) = l * l 

H Z ( 1 ) = 6 

I 1 = 1 1 * 1 

C C M 1NLE 

I U I , i ) = I - l C 2 

I C I I , 2 1 = 1 - 1 1 

I C I I , 3 ) = I - 1 

I C I l , 4 1 = I 

IN 2 ( 1 ) = 4 

H E 7 L rt ^ 

ENG 

S C E K C C T I N E S - F A N A H N . E F S . I i . N Z f - . I H 

C C ^ C N / P E G l / ¿ í < í C C , : : C C ) f C ( ¿ C , 2 C ) . i I G H t 2 C , ¿ C ) 

C C N f > C I W f c E G ¿ / I C U C C 3 C C ) , 1I>.Z14CC I 

C C M » C l W R f c C ) / c 1 4 C C ) t > C ^ C C i 

C 1KENS I C N I X U C C ) , I Y 14CC ) , I Z ( 4 C C ) 

S C L C C A C CE CM S I S T E M A CE E C I A C C E S A t G E f c r t l C A S A X = b , 

A T F - A V E S CC f E T C C C CE E L I f I N A C A C CE G / U S S , A P L I C A N C Q 

T É C N I C A S P A R A N A T F I 2 È S E S P A R S A S . 

CC 1 1 = 1 , 

I X l ) = I 
1 1 2 1 1 ) = ! 

I F í í W f . E C - 1 ) CC TC 2 C 5 

A F F A N J C CCS fcLEM. L i A lt> CRCEI» C f i E S C E M E . . 
CC ¿ C C 1 = 1 ,r> 

J 1= 1 
1 K = 1 

I W = I N Z l i ) 

1 K N Z . E C . 1 ) TC ¿CC 



CC 16 i* = U , N 

IF ( Iii K ) . t e . N J ) ¿C IC 17 
16 C C M I M E 
17 I Z ( M = 1 

I i t I 2 ) = N J 
o - 1 > 1 1 1*1 
LC I t M < i J 

IF I IX U I . fct . N J ) GC TC IS 
IE C C N T I N L i 
I ? 1 > Í K ) = I M ¿ ) 

I > ( 2 ) - N j 
1 =N J 

l * ; l - M i , n 
M I , 1 ) = c . 
E ( I ) - c I I J/A 1 
N Z = I N Z l I ) 
CC »< * 1 ,NZ 

2<t ¿ 11 f M = ; ( i f K Í / Í i 
C CFEFACCES Cfc E L 1 M N A C A C . 

Nf>*i >< i ) * i 
1FINI« . Ü 6 . 2 ) ÓC 1C 2 5 
I F I I S . E L . ¿ I GC IC 2C 
GC IC 1C 

25 CC <iC L = 2 , N P 
I l ' I X L I 
A2 = A l i l , 1) 
t ( I I , I M C . 

C K.Ct = K C t + l 
^ ¿= I N ¿ { I j 
I F I N Z . C l . 1 ) GC IC 57 

C CESLCCAfENTC i t b L t M L M C S NLf*A L I N F A . 
IF ( INZ ( I 1 ) . E C . I I CC TC i t 
K 2 = l N Z t l l ) - L 
CC 2C2 K « = i , K j 
I C I I I )= IC ( 1 1 , K < i * l ) 
A ( U , K 4 ! - A I U , « 4 » 11 

2C2 CCNTlNuE 
I N Z Í I 1 ) = 1 N Z < 1 1 ) - l 
GC TC 5É ' 

57 N N = I C I I » N Z ) 
N Z l - I N Z ( I l ) 
I f l l C t U . N Z n . G T - NN J N N = I C ( I 1 , N Z 1 J 
CC 5C M 1 2 . N N 

5C X ( K ) = C . 
1 F I N Z 1 . t C . 1 ) GC TC 55 
CC 51 K l = 2 ,NZ1 
K - I C ( I 1 , K 1 ) 

> ( K i = A ( n , K i ) 

51 CCNTINLE 
£5 CC 52 K l = 2 , N Z 

K = I C ( I , K 1 ) 
X ( M = X (K ) - A 2 * A ( 1,K 1 ) 

52 C C M 1 N C E 
M = C 
I N Z Í I I I * I N Z I I I ) - l 
C C 52 K = I i , N N 
IF ( M K ) . f c t . C ) CC TC 52 
M = M - » l 
A ( ' I I , K 1 ) = > I K ) 
I C H 1 ,K1 )=K 

52 CCNTINLE 
C KCN=XCN + N 2 - I K l - I N Z I 1 n ) 
C KCC=KCC* I M - H Z i l l ) ) 

I N Z Í 1 1 ) = « 1 
56 t I 11 )=fc < I I ) - A 2 * E 1 1 J 

l F t l N Z U l ) . GT . hit-) N / M 1 N 2 U 1 ) 
•4C CCNTINLE 

IF ( I S . E C 1 ) CC TC IC 
c C CCNTINLh 

GC TC 23 
IC C C N H M t 

C S L t S T l T L l C A C F tuH t S S 1 \i A . 
23 j = 11 I N ) 
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¿ C H CC ¿C I , - o i , i* 
CC £.C¿ K'l = U »N¿ 
IF l K ( 1 . M ) .fci . - ) CC TC 2 C í 

2C2 C C M Í l s t t 
2CL C C M 1NLE 
202 I Í L X = I C ( 1 i 1K I 

IC 1 1 , I K ) = IC l I f K l ) 
1C ( 1 t K l ) = I / L X 
H » = í ( I . IK ) 
A l 1 t 1K ) = A l l i K U 
/ ( I t C l ) = Í U X 

I M I K + 1 
1F í IK . C E - N Z ) CC TG ¿CC 

GC TC ¿C4 
¿CC C C M I N U E 

^ 2f = i 
CfcT. C í TCL CC S I S T E M A . 

2CS Í ^ Í U . I I 
CC 2Ct l-l,t\ 
N Z = ; N Z I D 
CC 2C6 K - l t f > ¿ 
1FI A E S ( A M ) - C E . A o S l A l l , * ) ) ) GC TC 2C6 
í f = í l l fK ) 

Í C t C C M 1 M . E 
T C L = E P S * í b i l í M 
1 F U S . £ C . 2 ) GC TC ¿ 
f* 1 = N - l 
CC 1C J2 = l , M 
I - U Í 1 2 ) 
L - l 

I > ( 1 ) = C 

N 2 M 2 + 1F 

I F I N 2 . G T . Ni N2=ls 
CC 11 

J= 1 2 í J l J 
l F U C l . t 1) U E . 12) CC TC i l 
L = L + 1 
1 X U ) = I X 1 1 M 1 
I > ( L ) =J 
I F ( í e S Í Í Í J f l I Í . L E . A B S I A M » ) G C T G 11 
A M Í l j . l ) 

11 C C M I M J E 
1FI A E S U M . G T . T C L ) C 1C l¿ 
CC TC 1C1 

2 M = K - 1 
CC ÍC 1 2 = 1 . M 
1 = 1 2 1 1 2 ) 
1 = 1 
I X 1 ) = C 
I \ 2 = H 1 F 
I F U 2 . G T . M N2 = f\ 
CC 21 ¿1*12,hi 
J = I Z ( j l l 

1 M 1 C I J , ¡ ) . N E . 1 2 ) GC TC ¿ 1 
_ L = L + 1 

! > l l l « l > l l l t l 
IX (L i~¿-

21 C C M I M E 
NJ= 1 X 2 ) 
I F ( Í E S ( Í U j , l ) ) . G T . T C L ) GC TC 12 

22 NZ = I X 1 ) + 1 
CC ¿i K = 2 , N Z 
N . = I M K ) 

1F( í f c S ( M N J t l ) ) . G T . T C L ) GC TC l í 
23 CCNT1M.E 

A « = i > l 2 ) 
101 1 S = - i 

I F U X 1) . f c C . C ) GC TC 15C 
12 I F I N j . E C . I ) GC TC 1« 

M C Í N C Í t i L U F A S . 
l í C C M I M E 



1 0 0 

N Z = I N Z ( J ) 
ce :-c K = I , N Z 

1 F ( 1 C U , K ) . N t - C ) CC TC ¿ 2 
3C C C M U U 

GC IC I C I 
22 i ( J ) = k ( * ¡ l / f < „ , K 1 

CC 9C 
J E = N - J + 1 
J 1 = 1 Z t I É ) 
NZ=INZ t J 1 ) 
I F ( IC l J 1 fNZ ) . É f i . C i GC IC SC 
CC SC t< = l , A Z 

U = I C l J U K I 
I 1 M Z I 1 Í ) 
E ( J l ) = fc l J l ) - ¿ ( J l t* )*fc U l ) 

S C C C M 1 M . E 
CC c.<i 1 = 1 f l \ 
J = ! H 1 ) 
K = ] Z I « J 

S A > m = e < K ) 
15C K E t L P N 

t l ^ C 
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Um exemplo de saída dos dados e resultado do programa 

pRCdLEHA 3 - KANG/HANSEN 

NUM. OE ZGNAS » 2 
CCNFIC-LRACAO 00 REATCR 

¿¿¿¿¿¿22 
2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 
1 1 1 1 2 2 2 2 
1 1, 1 1 2 2 2 2 
1 1 1 1 2 2 2 2 
1 1 1 1 2 2 2 2 

LARGURA OAS MALHAS NA DIREÇÃO: 

X: 5.0 5.0 3.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 

Y: 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.C 5.0 

VALORES DCS OAÜOS NUCLEARES UE ENTRACA 
0.623000E-01 0.0 0.15000CE Cl 
0.1C1CC0E 00 0.0 0.120000E 01 

. 0.60COOOE-01 
0.2000QOE 00 0.2180OOE 00 C.4COOO0E 00 
0.1CCCCCE CO 
0.2000COfc-01 C O C.15000CE CC 

FATOR OE MULTIPLICAÇÃO IKEF) * C 8 7 8 C 8 7 E 00 

1/KEF = 0.113884E 01 

PRECISÃO DO FATCR DE MULT. = 0.100006-04 

PRECISÃO DO FLUXO = 0.100006-C4 

... NUMERO DE ITERAÇÕES = .1 . 

FLUXO DC GRUPO J. 

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 C. 38C46 Cl 0.3722E 01 0. 34286 01 0.2855E 01 0.169ÓE 01 0.32716 00 0.6269E- 01 O.1153E-0I 
2 0. 3722E 01 0.3642E 01 0. 3d55E Cl C.2793E Cl 0.1650E 01 0.3166E 00 0.6021E-•01 O.llOOE-01 
3 0. 3428E 01 0.3355E 01 0. 3C9CE 01 0.25656 01 0.1498E 01 0.28066 00 0.51946-01 0.95996-02 
4 0. 2855E Cl C.2793E 01 0. 2565E Cl Q.2099E 01 0.11766 01 0.2042E 00 0.40036- 01 0.7412E-02 
5 0. 1696E 01 0.1650E 01 0. 1498E 01 0.1176E 01 0.51366 00 0.12546 00 0.2536E-•01 0.5069E-02 
6 C. 3271E CO 0.31ó6t 00 0. 20066 00 0.2042E 00 0.1254E 00 0.5114E-•01 0.13426-•01 0.2880E-02 
7 0. 62696-•01 0.60216-•01 0.5194E--Cl C.40C8E-•Cl 0.2536E--01 0. 13426-•01 0.5195E- 02 0.13Ó5E-02 
8 0. U 5 3 E - •01 O.llOOE--01 0. 95996--02 0.74126--02 0.50696--02 0.2d80E-•02 0.13656- 02 0.4719E-03 

FLUXO DC GRUPC 2 

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 C.1134E 01 0. 1 107E 01 0. 10236 01 0.7610E 00 0. 12236 01 0.21856 01 0.61906 00 0.1331E CO 
2 0.1107E 01 C. 10816 01 0. 1CC3Ê Cl C.7440E 00 0. 1178E 01 0.2115E 01 0.59496 00 0.1-273E 00 
3 C.1028E 01 0. 10036 01 0. 92966 00 0.6909E CO C. 1050E 01 0.187BE 01 0.51846 00 0.1106E 00 
4 C.76106 00 0. 7440E 00 0. 69C96 00 0.5011E 00 0. 79356 00 0.1423E 01 0.39436 00 0.8603E-•01 
5 0.1223E Cl 0. 11786 01 0. 1GÍ CE Cl C.79356 00 0. 5134E 00 0.8322E 00 0.25276 00 0.58186-•01 
6 0.21856 Cl 0. 2115E 01 0. 18736 01 0.1423E 01 0. 8322E 00 0.3235E 00 0-13236 00 0.33096-•01 
7 0.6190E 00 0. 59496 00 0. 51846 00 0.3943E 00 0. 2 5276 00 0.1J23E 00 0.4916E-•01 0.15716-01 

8 C.1331E 00 0. 12736 00 0. 11066 00 0.86036-•01 0. 5818E-•01 0.3309E- 01 0.1571E- 01 0.5213E-•02 

DISTRIBUIÇÃO DA POTENCIA 

1 2 i 4 5 6 7 
1 C.9d90fc- Cl 0.96556- 01 Ü.d9626 -01 0.6636E- 01 0.0 0.0 0.0 0.0 
2 0.96556- 01 0.94266- 01 0.67496 -01 0.64886- Cl 0.0 0.0 0.0 0.0 
3 0.89626- 01 0.87496- 01 0.81C6Ê -01 0.60246- Cl 0.0 0.0 0.0 0.0 
4 G.66366- 01 C.64B86- 01 0.6024E -01 C.4370F- 01 0.0 0.0 0.0 0.0 
5 0.0 0.0 0. C 0.0 C O 0.0 0.0 0 .0 
6 C.C 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
7 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0 .0 0.0 
b 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
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