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SIMULAÇÃO DO ESPECTRO DE DEPOSIÇÃO DE ENERGIA 

DE RAIOS GAMA EM DETETORES DE Nal UTILIZANDO 

O MÉTODO DE MONTE CARLO 

WILSON JOSÉ VIEIRA 

R E S U M O 

Neste t r a b a l h o , visando o conhecimento e a aplicação 

prática do método de Monte C a r l o , desenvolveu-se um programa 

de computador para o calculo de eficiências e o levantamento 

do espectro de deposição de energia para raios gama em deteto­

res de Nal . 

Inicialmente faz-se uma revisão dos trabalhos publi­

cados na literatura e considerações teóricas sobre detetores 

de Nal e os métodos de Monte Carlo. Uma descrição detalhada 

dos métodos aqui utilizados é f o r n e c i d a . 

Os resultados obtidos são comparados com resultados 

calculados e experimentais publicados na l i t e r a t u r a . 
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GAMMA RAY ENERGY LOSS SPECTRA SIMULATION IN 

Nal DETECTORS WITH THE MONTE CARLO METHOD 

WILSON JOSÉ VIEIRA 

A B S T R A C T 

In this work, with the aim of studying and applying 

the Monte Carlo method, a computer code was developed to ca 1 cu-

gamma rays incident on Nal (T i l ) crystals. 

The basic detection processes in Nal ( T i l ) detectors 

are given together with an outline of Monte Carlo methods and 

a general review of relevant published works. A detailed des­

cription of the application of Monte Carlo methods to y - ray 

detection in Nal (T£) detectors is given. 

Comparisons are made with published, calculated and 

experimental, data. 

late the pulse height spectra and detector efficiencies for 
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1. INTRODUÇÃO 

/ / 

1-1, HISTÓRICO 

0 detetor de cintilação é um instrumento bastante ver 

sãtil e de grande aplicação na física m o d e r n a . Em sua forma o 

ri g i n a l , onde as cintilações eram observadas visualmente com o 

auxilio de m i c r o s c ó p i o s , foram feitas descobertas tais como o 

núcleo a t ô m i c o , observando a deflexão de partTculas que incidiam 

sobre alvos-finos e, a identificação de partTculas alfa. Utilizando a 

fo t o m u l t i p l i c a d o r a , novos materiais cintiladores e os descobrj_ 

mentos da fTsica m o d e r n a , d e s e n v o l v e r a m - s e novas técnicas expe 

rimentais utilizando o detetor de c i n t i l a ç ã o , tais como: tem­

pos de resolução da ordem de mili-micro s e g u n d o s , e s p e c t r o m e ­

tria gama e beta com atividades da ordem de mi 1i-microcuries , 

deteção eficiente de raios g a m a , raios X e n e u t r o n s , espectro­

metria de partTculas p e s a d a s , observação do tempo de vida de 

m é s o n s , põsitrons e isõmeros nucleares e t c . Também o detetor 

de cintilação readquiriu o lugar abdicado por seu ancestral , co 

mo um dos instrumentos mais importantes utilizados na pesquisa 

em fTsica nuclear /30/. 

Medidas de detecção da radiação nuclear são necess á ­

rias em toda a ciência e tecnologia n u c l e a r e s , por isso novos 

métodos e equipamentos estão continuamente sendo d e s e n v o l v i d o s . 

E importante notar que a precisão das medidas nucleares garan­

tem a confiabilidade dos inúmeros trabalhos que são feitos com 

base nestes d a d o s , como por exemplo os trabalhos em neutrõnica. 

Para a utilização de detetores de cintilação de Nal 

em espectrometria g a m a , tem-se levantado espectros e x p e r i m e n ­

tais para fontes usuais como referencia /7 ,14/ . Embora exista 

um número considerável de dados e x p e r i m e n t a i s , cálculos teÕri-

I N S n t Ü lO DE PESQU SAS 6 \ E R G É T I C S E NUCLEARES 
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cos são importantes para auxiliar na montagem de sistemas de 

deteção e x p e r i m e n t a i s , para análise de espectros c o m p l e x o s , e 

para suplementação de dados em regiões de energia onde não e-

xistam fontes m o n o e n e r g é t i c a s . 

Existem vários trabalhos na literatura que utilizam 

procedimentos computacionais para o 1evantamento do espectro de 

deposição de energia e para o cálculo de eficiências de dete­

ção para fõtons incidindo sobre c i n t i 1 a d o r e s . Estes trabalhos 

utilizam o método de Monte Carlo e comumente são empregados pa_ 

ra evitar o procedimento e x p e r i m e n t a l , ou auxiliar na interpre 

tação dos resultados e x p e r i m e n t a i s . 

1-2. OBJETIVO 

0 problema da determinação da resposta de um detetor 

de cintilação para raios gama é basicamente a descrição do 

transporte desta radiação através do detetor. 0 raio gama pro 

veniente de uma fonte entra no d e t e t o r , difunde-se através de­

le e, ou é absorvido no detetor ou escapa deste através de uma 

de suas superfícies. Para a determinação da resposta do dete­

tor é necessário calcular a energia total depositada no cris­

t a l , e portanto não deve ser levada em consideração apenas a ra 

diação primaria ( f o n t e ) , mas também a deposição de energia de­

vido as radiações s e c u n d á r i a s , as quais são criadas direta ou 

indiretamente pela interação da radiação primária dentro do de 

tetor, como por exemplo os fõtons e s p a l h a d o s , os fõtons prove­

nientes da reação de a n i q u i l a m e n t o , radiação de freamento e t c . 

Descrever esse processo através da solução da eq u a ­

ção de t r a n s p o r t e , ou mais c o r r e t a m e n t e , das equações de trans^ 

porte acopladas (desde que as radiações secundárias estão in-

I INSTITUTO DE PÉSQU'SA8 feNif R ò É f l C * 1 S E NUCLEARES 1 I. P. E. N. 
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cluTdas) utilizando técnicas numéricas convencionais é ainda 

economicamente impraticável nos computadores d i g i t a i s , e desta 

forma a única maneira prática de se obter uma solução para e s ­

te complicado problema de transporte e com a utilização de Mé­

todos de Monte Carlo. 

0 método de Monte Carlo é a simulação de um problema 

físico, ou m a t e m á t i c o , através da técnica da a m o s t r a g e m esta­

tística. Em r e s u m o , este consiste na amostragem aleatória de 

eventos distribuídos de acordo com uma distribuição de probabj_ 

lid a d e s , a qual usualmente representa uma situação fTsica e, â  

través de técnicas estatísticas c o n v e n i e n t e s , estima-se as res^ 

postas requeridas / 2 1 / . 

Neste trabalho são utilizadas várias técnicas de Mor^ 

te Carlo, tais como: a técnica da r e j e i ç ã o , a amostragem por 

i m p o r t â n c i a , a técnica da roleta russa e t c , para o cálculo de 

eficiências e o espectro de deposição de energia em cristais 

de Nal , devido a fontes de raios gama com energias d i s c r e t a s . 

•Este trabalho oferece uma grande versatilidade quanto aos ti­

pos de f o n t e s , podendo ser utilizadas fontes tipo disco parale 

lo com raio maior ou menor que o raio de d e t e t o r , fontes tipo 

feixe paralelo com qualquer diâmetro do feixe e fontes puntuais 

localizadas em qualquer ponto do hemisfério superior da base 

do detetor. Fontes que possuem varias energias discretas e tam 

bem com diferentes intensidades das l i n h a s , também podem ser u 

tilizadas (vide Apêndice C ) . 

Uma descrição dos princípios físicos do detetor de 

Nal , bem como as características dos sistemas de deteção são 

dadas no Capitulo 2, juntamente com as condições teóricas para 

interpretação dos e s p e c t r o s . No Capitulo 3 apresenta-se uma 

revisão de alguns dos principais trabalhos publicados na lite-
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ratura enfatizando as características principais de cada um. 

No Capitulo 4 faz-se uma introdução ao método de Monte Carlo e 

uma revisão teórica de algumas das técnicas comumente utiliza­

das. No Capitulo 5 ilustra-se detalhadamente os processos de 

calculo utilizados neste t r a b a l h o , para o calculo de e f i c i ê n ­

cias e para o levantamento de e s p e c t r o s . Os resultados obtidos 

e comparações com os resultados publicados na literatura são 

fornecidas no Capitulo 6. 

Também são fornecidos vários Apêndices onde são di s ­

cutidos tópicos especTficos como o alargamento do espectro (A-

pêndice A) e a amostragem da formula de Kl ein-Nishina (Apêndi­

ce B ) . A descrição e a listagem do programa de computador de­

s e n v o l v i d o , são apresentadas nos ApêndicesC e E r e s p e c t i v a m e n ­

te. No Apêndice D estão ilustrados alguns problemas a m o s t r a . 
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2. DETETORES DE Nal E ESPECTROS 

Alguns m a t e r i a i s , quando excitados por uma radiação 

ionizante, reemitem parte da energia absorvida na forma de luz 

com pequena d u r a ç ã o , ou c i n t i l a ç ã o . Este fenômeno e chamado lu 

m i n e s c ê n c i a , sendo que esta luz pode ser convertida em um pulso 

de corrente mensurável utilizando materiais fotosensTveis e am 

plificadores el etrÔni cos , que fornecerão uma resposta proporcio_ 

nal a energia depositada no material pela radiação ionizante. 

Os componentes básicos de um contador de cintilação 

são mostrados esquematicamente na Figura 2-1. 0 cristal (1) es^ 

tá montado no topo de uma fotomu1 tiplicadora ( 3 ) , que é operada 

por uma fonte de alta voltagem (2) (AV) r e g u l á v e l . Os pulsos 

elétricos provenientes da f o t o m u l t i p l i c a d o r a são amplificados 

e passam por um c o n t a d o r , no caso de uma contagem b r u t a , ou por 

um analizador de altura de pulso, para medir energias deposita^ 

das. A altura do pulso dada pela voltagem de saTda é propor­

cional a energia depositada pela radiação dentro do c r i s t a l . 

1. Cristal de Nal (T£) 5. A m p l i f i c a d o r linear 

2. Fonte de alta voltagem 6. Analizador de altura 

3. Fotomultiplicadora de pulso 

4. Pré-amplificador 7. Contador 

Fi gura 2-1 . Esquema simplificado de um contador de cintilação 
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Denomina-se como um detetor de c i n t i l a ç ã o , a combina 

ção do cristal mais a f o t o m u l t i p l i c a d o r a . A montagem de um de­

tetor de ci n t i l a ç ã o , mais uma fonte de alta v o l t a g e m , mais um 

ampl i f i c a d o r , e mais um contador denomina-se um contador de cin 

tilação. Se o sistema inclui um analizador de altura de pulso 

e portanto é capaz de fazer medidas de e n e r g i a , e então chama­

do um espect r ó m e t r o . 

Apenas uma parte da energia depositada no cristal Ó 

convertida em luz, o resto transforma-se em calor. A fração de 

energia absorvida que é emitida como luz é chamada eficiência 

luminosa. A emissão de luz decai e x p o n e n c i a l m e n t e com uma 

constante de decaimento relacionada com a vida média de um e s ­

tado excitado no c r i s t a l . E importante notar que o iodeto de 

sódio é utilizado para detecção de raios gama devido a sua al-

ta densidade (3.67 g/cm ), isto se deve principalmente devido 

a presença do iodo (elemento de alto número a t ó m i c o ) . 

Cristais de iodeto de sódio usados como cintiladores 

contém tálio (0,1% mol por m o l ) , sendo a luminescência do cris^ 

tal devido a presença do tálio. 0 Nal (Ti,) tem alta e f i c i ê n ­

cia l u m i n o s a , maior que a de qualquer outro cintilador sólido, 

porém seu tempo de decaimento é grande (0,3 yseg) comparado com 

cintiladores orgânicos ou pl á s t i c o s . Este cristal é bastante 

•higroscópico, e portanto deve ser selado em uma cápsula metãlj_ 

ca com uma janela de pyrex ou quartzo t r a n s p a r e n t e s , para per­

mitir a passagem da luz para a f o t o m u l t i p l i c a d o r a . 0 cristal ê 

opticamente selado na janela através de um meio viscoso trans­

parente tal como o óleo de silicone de alta v i s c o s i d a d e , ou ge 

leia de petróleo. 0 mesmo material é usado para acoplar opti­

camente a janela com a f o t o m u l t i p l i c a d o r a . Este acoplamento Ó £ 

tico previne a perda de luz nas interfaces. A parte superior e 

INSTITUTO OÊ PESQU'sAèfeNfeRGÉT |C*SE NUCLEARES 
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os lados do cristal são cobertos com uma camada de MgO ou 

Aí, 20 3 , que são refletores difusos e e f i c i e n t e s . 

0 cristal de Nal (T£) é fabricado geralmente na for 

ma de um cilindro circular reto. Cilindros de Nal montados 

como descrito acima estão disponTveis comercialmente em vários 

t a m a n h o s , sendo os mais comuns com as di m e n s õ e s : 3"x3", 4"x4", 

e 2"x2". 

Um detetor ideal para e s p e c t r o m e t r i a seria aquele que 

produzisse apenas uma resposta proporcional a energia da fon­

te. Tal fato sõ seria possível se toda a energia do fõton pri_ 

mãrio fosse depositada dentro do detetor. Na pratica apenas û  

ma fração dos raios gama são totalmente a b s o r v i d o s , sendo que 

parte de suas energias iniciais escapam do detetor na forma de 

fõtons de menor e n e r g i a . Portanto a interpretação do espectro 

requer o conhecimento das interações dos raios gama com a maté 

ria. 

As principais interações de raios gama com a matéria 

são: o efeito f o t o e l é t r i c o , o efeito Compton e o efeito de for. 

mação de pares. Estas interações produzem elétrons e n e r g é t i ­

cos que perdem energia dentro do cristal dando origem as cinti 

lações. Desta forma a energia absorvida no detetor devido a 

um fÕton proveniente da fonte será igual a diferença entre a e 

nergia inicial do fÕton primário e as energias das radiações 

secundárias que escapam do c r i s t a l . 

E interessante notar que a resposta de um cintilador 

para fõtons m o n o e n e r g é t i c o s não é ú n i c a , mesmo no caso de um 

detetor hipotético completamente a b s o r v e d o r . Esta condição de 

não u n i c i d a d e , que é o resultado de incertezas na intensidade 

da luz p r o d u z i d a , da transmissão da luz para a f o t o m u l t i p i i c a -

dora e na conversão da luz em pulsos elétricos pela fotomulti-

T M S T . T U T O D E P E S O U ? A S E ^ R O É ^ C S E N U C L E A R E S 
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p l i c a d o r a , fazem com que as contagens para uma energia discre­

ta sejam distribuidas sobre uma faixa de canais vizinhos 111. 

Este espalhamento pode ser aproximado por urna d e p e n d e n c i a gaus_ 

s i a n a ( v e r A p ê n d i c e A ) . 

Um espectro tTpico levantado com um espectrómetro de 

Nal (Tí,) está representado na Figura 2-2. 0 eixo vertical re 

presenta o número de fotons que depositaram a quantidade de e-

nergia correspondente a um dado c a n a l , representado no eixo no 

r i z o n t a l , o n d e , a cada canal está associado um pequeno interva^ 

lo de energia (AE). 0 pico "0.662 MeV", é chamado f o t o p i c o , 

representando a energia do raio gama emitida pelo radioisóto­

po. Contagens no fotopico significam que toda a energia do 

raio gama da fonte foi absorvida dentro do c r i s t a l , ou por urna 

única interação pelo efeito f otoel étri c o , ou por um ou mais es^ 

palhamentos Compton seguidos da absorção pelo efeito fotoelé -

trico, ou através do efeito de formação de pares seguido da ab^ 

sorção total dos fótons de aniquilamento do p o s i t r ó n . 

Associada com o fotopico está a distribuição Compton 

c o n t i n u a , representando eventos nos quais o fõton espalhado te 

nha escapado do c r i s t a l . A distribuição Compton termina na bor 

da C o m p t o n , que representa a energia máxima que um raio gama 

da fonte pode perder em urna única interação C o m p t o n , sendo es­

ta separada do fotopico por um vale p r o f u n d o . 

A cauda da distribuição Compton que se estende para 

o f o t o p i c o , é produzida por espa1hamentos Compton múltiplos se 

guidos da fuga do fotón secundário. E x p e r i m e n t a l m e n t e , existe 

também contribuições devido a coincidencias randômicas (raios 

gama de diferentes d e s i n t e g r a ç õ e s , mas quase i n s t a n t â n e a s , fa­

zendo com que seus pulsos se s o m e m ) . 
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Nos trabalhos experimentais existe uma distribuição 

de pulsos superposta na distribuição Compton resultante de raios 

gama não provenientes da f o n t e , ou s e j a , raios gama que são es^ 

palhados nos materiais adjacentes antes de atingir o cristal. 

E n t r e t a n t o , os efeitos da radiação de fundo são geralmente ob­

servados apenas nas regiões de pequeno número de contagens e na 

região de baixa e n e r g i a . Pode-se notar na Figura 2-2, a pre­

sença do pico de retroespal h a m e n t o , e um maior número de conta^ 

gens na região de baixa energia devido aos efeitos da radiação 

de fundo. 

Para energias maiores que 1.02 MeV podem aparecer os 

2 2 

picos de escape nos canais de energia Ey - m Q c e Ey - 2 m Q c , 

2 

onde m Q c = 0.511 MeV . Na Figura 2-3, o pico em 1.63 MeV e 

produzido pelo escape de um dos dois fõtons de a n i q u i l a m e n t o , 

o pico em 1.12 MeV é" produzido pelo escape de ambos os fõtons 

de a n i q u i l a m e n t o . Os picos de escape estão superpostos na dis^ 

tribuição Compton e são mais proeminentes em. cristais pequenos 

devido a maior probabilidade de fuga dos fõtons de aniquilameji 

to. 

£ interessante notar q u e , para fõtons primários de 

baixa e n e r g i a , é observável o pico de escape do raio-X caracte 

rístico do iodo (0.028 MeV) originário do efeito fotoelÕtrico. 

E n t r e t a n t o , para energias maiores que 0.15 MeV , a probabilida^ 

de de escape do raio-X diminui e também este pico de escape de 

saparece no fotopico devido a resolução do sistema (ver A p e n d ^ 

ce A ) . Neste trabalho não Õ considerada a produção do raio-X 

c a r a c t e r í s t i c o do iodo, desta m a n e i r a , não deve ser utilizado 

para fontes com energias menores que 0.15 MeV . 

Existem outros fatores que causam distorções no es­

pectro de deposição de energia de um cintilador. Por exemplo a 
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altura de pulso 

Figura 2-3. Espectro calculado para a energia de fonte igual 
a 2.14 MeV , 3"x3" (10 c m ) , levantado por Zerby e Moran / 4 3 / . 

INSTITUTO DE PESQUISAS E N E R G É T I C A E NUCLEARES 
I, P. E. N. 
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perda de ene rg ia devido ao escape de fõtons secundá r i os e m i t i ­

dos na desace le ração de e l é t r o n s (b remss t rah lung) e também pe­

lo escape destes mesmos e l é t r o n s . Porém como a ene rg ia máxima 

recomendada para u t i l i z a ç ã o deste t r aba lho é de aproximadamen­

te 3 MeV , es tes e f e i t o s podem ser cons ide rados n e g l i g T v e i s 

para e n e r g i a s menores que es te l i m i t e e por tanto não foram coji 

s i de rados durante os c á l c u l o s e fe tuados . 

I N S T I T U T O DE P E S Q I T S A S E N E R G É T I C A S E N U C L E A R E S 
I. P. E. N, 
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3. REVISÃO DA L I T E R A T U R A 

A utilização extensiva de detetores de cintilação de 

Nal {11), tem motivado vários trabalhos teóricos e experimen -

tais para o cálculo de eficiências de detecção e levantamento 

de espectros de deposição de energia, para vários tamanhos de 

cristais, de Nal (Tu) , e para vários tipos de energias de fon­

tes. Neste Capitulo faz-se uma descrição suscinta destes tra­

balhos colocando em evidência apenas as características princ^ 

pais de cada um. 

Inicialmente, vale ressaltar o conceito da razão pj_ 

co/total como um importante parâmetro nos cálculos menciona­

dos acima. A razão pico/total é a fração dos raios gama que 

interagindo dentro do detetor são totalmente absorvidos, divi­

dida pela fração dos raios gama que, penetrando no detetor, so 

frem pelo menos uma interação. Quanto maior a razão pico/to­

tal maior a eficiência de detecção do sistema, e portanto, fa 

cilitando a interpretação do espectro. Entretanto, os cálcu­

los teóricos geralmente apresentam razões pico/total maiores 

que as medidas experimentalmente, devido ao fato destes cálcu­

los não levarem em consideração as interações na embalagem do 

cristal (geralmente A£ + A £ 0 3 ) , o retroespalhamento no vidro 

da fotomul tipl icadora e a radiação de fundo. Alguns autores 

tais como: E. Nardi /29/, J.D. Marshall /23/ e J.J. Steyn, R. 

Huang e D.W. Harris /36/, introduziram modificações em seus tra 

balhos para diminuir esta discrepância. 

A Tabela 1 descreve as caracterTsticas dos principais 

trabalhos publicados na literatura. Os trabalhos de Miller e 

Snow /26/, e Zerby e Moran /44/ devem ser enfatizados no sentj_ 

I I N S T I T U T O DE P E S Q U ' S A S E N E R G É T I C - S E NUCLEARES 

( i. P e. N . 
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do que de certa forma foram os pioneiros e também porque os tra 

balhos que foram feitos até o presente são basicamente a intro 

dução de aproximações ou refinamentos mais ou menos acurados 

nestes dois importantes trabalhos a n t e r i o r e s . 

No trabalho de Mil ler e Snow / 2 6 / as principais apro^ 

ximaçÕes feitas foram: a) o elétron move-se em linha reta (não 

consideram o espalhamento m ú l t i p l o ) , b) no caso do elétron es­

capar do cristal a radiação de freamento é calculada para um £ 

létron com energia igual a energia a b s o r v i d a , c) utilizaram o 

espectro da radiação de freamento no Nal calculado por Zerby 

e Moran / 4 2 / , que consideraram as colisões radiativas como uma 

perturbação no transporte de e l é t r o n s . 

Zerby e Moran /44/ utilizaram técnicas de Monte Car­

lo mais s o f i s t i c a d a s , mas não consideraram o transporte de elj[ 

trons e p õ s i t r o n s , o que significa que estes são desacelerados 

e parados no ponto de sua criação. 

Weitkamp / 3 8 / desenvolveu um programa de Monte Carlo 

mais rápido para o cálculo de e f i c i ê n c i a s , e embora tenha in­

cluído o efeito de formação de pares não considerou perdas de 

energia devido a radiação de freamento e escape de e l é t r o n s . 

F r a n z e n , Bianchini e Mafra /10/ e Hehl / 1 5 / , seguin­

do o modelo dado por Miller e Snow / 2 6 / , consideraram o efeito 

de formação de pares e a fuga de e l é t r o n s . E interessante no­

tar que estes são dois dos primeiros trabalhos realizados no 

Brasil e, particularmente no IPEN, para o cálculo de eficiên­

cias e o levantamento de espectros de radiação gama em deteto­

res de Nal . 

No trabalho de Snyder / 3 3 / o transporte de elétrons 

é tratado de uma forma d i f e r e n t e , ou s e j a , distancias p e r c o r r ^ 

das e pontos de emissão da radiação de freamento são estimados 

r Í N S T I T U t O DE P t e ô Q U i S * S E N E R G É T l C 4 3 E 
* I D P NI. 

N U C L E A R E S 3 
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TABELA 1 . C a r a c t e r í s t i c a s P r i n c i p a i s de Trabalhos Publ icados 

na L i t e r a t u r a 

Faixa de Tipos de 
Autores Energia 

(MeV) 
Fonte Notas 

M i l l e r e Snow /26 / 0,01 - 15 FP /F1 /FD1 E D E / E B / T E / E F F 

Zerby e Moran / 44 / 0,01 - 10 F1 E D E / E F F / E B 

Weitkamp /38 / 0,2 10 F1 EFF 

Snyder / 3 3 / 0,01 - 10 F1 /FP E F F / E B / T E 

Giann in i et a l / 1 2 / 0,015 - 20 F P / F L / F E E F F / E D E / T E / E B 

Berger e S e l t z e r / 3 / 0,1 20 FP EDE 

Mart in et al / 24 / •0,5 20 RC E D E / E B / T E 

Steyn et al /36 / 0,279 - 3 F1/FP EDE/EFF/EM 

Nakamura /28 / 0,192 - 3 F1/FC EDE/EFF 

Nardi / 2 9 / F1 EDE/EFF 

Beam et al / 2 / 0,2 - 1 F3 EFF 

Este t raba lho 0,2 3 F3 /FP /FD2 EFF/EDE 

S i g l a s : 

1 - Tipos de Fonte 
F1 = fonte puntual no eixo do c r i s ta l , 
F2 = fonte puntual acima do plano do topo do c r i s ta l , 
F3 = fonte puntual acima do plano da base do c r i s t a l , 
FP = feixe paralelo, 
FE = fonte el ipsoidal, 
FD1 = fonte em forma de disco com raio menor ou igual ao raio do 

c r i s ta l , 
FD2 = FD1 + raio do disco maior que o raio do c r i s t a l , 
FC = fonte cilTndrica no eixo do detetor, 
RC = raios cósmicos. 

2 - Notas 

EFF = ef ic iências, 
EDE = espectros de deposição de energia, 
TE = considerações sobre o transporte de elétrons, 
EB = considerações sobre a radiação de freamento, 
EM = considerações sobre a embalagem do cr istal e a radiação de 

fundo. 

* Com base nos o r i g i n a i s , esta tabe la f o i e laborada com o i n ­

t u i t o de dar r e l e v â n c i a aos autores quanto aos seus ob je t i vos 

p r i n c i p a i s , não s ign i f i cando que esta possui uma descr i ção com 

p le ta dos t raba lhos mencionados. 
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estatisticamente com funções distribuição de probabilidades a-

d e q u a d a s . Este método produz resultados com uma concordância 

excelente quando comparados com resultados e x p e r i m e n t a i s . Po­

rém, este trabalho não reproduz espectros de deposição de ener 

gia bem detalhados dado que foi feito o r i g i n a r i a m e n t e com o in 

tuito de calcular e f i c i ê n c i a s . 

G i a n n i n i , Oliva e Ramorino / 1 2 / fizeram m e l h o r a m e n ­

tos no tratamento da radiação de freamento através da simula -

ção das perdas de energia do elétron nas colisões r a d i a t i v a s . 

Para a simulação deste efeito eles dividiram a trajetória do e 

létron em duas p a r t e s , uma primeira onde o elétron move-se em 

linha reta e uma segunda onde o elétron difunde-se em uma dire 

ção aleatória. 

S t e y n , Huang e Harris /36/ simularam o e n c a p s u l a m e n ­

to do cristal e o retroespalhamento no vidro da fotomultiplica_ 

dora. Este trabalho confirmou a importância destes dois efei­

tos nos cálculos de eficiências e levantamento de e s p e c t r o s . 

Seltzer e Berger / 3 / , Martin et al /24/ introduziram 

modelos para a simulação do espalhamento múltiplo de e l é t r o n s . 

Nardi / 2 9 / , simulou a presença do alumínio no topo do cristal 

e o retroespa1hamento no vidro da f o t o m u l t i p l i c a d o r a . Marshall 

/2 3 / considerou geometrias complexas e a presença de outros ma_ 

teriais em volta do c r i s t a l , mas poucos detalhes são forneci­

dos. Beam et al / 2 / , utilizaram redução total da variância e 

simulação de várias posições de fontes puntuais para energias 

menores que 1 MeV em um programa de c o m p u t a d o r , essencialm e n 

te o mesmo que o de Zerby e Moran / 44/, para o cálculo somente 

de e f i c i ê n c i a s . 

Neste trabalho utiliza-se técnicas de Monte Carlo u-

tilizadas por Zerby / 4 1 / e Beam et al / 2 / , na confecção de um 



programa de computador para o cálculo de eficiências e levanta^ 

mento do espectro de deposição de energia para fontes de raios 

gama monoenergéticas com energias discretas menores que 3 MeV. 

Esta limitação deve-se ao fato de não ter sido considerado o 

transporte de elétrons e principalmente por não ter sido intro 

duzido a simulação da radiação de freamento (bremsstrahlung).A 

utilização de técnicas de redução da variância e a versátil ida_ 

de de aplicação quanto aos tipos de fonte e dimensões do cris­

tal que podem ser u t i l i z a d o s , fazem com que este trabalho seja 

bastante rápido podendo ser aplicado facilmente e extens i vameji 

te para a simulação de varias condições de d e t e c ç ã o . 

Um pequeno histórico sobre o método de Monte Carlo 

bem como uma breve revisão dos trabalhos experimentais publica^ 

dos na l i t e r a t u r a , são fornecidos nos Capítulos 4 e 6 r e s p e c t ^ 

vãmente. 
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4. O MÉTODO DE MONTE CARLO 

INTRODUÇÃO 

Os modernos computadores digitais tornaram possível 

a simulação de complicados problemas matemáticos utilizando mé_ 

todos de Monte Carlo. Embora este método seja tipicamente usa^ 

do para.simular processos aleatórios ou r a n d Õ m i c o s , ê também 

frequentemente aplicado em problemas que não tem uma interpre­

tação probabilística imediata. Por isto tem-se tornado um mé­

todo de cálculo muito útil em todas as principais áreas cientT_ 

ficas. 

0 termo Monte Carlo apareceu na literatura pela pri­

meira vez na obra de Metropolis e Ulam / 2 5 / em 1949. Este meto 

do foi desenvolvido originariamente por von N e u m a n n , Fermi e 

Ulam que também foram os principais responsáveis pela grande u 

tilização do método de Monte Carlo na física e engenharia mo­

dernas. Estes pesquisadores e seus colaboradores fizeram com 

que estas técnicas pudessem ser utilizadas por fTsicos e enge­

nheiros sem a necessidade de fundamentos sofisticados da teo­

ria e s t a t í s t i c a . Desde então verificou-se uma rápida difusão 

deste método particularmente no campo da física e engenharia 

nucleares. 

0 método de Monte Carlo é uma técnica de análise nu­

mérica que utiliza a amostragem estatística para a solução de 

problemas f T s i c o s , ou m a t e m á t i c o s . Um modelo estocãstico ê a-

mostrado de distribuições de probabilidade apropriadas que re­

presentam o sistema sendo simulado e estimando-se as respostas 

requeridas por intermédio de médias e s t a t í s t i c a s . Particular­

m e n t e , no tratamento do problema do transporte de partículas 
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através de meios m a t e r i a i s , os métodos probabilísticos utiliza^ 

dos podem necessitar de uma análise estatística bastante rigo­

rosa para justificá-los plenamente /4/. Entretanto o método de 

Monte Carlo ê bastante intuitivo e geralmente requer apenas co 

nhecimentos básicos da teoria de p r o b a b i l i d a d e s . P o r t a n t o , nes_ 

te trabalho faz-se apenas uma breve revisão de alguns concei­

tos de probabilidade e e s t a t í s t i c a . 

Como exemplo de uma aplicação do método de Monte Car 

lo, seja a simulação da emissão e o transporte da radiação a-

través de meios m a t e r i a i s . Estes fenômenos podem ser conside­

rados p r o b a b i l í s t i c o s , ou s e j a , na emissão de radiação por uma 

fonte deve-se conhecer a probabilidade da radiação ser emitida 

com um determinado ângulo e e n e r g i a , e o processo de transpor­

te envolve o conceito de secção de choque que é a p r o b a b i l i d a ­

de que a radiação interaja de uma determinada m a n e i r a . Na aplji_ 

cação do método de Monte Carlo na solução deste processo de 

t r a n s p o r t e , simula-se desde o processo de "nascimento" da ra­

diação, a trajetória percorrida por esta r a d i a ç ã o , até a sua 

"morte" por absorção ou fuga do s i s t e m a . Esquematicamente po­

de-se colocar a solução deste problema no diagrama representa­

do pela Figura 4-1. 

IINSTITUTO DE K t o u w ^ " w - -

.i. p e. N. 
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Figura 4-1. Diagrama de blocos de uma aplicação do método de 

Monte Carlo em processos de t r a n s p o r t e . 
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¿1-2. NOÇÕES DE P R O B A B I L I D A D E E ESTATÍSTICA 

Seja um fenômeno (experimento) que forneça m dife­

rentes r e s p o s t a s . Por e x e m p l o , na interação da radiação gama 

com a matéria existem "praticamente" apenas três possibilida -

des, ou seja: o efeito fotoelêtrico ( 1 ) , o efeito Compton (2) 

e o efeito de formação de pares (3). C o n s i d e r a n d o - s e N inte 

rações de raios gama obtém-se interações do tipo 1, in. 

terações do tipo 2 e interações do tipo 3. Define-se a 

probabilidade do evento ocorrer como: 

N . 
p(E. ) = — 1 - ; i = 1 , 2, . . . , m . (4.1) 

1 N 

Obviamente 

0 < p ^ . ) < 1 , (4.2) 

e p ( E t ) + p ( E 2 ) + ... + p ( E m ) = 1 (4.3) 

Denomina-se espaço amostrai ou espaço de eventos ao 

conjunto de todas as respostas possíveis para um determinado 

fenômeno. Um espaço amostrai pode ser discreto ou c o n t i n u o , e 

finito ou infinito. Como por exemplo o resultado de um jogo de 

dados possui um espaço amostrai discreto e f i n i t o , e a emissão 

de uma partícula com um determinado ângulo zenital.um espaço a 

mostrai continuo e infinito, isto porque pode-se obter q u a l ­

quer resposta entre o 0 e TT . 

Uma regra ou uma f u n ç ã o , que associa a cada evento 

de um espaço amostrai um número real é chamada variável aleatõ 

ria (vide Figura 4-2). 

Associada com qualquer variável aleatória existe uma 

função distribuição de probabilidade ( f . d . p ) , que é definida 
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espaço amostrai 

Figura 4-2. Representação de variável a l e a t ó r i a . 

como a probabilidade com a qual uma variável aleatória assuma 

determinado valor. Assim por e x e m p l o , uma distribuição de pro 

habilidade associada com um espaço amostrai d i s c r e t o , é aquela 

resultante de um jogo de dados (Figura 4 - 3 ) . 

F. possível notar que a função distribuição de proba­

bilidade descreve a frequência relativa com que a variável a-

leatória assume o valor x . Para uma f.d.p. c o n t i n u a , a pro­

babilidade da variável aleatória X assumir valores entre x 

e x + dx é dada por: 

p(x < X < x + dx) = p(x) = f(x) dx , (4.4) 

e no caso do espaço amostrai ser discreto a f.d.p. é definida 

como 

X 1 2 3 4 5 6 

p(x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

Figura 4-3. Distribuição de probabilidade ( p ( X = x ) ) para a v a 

riãvel aleatória (X) representando o espaço amo.s 

trai de um jogo de dados. 
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p ( x i _ 1 < X < x i ) = p ( X ) f(x.) , (4.5) 

com as seguintes p r o p r i e d a d e s : 

f.d.p. contínua < 

f(x) > 0 

f(x) dx = 1 

(4.6) 

(4.7) 

f.d.p. discreta < 

f(x.) > 0 

l f(x.) = 1 
i = 1 1 

(4.8) 

(4.9) 

Define-se função distribuição c u m u l a t i v a , f . d . c , co 

mo sendo a função F(x) , associada com a probabilidade que a 

variável aleatória (X) tenha um valor menor que x , i.ê, para 

o caso continuo 

F(x) = P(X < x) f(x) dx (4.10) 

F(x. ) = P(X < x. ) = l f(x.) 
- K i = 1 1 

(4.11) 

para o caso discreto. Destas equações pode-se verificar que: 

lim F(x) 1 , 
X oo 

lim F(x) = 0 , 
X ->- - o o 

P(a < x < b) = F(b) - F(a) 

l f(x,) = 1 
i = 1 1 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

A uma variável aleatória esta associado o conceito 
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de valor esperado. Se f(x) é a f.d.p. de X , o valor espe^ 

rado de X é definido como: 

x f(x) dx , (4.16) 

para o caso c o n t í n u o , e 

x = -L- l x. f(x.) , (4.17) 

para o caso discreto. Pode-se notar facilmente que estas fór­

mulas representam a generalização do conceito comum de esperar^ 

ça matemática ou m e d i a . 0 método de Monte Carlo é essencial -

mente o cálculo de tais médias e suas respectivas v a r i â n c i a s , 

as quais são definidas como: 

s 
2 r , -,2 (x - x T f(x) dx (4.18) 

s 2 = -L- l (x. - x)2 f(x.) . (4.19) 
N i=1 1 1 

Variância de uma variável aleatória é definida como 

a média dos quadrados dos desvios da variável aleatória de sua 

esperança m a t e m á t i c a . Desvio ou erro padrão é definido como 

raiz quadrada da v a r i â n c i a . 
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4-3. NÚMEROS ALEATÓRIOS 

A solução de problemas pelo método de Monte Carlo é 

r e a l i z a d a , como será visto p o s t e r i o r m e n t e , através do uso de nú 

meros denominados aleatórios ou rsndÕmicos que são números en­

tre 0 e 1 os quais representam amostragens independentes da 

função distribuição u n i f o r m e , i.é, 

f(x) 

1 , 0 < x < 1 , 

(4.20) 

0 de outra forma. 

Números aleatórios podem ser obtidos utilizando tabe 

las construídas através de procedimentos e x p e r i m e n t a i s , como 

por e x e m p l o , uma roleta de n ú m e r o s . Entretanto para a utiliza 

ção de tabelas é necessário uma grande área de memória para a_r 

mazenamentos destes n ú m e r o s , o que constitui uma grande desvan^ 

tagem. Portanto são comumente utilizadas fórmulas de recorri]! 

cia que fornecem números chamados pseudo-aleatórios visto que 

estes números são gerados d e t e r m i n i s t i c a m e n t e . 

Os principais métodos de geração de números aleató­

rios em computadores digitais estão baseados na seguinte obser 

vação: sejam dois números x e y possuindo muitos dTgitos , os 

dTgitos centrais do produto xy comportam-se i n d e p e n d e n t e m e n ­

te como funções dos dTgitos de x e y . Dentro desta idéia von 

Neumann estipulou a técnica do quadrado c e n t r a l , que consiste 

em elevar ao quadrado um determinado número e extrair um núme­

ro apropriado de dTgitos do meio deste q u a d r a d o , e repetir e s ­

te processo. 

A idéia deste algoritmo é q u e , embora a sequência de 

números gerada é completamente d e t e r m i n T s t i c a uma vez que o pri 



Zb 

meiro número ê especificado, estes números comportam-se esta -

tisticamente como se fossem amostrados aleatoriamente. Isto é, 

são suficientemente uniformes e não correlacionados permitindo 

que a sua utilização não incorra em grandes erros. 

Estas sequências de números são chamadas pseudo-ale£ 

tõrias devido ao seu caráter determinístico e possuem a grande 

vantagem que é a de poderem ser repetidas desde o inTcio e as­

sim possibilitar uma repetição do processo computacional da si_ 

mui ação. 

Em 1949 Lehmer /32/ propôs uma variação do método do 

quadrado central chamado de método da congruência multiplicai^ 

vo, que possui a forma 

x i = a x i _ 1 (mod m) , (4.21) 

onde x Q ê um inteiro positivo, a é um inteiro positivo, e 

o módulo, m , ê.um inteiro positivo maior que a e x , que na 

pratica e o maior número inteiro que o computador pode repre -

sentar (para facilidade do algoritmo). Uma boa escolha para 

x Q , a e m garante um grande perTodo para a sequência e a sua 

estabilidade quanto a testes de aleatoriedade. Esta escolha é 

feita por meio de considerações numéricas que fogem ao escopo 

deste trabalho /35/. No Apêndice C ê fornecido um diagrama de 

blocos para geração de números aleatórios segundo este método. 

MacLaren e Marsaglia /20/, apresentaram um método que 

combina dois geradores usando o método congruencial . Este no­

vo método segundo os testes de aleatoriedade feitos em /20/, é 

o mais satisfatório. 
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4 - 4 , MÉTODOS DE AMOSTRAGEM 

Para a solução de problemas pelo método de Monte Car 

lo é necessário fazer amostragens de distribuições de probabi­

lidades a d e q u a d a s . Quantidades aleatórias distribuídas u n i f o ^ 

memente podem ser utilizadas para a simulação de eventos que 

obedecem praticamente a qualquer lei de distribuição /32/. A 

relação 'entre números aleatórios com uma dada distribuição de 

probabilidade e números aleatórios distribuídos uniformemente 

entre ( 0 , 1 ) , está baseada no seguinte t e o r e m a : se a quantidade 

aleatória n. possui uma função distribuição de probabilidade 

f(x) , então a distribuição da quantidade aleatória 

r n f(x) dx , (4.22) 

é uniforme no intervalo ( 0 , 1 ) . Portanto esta relação determi­

na n como função somente de £ , com frequência f(x) dx no 

intervalo (x , x + d x ) . Este p r i n c i p i o , constitui-se na base 

do método de Monte C a r l o , sendo que a sua demonstração pode ser 

encontrada na referencia / 3 2 / . 

Nesta seção dã-se relevância apenas a alguns dos mé­

todos comumente utilizados para e f e t u a r , a partir de uma dis­

tribuição u n i f o r m e , t r a n s f o r m a ç õ e s que forneçam as distribui -

ções de probabilidades d e s e j a d a s . 

4-4.1 0 Método Direto 

Este método é a aplicação direta do princípio básico 

das técnicas de amostragem do método de Monte Carlo, isto ê, 

quando a função distribuição cumulativa Ç = F(x) da distri -

buição de probabilidade pedida possui uma função inversa explT 
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c i t a , simplesmente pode-se amostrar um e v e n t o , definido por 

x , do espaço amostrai correspondente a f.d.p. , através de 

x = F (Ç) . Obviamente a eficiência da aplicação deste método 

depende da facilidade da computação de F~ (Ç) , onde £ é um 

número aleatório distribuído uniformemente entre 0 e 1. 

Uma aplicação do princTpio básico de Monte Carlo po­

de ser a amostragem da distância entre colisões de uma partícu^ 

la (L). A probabilidade da partícula sofrer uma colisão entre 

£ e £ + d£ é dada por: 

- Z £ 
f(£) d£ = e t E t d£ , (4.23) 

onde Ej. é a seção de choque m a c r o s c ó p i c a total do m e i o . Se­

j a , 

F(£) e z z t d£ = 1 - e z , (4.24) 

temos então: 

L = ~ £n(l - Ç) = F" 1(Ç) , (4.25) 
Z t 

Mas desde que (1 - Ç) tem a mesma distribuição que Ç , obtém 

-se: 

1 £n Ç . (4.26) 

Outro exemplo é a amostragem da direção de emissão 

de uma partícula por uma fonte com uma distribuição isotrópi -

ca. Isto significa que cada elemento de ângulo solido recebe 

a mesma c o n t r i b u i ç ã o , dfi/47r . Esta distribuição em coordena -

das esféricas pode ser escrita como: 

p(n) d n = -M- = s e n e d e (4.27) 
4TT 2 2TT 
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Pode-se notar que 0 e <j> sao variáveis aleatórias 

i n d e p e n d e n t e s , por isso podem ser amostradas s e p a r a d a m e n t e . Se 

j a , 

*1 

'2 

1 y dy ; (y = cose) , (4.28) 

-1 

•<J> 

2TT 
d<f> (4.29) 

portanto 

C1 Ç, = 4- (y + 1) , (4.30) 

(4.31 ) 
2TT 

invertendo, obtém-se 

6 = are cos ( 2 ^ - 1 ) , (4.32) 

<t> = 2TT Ç 2 , (4.33) 

onde e números aleatórios uniformemente d i s t r i b u a 

dos entre 0 e 1. Portanto 0 e (j> denotam uma direção para a 

emissão de uma partícula segundo uma emissão i s o t r ó p i c a . 

Nos exemplos acima a f.d.c. pode ser facilmente in­

vertida, entretanto em muitas aplicações a equação (4.22) nem 

sempre é possível de ser invertida a n a l i t i c a m e n t e . Um método 

iterativo, como por exemplo o método de N e w t o n - R a p h s o n / 1 9 / , p£ 

de ser usado para inverter Ç = F(x) . 

Uma outra técnica que utiliza o princípio básico di­

retamente, e também bastante u s a d a , é a interpolação linear, 

nesta técnica divide-se o intervalo (a,b) em pontos discretos 

e armazenando valores acurados de F(x^) nos pontos da sub dj_ 

visão. Se i é o primeiro Tndice para o qual Ç - F(x^) é 

n e g a t i v o , então 
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X i 

F(x.) - Ç 

F ( X i ) - F U ^ ) 
(x. 

*1-1> 
(4.34) 

F(x) 

1 

Figura 4-4. 

Amostragem por interp£ 

1 a ç ã o linear. 

4-4.2 A Técnica da Rejeição 

Foi mencionado anteriormente que a computação de 

- 1 T -

F" (ç) pode ser d i f í c i l . Neste caso um método alternativo pa^ 

ra a amostragem de uma função distribuição f(x) , é a técnica 

da rejeição. 

Esta técnica consiste em retirar um valor aleatória 

da função distribuição de probabilidade (f.d.p.) e sujeitá-lo 

a um t e s t e , para determinar se este valor pode ser aceite como 

amostra. A técnica da rejeição é devida a von Neumann / 1 8 / e 

pode ser descrita nos seguintes p a s s o s : 

f(x)4 
< 

f(x) 

Fi gura 4-5 . N 

Ilustração da técnica 

da rejeição. 

a x b 
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1. Escolhe-se um valor K O qual excede todos os valores de 

f(x) dentro da região ( a , b ) . 

2. Obtém-se dois números aleatórios e uniformemente 

distribuídos entre 0 e 1 que são usados para e n c o n t r a r : 

f(x) ; para x = a + Ç ^ b - a ) , (4.35) 

e N = Ç 2 K . (4.36) 

3. Se f(x) _> N , o valor x é aceito como a m o s t r a , caso con­

trário o processo é repetido até satisfazer esta inequação. 

A eficiência de. técnica da rejeição e definida como 

a razão do número de amostragens aceitas pelo número total de 

a m o s t r a g e n s , isto é, a razão da área sob a curva pela área to­

tal do retângulo (Fig. 4-5). Portanto 

f b 
f(x) dx 

eficiência = — = - (4.37) 
K ( b - a ) K ( b - a ) 

Embora a técnica da rejeição seja geralmente conveniente para 

se amostrar e v e n t o s , esta pode tornar-se ineficiente em termos 

de c o m p u t a ç ã o , se a eficiência é p e q u e n a . Portanto o valor de 

K deve ser o menor possível que exceda f(x) na região consj_ 

d e r a d a , ou s e j a , o máximo de f(x) . 

4-4.3 Amostragem por Importância 

No tratamento dos problemas de Monte Carlo é impor -

tante notar a diferença entre tais problemas e o problema usual 

de estimativas e s t a t í s t i c a s . No problema de estimativa esta -

tTstica c o m u m , tanto a distribuição de probabilidade como os 
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parâmetros a serem estimados são f i x o s , ou s e j a , dada uma amos_ 

tra de n valores da d i s t r i b u i ç ã o , a melhor (ou de mTnima va­

riância) estimativa para o parâmetro é calculada / 3 1 / . 

Nos cálculos por Monte C a r l o , apenas a resposta é 

realmente f i x a , dado que as soluções de um determinado proble­

ma físico ou matemático devem ser apro x i m a d a m e n t e iguais inde­

pende do método de cálculo u t i l i z a d o . Portanto o problema é fà_ 

zer a amostragem de uma distribuição que forneça uma variância 

mTnima para esta r e s p o s t a , garantindo desta maneira a sua valj_ 

dade. 

Como uma simulação geralmente requer uma grande quan 

tidade de c a l c u l o , geralmente é necessário utilizar técnicas 

de amostragem que forneçam o resultado desejado com maior rapj_ 

dez. Tais técnicas são chamadas técnicas de redução da variar^ 

cia e dentre elas está a amostragem por i m p o r t â n c i a . 

A amostragem por importância consiste em forçar a se 

leção de um maior número de pontos nas partes mais importantes 

do p r o b l e m a . Por e x e m p l o , em um problema de t r a n s p o r t e , a a-

mostragem das trajetórias que mais contribuem para o cálculo do 

•parâmetro sendo e s t i m a d o . Esta distorção se faz introduzindo 

uma nova função distribuição e os valores obtidos devem ser al_ 

terados utilizando um fator peso. 

Seja a função distribuição de probabilidade p(x) de 

finida em ( a , b ) . 0 valor médio de uma função f(x) quando x 

é amostrado de p(x) é: 

X 
b 

f(x) p(x) dx (4.38) 

Entretanto é possível amostrar valores de f(x) através de u-

ma outra função distribuição p'(x) , ou s e j a , se para cada poji 
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to x.j escolhido for computado um peso w(x^) = p (x . ) / p ' (x ̂  ) 

e se o resultado da amostragem for calculado na forma w(x^)f(x^), 

o valor médio de f'(x) = f(x) w(x) = f(x) p(x)/p'(x) , serã: 

X' = f'(x) p'(x) dx = f(x) p(x) dx = X , (4.39) 

a a 

portanto o' valor médio de f(x) e igual ao de f'(x) . Porém 

o mesmo .não acontece para as v a r i â n c i a s , dado que: 

X 2 

b 
f 2 ( x ) p(x) dx , (4.40) 

X ' 2 = f b f , 2 ( x ) p'(x) dx = f b ~2Í^L f 2 ( x ) p(x) dx (4.41) 

comparando as variâncias de f(x) e f'(x) 

s 2 = X 2 - ( I ) 2 , (4.42) 

s ' 2 = X ' 2 - ( X ' ) 2 , (4.43) 

ê possível notar que se p'(x) for escolhida de modo que re­

presente a parte do intervalo que mais contribua no cálculo da 

função, ou s e j a , que p(x)/p(x') < 1 neste intervalo, isto im 

plica que a variância serã r e d u z i d a . 

4-4.4 Roleta Russa e Fracionamento 

Estas são duas das mais conhecidas técnicas de Monte 

Carlo para redução da v a r i â n c i a . São aplicadas em regiões con 

sideradas não importantes (roleta russa) e importantes (fraci£ 

n a m e n t o ) . 

Considerando o problema do transporte de p a r t í c u l a s , 
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suponha que partículas com peso w entraram em uma região coji 

siderada não importante (regiões de pequena v a r i â n c i a , mas que 

não contribuem significativamente no cálculo de determinado pa^ 

râmetro em e s p e c i a l ) , portanto é conveniente diminuir o número 

de partículas seguidas dentro desta região. Aplicando roleta 

russa, esta técnica faz com que a partTcula sobreviva com uma 

probabilidade q , e w/q ê considerado como amostra sendo seu 

peso aumentado pelo fator q . P o r t a n t o , partTculas poderiam 

ser mortas com probabilidade (1 - q) . Desta maneira a roleta 

russa é considerada um caso especial da amostragem por impor­

tância no qual a probabilidade do término da história é aumen­

tada nas regiões não importantes e diminuTda nas regiões signj^ 

f i cati vas. 

0 fracionamento é uma técnica complementar utilizada 

nas regiões importantes. Esta técnica consiste em considerar 

n partTculas iguais a uma determinada partTcula que conseguiu 

chegar a uma região i m p o r t a n t e , isto faz com que cada partTcu­

la que chegue a esta região produza n ramificações indepen -

d e n t e s , cada uma começando com um peso igual a 1/n vezes o pe 

so da partTcula o r i g i n a l . 

A roleta russa e o fracionamento são as técnicas de 

redução da variância mais u t i l i z a d a s . Geralmente economizam 

tempo de computação e fornecem grandes reduções da variância , 

particularmente quando as regiões importantes são facilmente 

i d e n t i f i c á v e i s , como por exemplo nos cálculos de b l i n d a g e n s . 0 

desenvolvimento teórico destas duas técnicas pode ser encontra 

do em Shreider / 1 5 / . 
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4-4.5 Outras Técnicas de Amostragem 

Existe uma grande variedade de outras técnicas de a-

mos t r a g e m , como por e x e m p l o , o método das variáveis antitéti -

ca s , a amostragem e s t r a t i f i c a d a , o método da transformada expo^ 

n e n c i a l , o método da s u p e r p o s i ç ã o , e t c . Entretanto uma descrj_ 

ção mais detalhada destas técnicas fugiria ao escopo deste tra 

ba1ho . . 

¿4-5. ANÁLISE DOS RESULTADOS 

A validade dos resultados obtidos com a aplicação do 

método de Monte Carlo depende em grande parte de dois teoremas 

bastante intuitivos que serão apenas m e n c i o n a d o s , portanto sem 

a devida demonstração. 

Teorema 1. A Lei dos Grandes Números 

Esta lei estipula que a precisão de uma estimativa é 

melhor quanto maior for o número de a m o s t r a g e n s . Como a p l i c a ­

ção desta lei em um cálculo por Monte C a r l o , seja x^ , x^, 

x n valores amostrados da variável aleatória X . A média da a; 

mostra será: 

1 n 

x = — I x. (4.44) 
n i = 1 1 

A lei dos grandes números estipula que a média da a-

mostragem aproximará quase sempre da média da população ou mé­

dia real, como um limite para n tendendo a infinito. Uma de 

monstração para este teorema pode ser encontrada em Cárter e 

Cashwell / 2 1 / . 

Ent r e t a n t o , para se estabelecer um limite aceitável 

I N S T I T U T O DÊ PESQUISAS E N E R G É T I C A E NUCLEARES 

I. P. Ê. N. 
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para o erro estatístico da média da amostra, é necessário a a-

plicação do teorema do limite central. Além disso, este impO£ 

tante teorema permite utilizar a distribuição normal para re­

presentar variáveis aleatórias independentes e identicamente 

distribuídas sem considerar a forma da distribuição de probabj^ 

1 idade. 

Teorema -2. Teorema do Limite Central 

Seja x,j, x^ 5 ... uma sequencia de variáveis a-

leatõrias independentes e identicamente distribuTdas com medi as 

m e desvios padrões o comuns. Então a seguinte média: 

x = — l x. , (4.45) 
n i = 1 1 

possui-uma distribuição normal com média m e desvio padrão 

o / /n , i . é : 

lim p { < x \ 1 

n ->- oo a//n / 2 T T 

2 
e _ t 1 1 dt , (4.46) 

isto é, quando n °° o erro na avaliação de x depende ape­

nas de n e o . 

Uma demonstração para este teorema pode ser encontra 

da em Spanier e Gelbard /15/. 
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5. CÁLCULO DE EFICIÊNCIAS E LEVANTAMENTO DO ESPECTRO 

5-1. IDEALIZAÇÕES E APROXIMAÇÕES PARA A CONSTRUÇÃO DO MODE­

LO DE SIMULAÇÃO 

A primeira idealização que se faz para a modelagem 

do sistema fonte-detetor é a eliminação dos efeitos da radia­

ção de fundo. Tal hipótese é j u s t i f i c a d a , desde que esta ra­

diação é particular para cada e x p e r i ê n c i a . Tal eliminação pos^ 

sibilita estimar a resposta real do d e t e t o r , além do q u e , a ra 

diação de fundo pode ser calculada subtrai ndo os resul tados caj^ 

culados dos r-esultados e x p e r i m e n t a i s . Esta eliminação se faz 

considerando que a fonte e o detetor estão suspensos em um vá­

cuo infinito. A diferença entre os resultados calculados e os 

experimentais devido a esta a p r o x i m a ç ã o , é significante apenas 

nas regiões de baixa energia e pequeno número de contagens no 

e s p e c t r o , ou s e j a , regiões como o vale entre o f o t o p i c o e a cau 

da Compton ou em espectros devido a fontes de alta e n e r g i a . 

As interações mais importantes que governam o trans­

porte de um fõton dentro da faixa de energia de utilização des_ 

te trabalho (0.15 < E < 3 M e V ) , são o efeito C o m p t o n , o efeito 

fotoelétrico e o efeito de formação de pares. A não utiliza -

ção do espalhamento R a y l e i g h , que é também bastante provável 

na faixa de energia c o n s i d e r a d a , significa que fõtons e s p a l h a ­

dos por este processo não sofrem mudança de direção e nem per­

da de e n e r g i a . Estas aproximações são suficientemente vãl idas, 

na faixa de energia considerada neste t r a b a l h o , conforme já d i £ 

cutido por Zerby / 4 1 / . 

No efeito Compton o fõton muda de direção e transmi­

te parte de sua energia para o e l é t r o n . Este efeito é o mais 
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provável para energias entre 0.2 e 6 MeV . 

0 efeito fotoelêtrico é significante apenas para fõ-

tons de baixa e n e r g i a , ou s e j a , a seção de choque aumenta com 

a diminuição da e n e r g i a , conforme ilustrado na Figura 5-1. Nes^ 

ta interação o fóton transmite toda a sua energia para o elétron 

que e ejetado do átomo com energia igual a energia do fóton me 

nos a energia de ligação do elétron no átomo. Esta energia é 

considerada totalmente absorvida no detetor porque el étrons com 

baixa energia possuem pequena probabilidade de escape e de e-

missão de radiação de freamento. Esta aproximação também não 

introduz erros s i g n i f i c a t i v o s , nos r e s u l t a d o s , dentro da faixa 

de energia considerada como se discutira p o s t e r i o r m e n t e . 

Para energias acima de 1.02 MeV o efeito de forma­

ção de-pares pode o c o r r e r , sendo que neste processo o fóton de 

saparece e parte de sua energia é convertida na formação de um 

par e l é t r o n - p ó s i t r o n , com energias cinéticas iguais a metade 

da energia residual do fóton de a n i q u i l a m e n t o . 

Os efeitos de polarização no espalhamento Compton fo 

ram ignorados. E n t r e t a n t o , após alguns e s p a l h a m e n t o s a radia­

ção não é completamente d e s p o l a r i z a d a , e portanto a penetração 

do raio gama aumenta no c r i s t a l . Porém o erro proveniente des^ 

ta aproximação pode ser considerado negligível /44/. 

As partículas carregadas originárias das interações 

citadas acima têm um papel importante na determinação do espec 

tro de deposição de energia porque podem acarretar fuga de e-

nergia do cristal através das radiações secundárias que produ­

zem, por exemplo a radiação de freamento e, também através de 

suas próprias fugas do c r i s t a l . P o r é m , segundo os gráficos dos 

trabalhos de Zerby / 4 2 / e Giannini et al / 1 1 / , a probabilidade 

de emissão de radiação de freamento por elétrons com energias 
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1000 

Energia (MeV) 

F-igura 5-1. SeçSes de choque para o Iodedo de Sódio para raios 
gania 1111. 
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menores que 3 MeV , é d e s p r e z í v e l . Desta m a n e i r a , neste traba 

lho considera-se que os elétrons perdem energia apenas por io­

nização e e x c i t a ç ã o , e também são considerados desacelerados e 

parados no ponto de sua produção. Tal hipótese pode ser j u s t ^ 

ficada tendo em vista que o caminho residual percorrido por es^ 

tas p a r t í c u l a s , nas energias aqui c o n s i d e r a d a s , é muito peque­

no quando comparado com as dimensões do c r i s t a l . 

Assume-se também que os pósitrons criados nos proces^ 

sos de formação de pares são desacelerados e parados antes de 

sua aniquilação em uma colisão com um e l é t r o n . Esta hipótese é 

bastante acurada neste c a s o , desde que a probabilidade de ani­

quilamento para pósitrons com baixa energia é muito pequena 

/16/. Desta maneira os fótons de aniquilação são considerados 

emitidos do mesmo ponto de formação do p ó s i t r o n , ambos com 

0.511 MeV de energia com direção isotrópica e sentidos opos­

tos . 

Não se considera o encapsulamento do cristal e a pr£ 

sença de outros materiais no ambiente de d e t e c ç ã o . Esta apro­

ximação de acordo com Steyn et al /36/ e, a dificuldade da elj_ 

minação da radiação de fundo dos cálculos e x p e r i m e n t a i s , de a-

cordo com Zerby / 4 1 / , são as principais causas das pequenas dis^ 

crepancias entre os resultados teóricos e e x p e r i m e n t a i s . 

Foi mencionado anteriormente que a resposta do dete­

tor foi aproximada por uma dependência g a u s s i a n a , sendo esta 

utilizada para o espalhamento do histograma na obtenção do es­

pectro (ver Apêndice A ) . 
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5-2. CONSIDERAÇÕES GERAIS SOBRE O MODELO DE CÁLCULO 

0 tratamento por Monte Carlo consiste em seguir um 

certo número de fõtons desde a emissão pela fonte até a sua ab^ 

sorção dentro do d e t e t o r , amostrando-se a emissão do fóton pe­

la f o n t e , o caminho percorrido até a primeira interação e os 

fõtons secundários p r o d u z i d o s , através das técnicas anterior -

mente d e s c r i t a s . 

Por questão de eficiência do programa utiliza-se as 

seguintes reduções de v a r i â n c i a : 

1. 0 raio gama é obrigado a atingir o detetor. 

2. 0 raio gama é obrigado a interagir dentro do dete_ 

tor. 

3. 0 raio gama é obrigado a "sobreviver" através do 

espalhamento Compton. 

Para cada condição acima são calculados pesos apro­

priados utilizando princípios físicos e geométricos definidos 

a d e q u a d a m e n t e , como será demonstrado p o s t e r i o r m e n t e . A histo­

ria de um fõton é determinada a partir das seguintes d e c i s õ e s : 

1. 0 raio gama entrou por cima ou pelo lado do dete­

tor? 

2. Qual a distancia que o foton viaja antes de inte­

ragir dentro do detetor? 

3. Qual a nova energia e a nova direção do fõton de­

pois de um espalhamento Compton? 

As decisões (2) e (3) são repetidas até o peso cor­

rente do f õ t o n , ou sua e n e r g i a , cairem abaixo dos valores esta 
o 

belecidos (10~ e 0.01 MeV r e s p e c t i v a m e n t e ) , desta maneira o 

fõton é considerado a b s o r v i d o . Na Figura 5-2 é apresentado um 

fluxograma para este procedimento de cálculo. 
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fundo 

PESO GEOMÉTRICO 

' interações ,\ 
'peso de so­
brevivência 

(w) 

parámet ros 
d e p o i s do 

espalhamento 

e n t r a 
por 

cima 

sai pelo 
lado 

RESULTADOS 

Q TERMINOJ 

F i g u r a 5 - 2 . F luxograma S i m p l i f i c a d o do Programa de Monte C a r ­

i o . 
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Entretanto, como será visto p o s t e r i o r m e n t e , tanto pa 

ra o cálculo de eficiências quanto para o levantamento do es­

pectro é necessário simular interações "fictícias" do efeito 

de formação de pares. Neste c a s o , é importante notar q u e , pa­

ra os fÕtons originários da aniquilação do p õ s i t r o n , não são 

utilizadas técnicas de redução da v a r i â n c i a , ou s e j a , a estes 

fõtons é permitido tanto fugir do cristal como ser absorvido 

dentro dele. Isto significa que a amostragem é feita conside­

rando o peso corrente do fõton antes da formação de p a r e s . 

5-3. D E T E R M I N A Ç Ã O DO ÂNGULO SÓLIDO 

0 conhecimento do angulo solido subentendido por um 

detetor e a fonte de radiação é necessário em vários problemas 

que envolvem a detecção de radiações n u c l e a r e s . Porem a solu­

ção a n a l í t i c a , para este p r o b l e m a , sõ é possível para casos sim 

pies. As soluções normalmente utilizadas são por integrações 

n u m é r i c a s , expansões em série ou aproximações geométricas para 

facilidade de integração. No e n t a n t o , a aplicação do método 

de Monte Carlo é bastante simples e eficiente na obtenção de 

soluções para este p r o b l e m a . 

Considerando primeiramente fontes p u n t u a i s , tem-se 

que para cada fõton emitido pela f o n t e , deve-se conhecer a pr£ 

habilidade deste atingir o detetor e as coordenadas do ponto 

pelo qual o fõton realmente entra no detetor. Os dois casos 

possíveis são: 

1. Uma fonte puntual localizada em um ponto que per­

mite que fõtons entrem por cima ou pelo lado do 

detetor (Figura 5-3a) e, 
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ângulo 

2. Uma fonte puntual localizada dentro da região ci­

líndrica diretamente acima da fase circular do de 

tetor (Figura 5-3b). 

Considerando o caso 1 (Fig. 5 - 3 a ) , pode-se definir o 

a max 
are sen (r/p) , (5.1) 

onde r e o raio do detetor e p é a distância do centro do 

detetor a uma linha paralela ao eixo do detetor que contenha a 

fonte puntual. Utilizando redução da variância para a amostra 

gem de ângulos a compreendidos somente no intervalo ( - a 
max 

a max 
), constroi-se uma função distribuição de probabilidade mo 

dificada que poderá ser amostrada da f.d.p. uniforme entre 0 

e 1. Dessa maneira aplicando a equação ( 4 . 2 2 ) , a pode ser a 

mostrado por 

d a / 2 i T 

• a 

r a max 
d a / 2 T T 

max 

(5.2) 

max 

onde Ç e um número aleatório uniformemente distribuído entre 

0 e 1. Resolvendo a equação acima e invertendo a função obtém 

-se 

a = amax (2* - D í " amax ± a < amax (5.3) 

0 peso associado devido a esta amostragem modificada é d a d o por 

/• Ct 1 / I r 2 TT 

Wa 
max 

da/2 7T 

• c i ­

ou seja, 

max 

wa = °w / u 

da/2u (5.4) 

(5.5) 
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Com o ângulo a c o n h e c i d o , fica estabelecido o pla­

no ABCD (vide Fig. 5 - 3 a ) , por onde um fõton proveniente de fon^ 

tes localizadas em s 1 ou s 2 devem passar. Para estabelecer 

a posição do fõton neste plano deve-se definir os ânqulos e 
3 max' 

e 6 m i n * P e l a F i 9 u r a 5-3a, pode-se calcular: cri 

(5.6) OB = p cosa - ( r 2 - p 2 s e n 2 a ) 1 / 2 , 

e "ÕÃ" = p cosa + ( r 2 - p 2 s e n 2 a ) 1 / 2 . (5.7) 

Quando a fonte estiver em S j , ou s e j a , h > 0 , então 

are tan (OA/h) , (5.8) 

are tan (OB/h) , (5.9) 

are tan (0B/(h + £)) . (5.10) 

max 

cri 

mi n 

Quando h = 0 , 

max 
T T / 2 , (5.11) 

6 c r i = */2 , (5.12) 

e 9 m i n = a r c t a n ( 0 B/ Â) • (5.13) 

No caso de fontes localizadas em s 2 , ou s e j a , h < 0 , 

9 m a x = * I Z + a r c t a n C "I h I / 0 B ) , (5.14) 

6 c r i = 9 m a x ' (5.15) 

mi n arc tan ( O B / U - | h | ) ) . (5.16) 

Da mesma forma em que foi amostrado o ângulo a , tam 

bem é construTda uma função distribuição modificada (amostra -

I I N S T I T U T O D Ê P E S Q U I S A S E N E R G É T I C A S E N U C L E A R E S 

1 I, P . E . N . J 
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gem por importância) que é utilizada para a amostragem de um ân^ 

guio 0 particular no intervalo ( min ' max ), ou s e j a , 

sene de 

e . 
mi n 

max 

mi n 

sene de (5.17) 

Resolvendo a equação acima e invertendo a f u n ç ã o , obtém-se en­

tão , 

e = arcos < c o s e m . - Ç 1 min c o s 6 m . - c o s e m 3 V min max , (5.18) 

o qual deve ser comparado com e

c r-j > para saber se o fõton eji 

trou por cima ou pelo lado do de t e t o r . Da mesma forma calcula^ 

-se o peso associado 

w6 

ou 

max 

mi n 

1 

we 

sene de 

cose 
min 

cose 

1 

max 

sene de (5.19) 

(5.20) 

Para fontes localizadas em s 3 (Fig. 5 - 3 b ) , pode-se 

notar que 6 m 3 V permanece c o n s t a n t e , e desta forma 6 é cal-

culado em primeiro lugar, e posteriormente calcula-se a utilj_ 

zando o valor de 9 . Neste c a s o , o angulo e

c r-j define o ân­

gulo abaixo do qual o ângulo a poderá assumir valores entre 

0 e h e, quando 9 for maior que 9

c r l-
 a variação de a é 

limitada ao intervalo (-om,„ , am,J. Desta f o r m a , utilizando 
max max 

a Figura 5-3b pode-se deduzir 

max 

cri 

are tan 

are tan 

(r + p)/h ^ j , 

(r - p)/h J , 

(5.21) 

(5.22) 
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mi n 
0.0 (5.23) 

Amostrando-se e pela equação (5.18) e comparando 

com o ângulo 9

c r-j (Eq.5.22) tem-se duas p o s s i b i l i d a d e s . Caso 

0 for m e n o r , a varia entre 0 e 2TT e não se utiliza amos­

tragem por i m p o r t â n c i a , ou s e j a , 

a 
da/2iT , (5.24) 

então, 

a 
2TT 

a 2TT Ç ; 0 < a < 2TT 

(5.25) 

(5.26) 

com w a 1 .0 (5.27) 

Quando 8 for maior que 0

c r-j >
 a 1 r a variar entre ~ a

m a x

 e 

a ,„ o n d e , pela Figura 5-3b , max r 3 

max 
arcos 

2 2 2 2l 
p + h £ t a n £ 9 - r / 2 h p t a n G (5.28) 

e portanto a poderá ser amostrado pela equação ( 5 . 2 ) , que irá 

fornecer novamente 

a = a m a x • 

wa a / TT . max 

(5.29) 

(5.30) 

Para a utilização de fontes tipo disco (Figura 5-4a), 

deve-se amostrar um ponto na superfície do disco e c o n s i d e r ã -

-lo como uma fonte puntual conforme o procedimento a n t e r i o r . 

Para isto constrói-se uma função distribuição de probabilidade 

que obviamente deverá satisfazer a condição 
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Raio do disco 

Raio do feixe 

(a) (b) 

Figura 5-4. Fontes tipo disco e feixe paralelo 

f(s) ds 1 , (5.32) 

ou s e j a , 

f(s) 
ds 

TTR 

(5.33) 

onde ds = p dp d<{> para 0 < p R e 0 £ <{> £ 2TT . Entretan­

to, considerando a simetria g e o m é t r i c a , não será necessário o 

angulo <j> , portanto utilizando o método direto obtém-se 

•2TT r P 

ou o o 

2 
_ P ir 

p dp d<j> 
(5.34) 

(5.35) 

invertendo-se tem-se 

0 < p < R (5.36) 

Desta maneira continua-se o procedimento de cálculo para fonte 

puntual com p amostrado pela equação ( 5 . 3 6 ) . 

Considerando fonte do tipo feixe circular (Fig. 5-4b) 

i 
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paralelo incidindo perpendicularmente no topo do c r i s t a l , a m o £ 

tra-se um f õ t o n , do f e i x e , utilizando a equação ( 5 . 3 6 ) , com R 

igual ao raio do feixe. O b v i a m e n t e , devido a simplicidade des^ 

ta g e o m e t r i a , não é necessário utilizar amostragem por impor­

tância (w = 1 ) , porém é importante notar que feixes com raios 

superiores ao raio do detetor devem ser amostrados com R igual 

ao raio do d e t e t o r , visto que de outra forma os fótons não a-

tingem "realmente" o detetor. 

De acordo com os parágrafos a n t e r i o r e s , o peso total 

associado a uma seleção dos ângulos a e 9 será 

onde w.j representa o ângulo sólido subentendido para a sele­

ção 4 particular " V' de a e 9 . A estimativa do ângulo S£ 

lido ti , é dada por 

1 N 

S2 = — l vi. , (5.38) 
N i = 1 1 

onde N é o número de h i s t ó r i a s . 0 desvio .padrão será dado 

por 

w a . w9 (5.37) 

? 2 l w i " 
i = 1 

^ - 1 1/2 

a (5.39) 
N(N- 1 ) 
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5-4. CÁLCULO DOS COSSENOS D I R E T O R E S I N I C I A I S 

Para o c á l c u l o dos c o s s e n o s d i r e t o r e s i n i c i a i s que 

denotam as coo rdenadas a n g u l a r e s do f o t o n , é n e c e s s á r i o o c o -

.nhecimento das coo rdenadas de en t rada (x , y „ , z ) e de saTda 
e e e 

( x s , y s , z s ) do fõ ton e da d i s t a n c i a en t re e s t e s d o i s p o n t o s . 

Recor rendo novamente ãs F i g u r a s 5 -3a e 5-3b p o d e - s e no ta r q u e , 

se o f õ ton en t rou pe lo topo do d e t e t o r então 

x g = h tane sena , ( 5 . 4 0 ) 

y g = h tane c o s a - p , ( 5 . 4 1 ) 

e z e = l . ( 5 . 4 2 ) 

e se o f õ ton en t rou pe lo lado do d e t e t o r 

x e = ÕB sena , ( 5 . 4 3 ) 

y e = ÕB c o s a - p , ( 5 . 4 4 ) 

e z e = h + l - Õ B / t a n e . ( 5 . 4 5 ) 

Ana logamen te , se o fõ ton " t e n d e " a s a i r pe lo fundo do d e t e t o r , 

as coo rdenadas de saTda s e r i a m : 

x $ = ( h + £ ) tane sena , ( 5 . 4 6 ) 

y s = ( h + O tane c o s a - p , ( 5 . 4 7 ) 

z s = 0 .0 , ( 5 . 4 8 ) 

e , se o fo ton tende a s a i r pe lo lado 

x s = OA sena , ( 5 . 4 9 ) 

y s = ÕÃ c o s a - p , ( 5 . 5 0 ) 
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h + % - OA tane . (5.51 ) 

Considerando também a possibilidade do fõton sair pelo topo do 

detetor então 

h I / tan ( 9 - T T / 2 ) sena , (5.52) 

hl / t a n ( 6 - T T / 2 ) cosa - p , (5.53) 

(5.54) 

O b v i a m e n t e , para fontes tipo feixe p a r a l e l o , pode-se 

notar que x„ = x„ = z_ = 0.0 , y = y 
^ e s s J e J s P e zn = i . 

e 
Portanto põde-se notar que o fõton pode entrar por 

cima ou pelo lado do detetor e então poderia sair pelo f u n d o , 

pelo lado ou pelo topo do detetor. A Figura 5-5 ilustra estes 

cinco tasos diferentes e as expressões para distancia máxima 

que o fõton poderia percorrer dentro do detetor. 

Determinados os pontos de entrada e saTda e a distar^ 

cia máxima a percorrer no c r i s t a l , os cossenos diretores ini­

ciais do fõton serão dados por: 

d = FC/cose d = EA/sene d = BA/sen9 d = £/cos0 d = FB/sen(8-ir) 

Figura 5-5. PossTveis trajetórias dos fõtons e expressões pa­

ra a distância m á x i m a . 
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cosa = ^ x

s "
x e ^ / ' c 1 , (5.52) 

cose = ( y s - y e ) / d , (5.53.) 

CO S Y = ( z s - z e ) / d . (5.54) 

5-5. DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES DE ATENUAÇÃO 

As seções de choque m a c r o s c ó p i c a s , ou coeficientes de 

a t e n u a ç ã o , para o efeito Compton e de formação de pares foram 

ajustadas por polinómios com coeficientes calculados por Avig-

none e Jeffreys / 1 / . A seção de choque para o efeito fotoelé-

trico também foi ajustada por polinómios utilizando o método 

dos mTnimos quadrados com coeficientes calculados com base nos 

resultados da referência / 3 7 / . Os coeficientes destes polinó­

mios estão ilustrados nas Tabelas 5-1, 5-2 e 5-3. 

Estes coeficientes de atenuação para energias até 10 

MeV, são fornecidos por uma subrotina de computador que execu­

ta o pol inômio 

2 2 
a = a Q + a^x + a 2 x + a 3 x , (5.55) 

correspondente ã energia corrente do fóton (x) , para cada um 

dos três e f e i t o s . 
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T A B E L A 5 - 1 . C o e f i c i e n t e s p a r a o a j u s t e d a s s e ç õ e s d e c h o q u e p a 
- 1 

r a o e f e i t o f o t o e l e t r i c o em cm 

E ( M e V ) a o 3 1 a 2 

0 . • 0 1 0 0 0 6 . 0 0 x 1 0 2 
0 . 0 0 . 0 

0 . 0 2 0 0 0 1 . 9 6 7 8 x 1 o 3 - 1 . 9 6 1 0 x 
5 

1 0 ° 5 . 0 7 9 2 X I O 6 

0 . 0 3 3 1 6 3 . 2 8 7 6 x 1 o 2 - 1 . 7 6 4 7 x 1 0 4 2 . 4 9 4 4 X 1 0 5 

0 . 0 5 0 0 0 5 . 9 1 9 2 x 1 o 2 - 2 . 1 1 7 7 x 1 0 4 2 . 0 1 4 6 X 1 0 5 

0 . 0 8 0 0 0 1 . 9 2 4 5 x 1 o 2 - 4 . 5 0 8 3 x 1 0 3 2 . 7 8 6 7 X 1 0 4 

0 . 1 5 0 0 0 4 . 8 1 5 8 x 1 o 1 - 6 . 6 4 8 4 x 1 0 2 2 . 3 6 8 5 X I O 3 

0 . 3 0 0 0 0 1 . 8 0 2 3 x 1 0 ° - 5 . 1 5 9 2 x 1 0 ° - 1 . 1 0 3 4 X 1 0 ° 

0 . 5 0 0 0 0 1 . 1 1 2 6 x 1 0 ° - 4 . 0 7 6 7 x 1 0 ° 3 . 9 6 3 0 X 1 0 ° 

0 . 8 0 0 0 0 0 . 3 1 5 5 x 1 0 ° - 0 . 7 2 2 7 x 1 0 ° 0 . 4 4 3 4 X 1 0 ° 

1 . 5 0 0 0 0 0 . 8 0 9 3 x 1 O " 1 - 0 . 1 0 3 3 x 1 0 ° 0 . 3 5 7 0 X I O " ' 

3 . 0 0 0 0 0 0 . 1 9 6 9 x 1 O " 1 - 0 . 1 2 0 6 x 1 o " 1 0 . 2 0 6 0 X I O " 2 

5 . 0 0 0 0 0 0 . 6 4 3 7 x 1 O " 2 - 0 . 2 0 1 2 - x 1 0 " 2 0 . 1 8 5 0 X 1 0 " 3 

8 . 0 0 0 0 0 0 . 2 9 5 0 x 1 O " 2 - 0 . 5 3 8 0 x 1 0 " 3 0 . 2 9 9 7 X 1 0 " 4 
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T A B E L A 5 - 2 . C o e f i c i e n t e s p a r a a j u s t e d a s s e ç õ e s de c h o q u e p a -
-1 

ra e f e i t o de p r o d u ç ã o de p a r e s , e m cm 

E ( M e V ) a o a 1 
a 2 

1 . 0 2 2 0 0 0.0 0.0 0.0 

1 . 2 8 0 0 0 - 2 . 1 5 x 1 0 " 4 2.09 x I O " 4 0.0 

3 . 0 0 0 0 0 -1 .33 x I O " 2 9.07 x 1 0 " 3 1 .07 x 1 0 " 3 

4 . 0 0 0 0 0 - 2 . 4 5 x I O " 2 1 .84 x I O " 2 - 8 . 0 0 x 1 0 " 4 

8. 0 0 0 0 0 - 1 . 9 7 x I O " 2 1 .66 x I O " 2 - 6 . 3 3 x 1 0 " 4 

1 0 . 0 0 0 0 0 3. 12 x I O " 2 5.26 x 10 ó 0.0 

T A B E L A 5 - 3 . C o e f i c i e n t e s p a r a a j u s t e d a s s e ç õ e s de c h o q u e p a -
_ i 

ra e f e i t o C o m p t o n , e m c m 

E ( M e V ) a o a 1 
a 2 a 3 

0. 0 4 0 0 0 6. 30 x 1 0 " 1 -2 .46 x 10° 9 .94 x 10° 0 .0 

0. 1 5 0 0 0 6. 08 x 1 0 " 1 -1 .74 x 10° 3 .20 x 10° 0 .0 

0. 7 0 0 0 0 5. 10 x 1 0 " 1 -7 .31 x I O " 1 5 .07 x 1 0 _ 1 0 .0 

3. 5 0 0 0 0 3. 55 x 1 0 " 1 -2 .22 x 1 O " 1 7 .72 x 1 0 " 2 -1 .02 x I O " 2 

1 0 . 0 0 0 0 0 1 . 67 x 1 0 " 1 -2 .60 x I O " 2 1 .93 x 1 0 " 3 -5 .20 x 1 0 ~ 5 
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5-6. DETERMINAÇÃO DA PROBABILIDADE DE INTERAÇÃO 

FÕtons que entram no detetor têm uma probabilidade 

de existência associada a um peso igual a 1,0 , ou s e j a , nesta 

fase de cálculos não ê necessário considerar o fator g e o m é t r i ­

co. Este peso é reduzido após cada interação pela razão das 

seções de choque de espalhamento pela t o t a l , e pela p r o b a b i l i ­

dade da interação ocorrer dentro do c r i s t a l . Uma história é 

considerada terminada apenas q u a n d o , ou o peso cair abaixo do 

- - 8 -
valor p r é e s t i p u i a d o , 10" , ou a energia do fóton cair abaixo 

do valor também p r e e s t a b e l e c i d o , 0.01 MeV . Estes valores indj_ 

cam que um fóton com probabilidade de existência da ordem de 

- 8 — 
10" , pode ser considerado absorvido e, da mesma f o r m a , fótons 

com energias menores que 0.01 MeV possuem uma probabilidade 

de a b s o r ç ã o , através do efeito f o t o e l é t r i c o , praticamente igual 

a .1 . 

Para a amostragem de locais de i nteração , somente de;n 

tro do cristal (amostragem por i m p o r t â n c i a ) , deve-se construir 

uma função distribuição modificada que poderá ser amostrada de 

acordo com a equação ( 4 . 2 2 ) , isto é, 

•l I rd 
-o. x 

e dx 
-o\x 

a t e dx , (5.56) 

onde d Ó a distancia que o fÕton percorreria para fugir do 

cristal e a t é o coeficiente de atenuação linear t o t a l . Re­

solvendo esta equação e invertendo a função obtém-se 

1 
In 1 1 - e (5.57) 

onde Si representa a distância entre duas interações subse 

qu e n t e s . 0 peso associado com esta escolha será 
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w£ a t e 
• a t x - a . x 

a t e dx (5.58) 

ou 

1 - e 
- o t d 

(5.59) 

Para forçar o fõton a sofrer somente colisões de e s ­

p a l h a m e n t o , também deve-se utilizar o mesmo raciocínio ante­

rior, ou s e j a , 

r ã . 

dx dx 
1 , (5.60) 

onde a c é o coeficiente de atenuação linear para o espalha -

mento C o m p t o n . Portanto o fõton foi obrigado a espalhar com o 

peso associado 

ro. 

WC 
dx 

o, 

dx 
(5.61 ) 

ou 

WC (5.62) 

5 - 7 . DETERMINAÇÃO DA NOVA DIREÇÃO E ENERGIA APÓS O ESPALHA­

MENTO 

Quando o fõton sofre uma interação C o m p t o n , a nova e 

nergia e a nova direção do fõton devem ser c a l c u l a d a s . Os lo­

cais das interações P p e P n + i são definidos por ( x n , y n , z n ) 

e ( x „ . 1 > y „ L 1 > z „ , 1 ) » onde n c a r a cteriza a n-êsima i n t e r a ç ã o . 

Portanto, as coordenadas da (n+1)-ésima interação são dadas por 

x n + 1 = l cosa + x n , (5.53) 



5 8 

y n + 1 = £ cose + y n , ( 5 . 6 4 ) 

e z n + 1 = l cosy + z n , ( 5 . 6 5 ) 

onde cosa , cosB e cosy são os cossenos diretores da n-ésj_ 

ma interação. Obviamente para o cálculo das coordenadas do poji 

to da primeira interação são utilizadas as coordenadas do pon­

to de entrada do foton dentro do detetor dadas pelas equações 

( 5 . 4 0 ) , ( 5 . 4 1 ) e ( 5 . 4 2 ) , ou pelas equações ( 5 . 4 3 ) , ( 5 . 4 4 ) e 

( 5 . 4 5 ) e, da mesma forma os cossenos diretores iniciais dados 

pelas equações ( 5 . 5 2 ) , ( 5 . 5 3 ) e ( 5 . 5 4 ) . 

A energia do foton ê reduzida de acordo com a seção 

de choque diferencial de Kl ein-Nishina que é amostrada de a c o £ 

do com a técnica da rejeição (ver Apêndice B ) . 0 angulo de es^ 

palhamento é calculado utilizando a lei do espalhamento Comp-

t o n , 

cose = 1 + 0 . 5 1 1 / E O - 0 . 5 1 1 / E S , ( 5 . 6 6 ) 

onde E q é a energia do fõton antes do espalhamento e E S a e 

nergia do fõton depois do e s p a l h a m e n t o . 0 ângulo azimutal re­

lativo a direção anterior é amostrado entre 0 e 2ir , uma vez 

que o espalhamento Compton é azimutalmente s i m é t r i c o , ou s e j a , 

4> = 2 T T Ç . ( 5 . 6 7 ) 

P o r t a n t o , os cossenos diretores do fõton emergente 

serão dados por 

cosa' = cosacosô + ( cosycosasenGcos<$> - cos gsen9sen<J>)/(1 - c o s 2 y ) ^ 

( 5 . 6 8 ) 

cosg' = cos$cos6 + (cosycos Bsen9cos<J) + c o s a s e n G s e n e ) / ( 1 - cos\)^^ 

( 5 . 6 9 ) 
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2 1/2 
e cosy' = cosycosS - (1 - cos y) ' sen9cos<j) , (5.70) 

2 

e quando (1 - cos y) aproxima-se de zero estas equações sim­

plificam-se nas formas 

cosa' = sene cosc|> , (5.71) 

c o s B 1 = sene sen<J> , (5.72) 

e ' cosy' = cosy cos$ . (5.73) 

Calculada a nova d i r e ç ã o , deve-se calcular a seguir 

a nova distancia que o fõton pode percorrer dentro do c r i s t a l . 

Considerando o caso ,em que o fõton tende a sair pelo lado do dia 

tetor, esta distância pode ser encontrada resolvendo a equação 

para o cTrculo do cilindro circular reto acoplada com a equação 

da trajetória do f õ t o n , isto é, 

x c

2 + y c

2 = R 2 , (5.74) 

x„ - x y „ - y z - z c _ j c j _ c 

cosa cos3 cosy 
(5.75) 

onde ( x

C '
y c ' z c ^ a s c o o r c ' e n a d a s do ponto de saída lateral 

e (x,y,z) as coordenadas da última i n t e r a ç ã o , R é o raio do 

detetor e d é a distância efetiva que se quer c a l c u l a r . Fazeji 

do 

x c = d cosa + x , (5.76) 

y c = d cos3 + y , (5.77) 

e substituindo na equação (5.74) obtem-se 

2 2 2 
d (cos a + cos g) + 2d(x cosa + y cos3) + 

+ ( x 2 + y 2 - R 2 ) - 0 , (5.78) 
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que e uma equação que pode ser solucionada para d . Esta equa­

ção possui uma raiz positiva que é a a c e i t a , uma raiz negativa 

não a c e i t a , e é indefinida quando cosy = ±1 , o que é pouco 

provável. Para saber se o fóton saiu pelas l a t e r a i s , ou n ã o , 

deve-se calcular z c e comparar com a altura do c r i s t a l , isto 

é 

z c = d cosy + z . (5.79) 

Se z não estiver nos limites do d e t e t o r , isto é, 0 < z < £, 

c c 

então o fõton se dirige para a superfTcie superior ou para o 

fundo do detetor e, a distância efetiva neste caso será dada 

por 

d = U - Z)/CO.SY , (5.80) 

ou - d = - z/cosy > (5.81) 

dependendo se a nova direção for p o s i t i v a , ou s e j a , em direção 

ao topo, ou negativa (em direção ao f u n d o ) , r e s p e c t i v a m e n t e . 

Com esta nova distancia d repetem-se os cálculos 

anteriores até que o peso ou a energia do fõton caiam abaixo 

dos limites e s t a b e l e c i d o s . 

5-8. LEVANTAMENTO DO ESPECTRO 

Pode-se n o t a r , do item a n t e r i o r , que desde que o fõ­

ton tenha entrado dentro do c r i s t a l , nunca lhe e permitido e s ­

capar ou ser a b s o r v i d o . Por isso cada fõton carrega um peso 

que representa sua probabilidade de s o b r e v i v ê n c i a . Em cada co 

lisão o foton é obrigado a sofrer um espalhamento C o m p t o n , por 

isso seu peso corrente deve ser multiplicado pela p r o b a b i l i d a -
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de de espalhamento (o /o^) . Em seguida calcula-se a distan­

cia " d " para saTda do foton do d e t e t o r , e então amostra-se 

da fórmula do calculo da distância entre colisões (Eq. 5 . 5 7 ) , 

uma distância l < d . Portanto o peso corrente do fóton deve 
- a t d 

ser novamente multiplicado pelo fator (1 - e ) (Eq. 5 . 5 9 ) , 

desde que não lhe e permitido escapar do detetor. 

Através do procedimento acima é possível calcular coji 

tribuições para o e s p e c t r o . Isto pode ser efetuado multipli -

cando o peso corrente do fõton antes de uma colisão pela sua 
- a .d 

probabilidade de escape e , e então adiciona-se este pro­

duto no canal correspondente a energia total depositada no de­

tetor até a última colisão que o fóton tenha sofrido. Neste ca^ 

so, a energia depositada no cristal é igual a energia inicial 

do fóton menos a energia do fóton no instante da "fuga". 

As contribuições adicionais necessárias para a d e t e£ 

minação completa do espectro são obtidas fazendo com que cada 

colisão s e j a , p r i m e i r o , um efeito f o t o e l é t r i c o , e depois um e-

feito de produção de pares (se a energia corrente do fõton ê 

maior que 1.02 M è V ) , antes de obrigar a sobrevivência do fõ­

ton através do espalhamento C o m p t o n . Na simulação do efeito 

fotoel êtri co, o peso do f õ t o n , depois da c o l i s ã o , é multiplica_ 

do pela probabilidade do fõton ter sofrido um efeito fotoelé -

tricô nesta colisão (o^/a^) , sendo este produto contado no 

canal correspondente a energia d e p o s i t a d a . A energia deposita^ 

da neste caso e a própria energia inicial do fõton. A contri­

buição proveniente do efeito de formação de pares ê contada da 

mesma forma a n t e r i o r , porém a perda de energia devido aos fõ-

tons de aniquilação deve ser c a l c u l a d a . 

Para o cálculo da perda de energia devido ao efeito 

de formação de pares não são utilizadas técnicas de redução da 
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v a r i â n c i a , ou s e j a , para um dos fótons de aniquilamento são a-

mostrados ângulos de emissão isotrõpica utilizando as equações 
r 

(4.31) e ( 4 . 3 2 ) . Os cossenos diretores para um dos fótons de 

aniquilamento são calculados pelas equações ( 5 . 6 8 ) , (5.69) e 

( 5 . 7 0 ) , e os cossenos diretores para o segundo fõton de aniquj_ 

lamento são i d ê n t i c o s , porem de sinais c o n t r á r i o s , dado que es^ 

te*s fótons são considerados emitidos com mesma direção e sentj^ 

dos opostos. Em s e g u i d a , calculando-se a distância " d " para 

fuga do f õ t o n , como visto a n t e r i o r m e n t e , amostra-se uma distar^ 

cia £ entre interações utilizando a equação ( 4 . 2 5 ) , isto i, 

£ = — £n Ç , (5.82) 
a t 

caso £ seja maior que d , isto significa que o fõton escapou 

do cristal e sua energia corrente é considerada p e r d i d a . Se o 

fõton interagiu dentro do cristal então amostra-se o tipo de 

interação através da distribuição de probabilidades 

•x 

, (5.83) 

°t 

ou x = Ç a t , (5.84) 

esta distribuição pode ser i n t e r p r e t a d a , por e x e m p l o , da se­

guinte forma: se Ç < o^/a^ isto implica que o fõton foi ab­

sorvido desde que 

— — + — — = 1 , (5.85) 
a t a t 

caso contrário o fõton foi espalhado e então repete-se este pro 

cedi mento de calculo. 

A energia absorvida neste caso é" a energia inicial 
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do foton menos a energia perdida pelos dois fõtons de aniquilja 

mento. A quantidade que deve ser contada no canal correspon -
r 

dente a esta energia é o produto do peso corrente do foton de­

pois da colisão pela probabilidade da ocorrência do efeito de 

formação de pares (a / a . ) . 

5-9 . CÁLCULO DAS EFICIÊNCIAS 

A eficiência intrínseca ê definida como a razão do 

número de gamas que interagiram pelo menos uma vez dentro do de 

tetor pelo número total de gamas que entraram no d e t e t o r . Es­

ta eficiência ê calculada encontrando a média dos pesos de prj_ 

meira i-nteração dentro do detetor. Portanto 

EI 1 
N 

l 
i = 1 

w -1 v^/íi (5.86) 

onde N é o número total de h i s t o r i a s , é o peso geomêtri_ 

co e w.j y é o peso da primeira interação para cada história 
-a.d 

que é dado por (1 - e ) . 0 desvio padrão de EI ê dado por 

Hl 

'EI 
1 

N(N - 1 ) 

í N 

i = 1 

2 ,„2 
w i 1 /Ü 

N(EI) 

1/2 

(5.87) 

A eficiência de fotopico é definida como a razão do 

número de gamas totalmente absorvidos no detetor pelo número 

total de gamas que entraram no d e t e t o r , e pode ser calculada so 

mando os pesos para cada interação que resultariam na absorção 

total do f õ t o n , ou s e j a , 
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EF l EF. w./íl 
i =1 1 1 

(5.88) 

onde E F i é a probabilidade de absorção total para cada histÓ 

ria e é calculada por 111 

EF. w i i F i i + J 2

 w i j F i j . ; 2

 w i ( j - D c i ( j - D + w i i p ü 

n v 
+ y w . . p . . n w./. 4\ c . /. 1 \ (5.89) 

o n d e , i é o número de h i s t ó r i a , j o número da i n t e r a ç ã o , e 

F 

c 

P 

V 

K 

razão das seções de choque f o t o e l é t r i c a pela t o t a l , 

razão das seções de choque Compton pela t o t a l , 

razão das seções de choque de formação de pares pela 

total , 

número total de interações para i-ésima h i s t o r i a , 

interações que no efeito de formação de pares o fóton 

perdeu toda sua energia para o cristal incluindo os fõ 

tons de a n i q u i l a m e n t o , 

número total das interações K . 

Analogamente o desvio padrão do EF é dado por / 2 / 

'EF 
1 

N 
l E F . 2

 W . 2 / Í 2 2 - N ( E F ) 2 

i=1 1 1 

1/2 

_ N(N - 1 ) 

A razão pico/total é um Tndice definido como 

R = EI/EF , 

com desvio padrão 

(5.90) 

(5.91 ) 

'R 
EF a E F 

2 
+ 

a E I 
2 -. 

EI EF EI 

"|1/2 
(5.92) 
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A eficiencia intrínseca total da fonte que indica o 

número de fótons detectados por fotón emitido pela f o n t e , é áa 
r 

da por 

EIG = fi El , (5.93) 

com desvio padrão 

EIG 
n 2 2 C T 2 2 
fi °n + E I °EI 

- i 1 /2 

(5.94) 

No Apêndice C é fornecido um diagrama de blocos do 

programa d e s e n v o l v i d o . 
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6, RESULTADOS E COMPARAÇÕES 

Os resultados obtidos para eficiências intrínseca to 

tal (EIT) .possuem boa concordância com os resultados teóricos 

e experimentais publicados na l i t e r a t u r a . Na Figura 6-1 estão 

representados os resultados obtidos para alguns casos particu-

1 ares. 

Energia (MeV) 

Fi gura 6-1. Eficiências intrínseca total para as g e o m e t r i a s : 

a) feixe paralelo com 0.6 cm de diâmetro e cristal 5"x4"; b) 

feixe paralelo espalhado (diâmetro do feixe igual ao diâmetro 

do detetor) e cristal 2"x2"; c) fonte puntual a 15 cm do to­

po de um cristal 5"x4"; d) fonte puntual a 2.5 cm de um cris^ 

tal 5"x5"; e) fonte puntual a 10 cm de um cristal 3"x3". 
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As eficiências de fotopico e as razões pico/total cal_ 

culaclas apresentam em geral valores maiores que os resultados 

teóricos e experimentais calculados na l i t e r a t u r a . As d i s c r e ­

pâncias existentes quanto aos dados experimentais podem ser jus^ 

tificadas principalmente devido ao fato de existirem dificulda^ 

des experimentais na avaliação precisa da radiação de f u n d o , 

no calculo do fator de absorção no encapsulamento do c r i s t a l , 

bem como a dificuldade da avaliação dos efeitos causados pela 

presença de outros materiais no ambiente de d e t e ç ã o . As discre_ 

pâncias existentes quanto aos trabalhos teóricos são origina -

das devido a diferentes técnicas de calculo u t i l i z a d a s , aos dj_ 

ferentes valores dos coeficientes de atenuação e as a p r o x i m a ­

ções e i d e a l i z a ç õ e s consideradas por cada autor em p a r t i c u l a r . 

A Tabe-la 6-1 descreve as principais caracterTsticas dos traba­

lhos experimentais utilizados para comparação / 1 1 / . 

Em um trabalho experimental bastante extensivo Heath 

/14/ utilizou fontes puntuais para o levantamento de espectros 

e calculo de eficiências para fontes de raios gama até 3.13 

MeV . Os experimentos foram feitos em um ambiente de detecção 

especialmente preparado para minimizar os efeitos da radiação 

de fundo. As fontes foram preparadas também m i n i m i z a n d o a quaji 

tidade de material presente no ambiente de deteção e, varias 

correções foram feitas no cálculo das e f i c i ê n c i a s . Desta manej_ 

r a , os resultados obtidos por Heath estão entre os mais a c u r a ­

dos publicados na l i t e r a t u r a . 

Os resultados obtidos por Jarczyk et al / 1 7 / foram 

checados por três métodos experimentais independentes que são 

discutidos no referido trabalho / 1 7 / . Estes resultados f o r n e ­

cem uma boa comparação para fontes tipo feixe p a r a l e l o . 
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Green e Finn / 1 3 / e Chinaglia e Malvano / 6 / também 

fornecem bons resultados levando em consideração correções pa-

ra o encapsulamento do cristal. Young et al /40/ fizeram medj_ 

das de razões pico/total porém não foram consideradas perdas 

de energia no encapsulamento do cristal. 

6 - 1 . COMPARAÇÃO DE EFICIÊNCIAS 

Na Tabela 6-2 os resultados obtidos neste trabalho 

são comparados com os resultados de Zerby e Moran / 4 3 / , Miller 

e Snow / 2 6 / , Snyder / 3 3 / , Ramorino et al / 1 1 / e Steyn et al /36/ 

e também com os dados experimentais de Heath /14/ e Chinaglia 

e Malvano / 6 / para fontes puntuais a 10 cm do topo do cris -

tal. E interessante notar a concordância dos resultados o b t i ­

dos neste trabalho com os obtidos por Steyn et al quando não e 

considerado o encapsulamento do c r i s t a l . 

A Tabela 6-3 mostra os resultados obtidos por este 

trabalho e compara-se com aqueles obtidos por Ramorino et al 

/11/ e Young et al /40/ para fontes puntuais a 2.5 cm do to­

po do cristal (5" x 5 " ) . 0 incremento do erro em 4.43 MeV de 

monstra os efeitos da não consideração do transporte de elé­

trons e da radiação de freamento. 
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TABELA 6 - 3 . Razão pico/total para um cristal de Nal ( 5 " x 5 " ) 

com fonte puntual isotrópica a 2 . 5 c m . 

ENERGIA 

(MeV) 
ESTE TRABALHO 

Ref. / 1 1 / 

(teõri co) 

Ref. / 4 0 7 

(experimental) 

0 . 6 6 1 0 . 6 7 4 ± 0 . 0 1 1 0 . 6 5 3 0 . 5 6 9 

2 . 3 1 0 . 3 6 8 ± 0 . 0 1 0 . 3 7 7 0 . 3 3 8 

4 . 4 3 0 . 3 3 3 ± 0 . 0 1 0 . 2 5 5 0 . 2 3 1 

Na Tabela 6 - 4 compara-se os resultados obtidos com 

os resultados experimentais obtidos por Green e Finn / 1 3 / e os 

resultados teóricos obtidos por Ramorino et al / 1 1 / e Weitkamp 

/ 3 8 / . Nesta tabela considera-se fonte puntual a 15 cm do to­

po de um detetor de Nal ( 5 " x 4 " ) . Os dados fornecidos por 

Weitkamp 7 3 8 / são retirados da referência / 1 1 / . 

TABELA 6 - 4 . Eficiência de fotopico para um cristal de Nal 

( 5 " x 4 " ) com fonte puntual isotrópica a 15 cm . 

E (MeV) ESTE TRABALHO Ref. / I I / Ref • / 3 8 / Ref • / 1 3 / 

0 . 3 2 3 0 . 7 4 3 ± 0 . 0 0 6 0 . 7 2 7 0 . 7 5 0 . 7 7 8 

0 . 6 6 2 0 . 4 8 6 ± 0 . 0 0 7 0 . 4 7 2 0 . 5 3 0 . 4 5 4 

1 . 0 7 9 0 . 3 6 9 ± 0 . 0 0 6 0 . 3 3 7 0 . 4 0 0 . 3 1 2 

1 . 5 2 0 . 2 8 9 ± 0 . 0 0 6 0 . 2 6 5 0 . 2 9 0 . 2 6 0 
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Nas Tabelas 6 - 5 e 6 - 6 são comparados os resul tados oj) 

tidos utilizando fonte tipo feixe paralelo. Os dados experi -

mentais são fornecidos por Jarczyk et al / 1 7 / , e os teóricos 

fornecidos por Ramorino et al / 1 1 / e Miller e Snow / 2 7 / . A Ta 

bela 6 - 5 trata-se de um feixe paralelo espalhado (raio do fei­

xe igual ao raio do cristal) e um detetor 2 " x 2 " . A Tabela 6 - 6 

trata-se de um feixe paralelo com diâmetro de 0 . 6 cm e um de_ 

tetor 5 " x 4 " . 

TABELA 6 - 5 . Eficiência de fotopico para um cristal de Nal 

( 2 " x 2 " ) com fonte tipo feixe paralelo e s p a l h a d o . 

E (MeV) ESTE TRABALHO Ref . IWI Ref. / 2 7 / Ref. / 1 7 / 

0 . 6 6 1 0 . 3 6 3 ± 0 . 0 0 5 . 0 . 3 4 5 0 . 360 0 . 300 

1 . 3 3 0 . 1 8 1 ± 0 . 0 0 3 0 . 1 7 1 0 . 182 0 . 155 

2 . 6 8 0 . 0 9 8 ± 0 . 0 0 2 0 . 0 7 9 0 . 096 0 . 078 

4 . 4 3 0 . 0 6 6 ± 0 . 0 0 2 0 .040 0 . 052 0 . 036 

TABELA 6 - 6 . Razão pico/total para um cristal de Nal ( 5 " x 4 " ) 

com fonte tipo feixe paralelo com 0 . 6 cm de di£ 

metr o . 

E (MeV) ESTE TRABALHO Ref. IWI Ref . / 2 7 / Ref. IMI 

0 . 6 6 2 0 . 7 4 4 ± 0 . 0 0 6 0 . 805 0 . 8 1 9 0 . 74 

1 . 3 3 0 . 6 0 9 ± 0 . 0 0 7 0 . 632 0 . 6 5 1 0 . 55 

2 . 6 2 0 . 4 8 0 ± 0 . 0 0 6 0 . 474 0 . 510 0 . 41 

4 . 4 3 0 . 4 2 9 ± 0 . 0 0 6 0 . 375 0 . 447 0 . 31 
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Na Tabela 6 - 7 compara-se os resultados obtidos utili_ 

zando fonte tipo disco com os resultados obtidos por Green e 
r 

Finn / 1 3 / e Miller et al 1 2 1 1 . A fonte tem 8 " de diâmetro e es 

tã localizada a 1 5 , 2 4 cm de um detetor 8 " x 4 " . 

TABELA 6 - 7 . Eficiência de fotopico para um cristal de Nal 

( 8 " x 4 " ) com fonte tipo disco p a r a l e l o . 

E (MeV) ESTE TRABALHO Ref. 1211 Ref. / 1 3 / 

0 . 2 7 9 0 . 8 4 6 ± 0 . 0 1 2 0 . 8 2 8 

0 . 6 0 1 , 0 . 5 8 8 ± 0 . 0 1 1 0 . 5 7 4 0 . 55 

1 . 3 3 0 . 4 0 2 ± 0 . 0 0 9 0 . 3 8 4 0 . 3 6 

2 . 6 2 0 . 2 6 6 ± 0 . 0 0 7 0 . 2 8 8 

Para fontes puntuais localizadas fora do eixo do de­

tetor os resultados obtidos são comparados com os resultados ex̂  

perimentais e teóricos obtidos por Beam et al / 2 / utilizando 

um detetor 2 " x 2 " e uma fonte de 1 3 7 C s ( 0 . 6 6 2 MeV) colocada em 

várias posições em relação ao c r i s t a l . A Tabela 6 - 8 ilustra 

estes resultados sendo que os dados estão normalizados para a 

fonte localizada no eixo do detetor. 
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T A B E L A 6 - 8 . E f i c i ê n c i a s p a r a c r i s t a l " 2 2 " com f o n t e p o n t u a l 

de C s . Os d a d o s e s t ã o n o r m a l i z a d o s p a r a f o n t e 

no e i x o do c r i s t a l . 

Ângulo p(cm) E f i c i ê n c i a i n t r T n s i c a E f i c i ê n c i a fo top ico 
h(cm) r e l a t i v a de fonte F . r e l a t i v a de fonte 

exper im. Beam et al T rab . exper . Beam Este T rab . 

0 
4 5 . 0 

1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 000 

3 0 ° 2 2 . 5 
3 9 . 0 

1 . 1 36 1 . 0 5 7 1 . 0 8 3 1 . 0 6 1 1 . 0 7 7 1 . 0 7 3 

4 5 ° 31 . 8 1 . 2 0 1 1 . 1 2 3 1 . 1 1 6 1 . 1 09 1 . 1 0 2 1 . 11 4 
31 . 8 

6 0 ° 3 9 . 0 
2 2 . 5 

1 . 2 7 6 1 . 1 7 2 1 . 1 65 1 . 158 1 . 1 1 8 1 . 1 40 

9 0 ° 4 5 . 0 1 . 3 2 0 1 . 2 2 0 1 . 1 94 1 . 1 97 1 . 2 0 1 1 . 178 

0 ° 

0 
0 

1 5 . 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 000 
3 0 ° 7 . 5 1 . 0 5 1 1 . 0 3 4 1 . 0 5 9 1 . 0 4 6 1 . 0 4 2 1 . 0 4 4 

4 5 ° 
1 3 . 0 

4 5 ° 1 0 . 6 1 . 1 5 1 1 . 0 9 9 1 . 134 1 . 1 30 1 . 0 7 1 1 . 145 
1 0 . 6 

6 0 ° 1 3 . 0 1 . 2 4 4 1 . 2 1 5 1 . 2 0 4 1 . 2 1 3 1 . 177 1 . 185 
7 . 5 

9 0 ° 1 5 . 0 
0 

1 . 5 5 7 1 . 4 1 4 1 . 3 9 3 1 . 4 8 3 1 . 3 6 4 1 . 390 

6-2 . COMPARAÇÕES DOS ESPECTROS LEVANTADOS 

Nas F i g u r a s 6 - 2 , 6 - 3 e 6 - 4 e s t ã o r e p r e s e n t a d o s o s es_ 

p e c t r o s t e ó r i c o s l e v a n t a d o s p o r Z e r b y e M o r a n / 4 3 / ( l i nha che ia) 

e , o s r e s u l t a d o s o b t i d o s n e s t e t r a b a l h o ( p o n t o s ) . Ê i n t e r e s s a r ^ 

te n o t a r o c o m p o r t a m e n t o d a s d i s c r e p â n c i a s n a s c o n t a g e n s s o b r e 

a c a u d a Compton com o aumen to de e n e r g i a da f o n t e . E s t e com -

p o r t a m e n t o ê d e v i d o a o s d i f e r e n t e s v a l o r e s de s e ç õ e s de c h o q u e 

u t i l i z a d o s , a c o n s i d e r a ç ã o da r a d i a ç ã o de f r e a m e n t o p o r Z e r b y 

/ 2 / e , n e s t e c a s o , p r i n c i p a l m e n t e d e v i d o a s d i f e r e n ç a s n o s mo­

d e l o s de c á l c u l o u t i l i z a d o s . 
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F. interessante ressaltar que os resultados para os 

espectros contínuos encontrados por Zerby e Moran / 4 3 / , e m o s -

trados nas Figuras 6-2, 6-3 e 6-4, foram obtidos por ajustes 

empíricos a dados de pontos discretos como os reportados neste 

t r a b a l h o , e desta forma as curvas s u a v e s , representando os e s ­

p e c t r o s , não devem ser consideradas mais acuradas que os pon­

tos calculados. Mais além, os primeiros canais (aproximadameji 

te 5 ) , obtidos neste t r a b a l h o , não devem ser considerados cor­

retos devido as dificuldades de espalhamento do histograma ne£ 

ta região. F i n a l m e n t e , as comparações foram realizadas com re 

soluções dos espectros que mais se aproximaram as reportadas 

por Zerby e Moran /43/ e Heath /14/. 

As Figuras 6-5, 6-6, 6-7 e 6-8 representam c o m p a r a ­

ções entre os espectros obtidos neste trabalho e os espectros 

experimentais levantados por Heath /14/. As discrepâncias e n ­

contradas são devido as idealizações e aproximações utilizadas 

no modelo de cálculo e, as dificuldades experimentais para ob­

tenção do e s p e c t r o . As afirmativas acima encontram-se discuti_ 

das no texto. 
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resultados obtidos por Zerby e Moran 743/. 
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Figura 6-3. Comparação dos resultados obtidos para o kl , 

com fonte puntual a 10 cm do topo do cristal ( 3 " x 3 " ) , com os 

resultados obtidos por Zerby e Moran / 4 3 / . 
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Figura 6-7. Comparação dos resultados obtidos para o K , 

com fonte puntual a 10 cm do topo do cristal ( 3 " x 3 " ) , com os 

resultados obtidos por Heath /14/. 
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7. CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

Os resultados obtidos para as eficiências c a l c u l a d a s , 

para a razão pico/total e para os espectros de deposição de e-

nergia têm uma boa concordância com os resultados teóricos e 

experimentais publicados na l i t e r a t u r a . Estes resultados j u s ­

tificam a utilização deste t r a b a l h o , para o cálculo de eficiêni 

cias e levantamento de e s p e c t r o s , dentro da faixa de energia 

recomendada (0.15 < E < 3 M e V ) . 

A extensão deste trabalho com a inclusão do efeito da 

•radiação de freamento (bremsstrahl ung) , com considerações so­

bre o transporte de e l é t r o n s , com a inclusão dos ef ei tos de baj_ 

xa energia como por exemplo o raio-X característico do Iodo, 

com a consideração da presença do encamisamento do cristal e 

ainda a inclusão de outros tipos de fonte como por e x e m p l o , fon 

tes v o l u m é t r i c a s , certamente aumentariam a faixa de energia pa_ 

ra sua u t i l i z a ç ã o , bem como uma maior versatilidade de a p l i c a ­

ção e uma maior precisão nos resultados o b t i d o s . 

Também poderia-se incluir outros tipos de detetores 

como por exemplo os detetores de Csl e de Germanio puro. Po 

deria-se também fazer considerações sobre o retro espalhamento 

e a radiação de fundo nos ambientes de d e t e c ç ã o , ou a i n d a , um 

tratamento mais acurado na seção de choque diferencial de espa^ 

l h a m e n t o , e desta f o r m a , a d i s c r e p â n c i a entre os resul tados teo_ 

ricos e experimentais com certeza d i m i n u i r i a m . 
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A P Ê N D I C E A 

A. ALARGAMENTO DO ESPECTRO 

0 fotopico em um espectro de deposição de energia 

possui um espalhamento estatístico em torno da energia do pi­

co, que ê originário de flutuações estatísticas nos vários pro 

cessos que determinam a contagem f i n a l . Este alargamento é de 

vido basicamente a três motivos p r i n c i p a i s . 0 primeiro é a flu^ 

tuação estatística na quantidade de luz produzida por unidade 

de energia absorvida no c r i s t a l . 0 segundo é a flutuação esta^ 

tTstica na transferência desta l u z , incluindo a fuga do c r i s ­

t a l , a captação no acoplamento ó p t i c o , a conversão f o t o e l é t r i -

ca no fotocatodo e a captação dos fotoelétrons no primeiro d i -

nodo da f o t o m u l t i p l i c a d o r a . 0 terceiro motivo é também a flu­

tuação estatística na multiplicação dos elétrons na f o t o m u l t i -

plicadora / 3 0 / . 

A largura do fotopico determina a resolução do apare­

lho, isto é, a sua capacidade de distinguir entre duas ener­

gias quase iguais. Q u a n t i t a t i v a m e n t e a r e s o l u ç ã o é definida co 

mo 

R = - J í — x 100% , (A.1 ) 
H o 

onde w é a largura do pico na metade de sua altura máxima em 

unidade de energia ou de altura de pulso e H q é a energia do 

pico ou a sua altura máxima (Figura A - 1 ) , sendo esta uma fun­

ção da energia do raio gama. 

Este alargamento pode ser aproximado por uma depen -

dência gaussiana dada por: 
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Fi gura A - 1 . 

Cálculo da Resolu­

ção . 
altura de pulso 

f(E , E ' ) dE 
/ 2TT a?' 

exp dE (A.2) 

Analises de dados experimentais indicam que o a da equação 

( A . 2 ) , o qual possui uma dependência em E' , pode ser ajusta­

do pela seguinte expressão / 3 / : 

K(E ' ) (A.3) 

onde n é aproximadamente igual a 2/3 e K é calculado tam­

bém e x p e r i m e n t a l m e n t e . Porem em cálculos teóricos pode-se le­

vantar espectros com qualquer r e s o l u ç ã o , ou s e j a , se um deter­

minado problema proposto deve levantar um espectro com re s o l u ­

ção de 8,3% e sabendo que o parâmetro o está relacionado com 

a resolução por 

w = 2.35 a , (A.4) 

encontra-se o o para este caso como 

0.083 E 2 / 3 (A.5) 
2 .35 
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Estas duas o b s e r v a ç õ e s , i.e, que o alargamento do es^ 

pectro ajusta-se bem com uma distribuição g a u s s i a n a , e que a 

fórmula empírica do parâmetro o dependente da energia está 

bem e s t a b e l e c i d a , indicam que pode-se assumir uma resposta ú n ^ 

ca do detetor para uma determinada energia d e p o s i t a d a , depois 

de efetuados os cálculos p r i n c i p a i s , o efeito do a l a r g a m e n t o . 

Foi feita uma subrotina especialmente para este propósito (ver 

Apendi ce D ) . 
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A P E N D I C E B 

B. AMOSTRAGEM DA FÓRMULA DE KLEIN-NISHI NA 

Neste trabalho assume-se que os fõtons são não pola­

r i z a d o s , p o r é m , como ja foi mencionado a n t e r i o r m e n t e , o fõton 

primário não polarizado proveniente da f o n t e , após algumas in­

t e r a ç õ e s , tende a possuir uma determinada direção de p o l a r i z a ­

ção. Não ê feita nenhuma análise para a averiguação do erro 

introduzido com esta a p r o x i m a ç ã o . 

A fórmula de Klein-Nishina para o espalhamento de um 

- ~ 2 
foton nao polarizado com energia adimensional a = E/mc , por 

um elétron livre em r e p o u s o , com um ângulo de espalhamento 9 

e e + d e é dada por / 9 / 

a(a,y) dy = irr, a 
a 

a 

a 

a + y' - 1 
a 

dy , 

1 < y < 1 (B.1) 

onde y = coso , a' = a/[1 + a(1 - y)] e r Q é o raio clássj_ 

co do e l é t r o n . Definindo x = a'/a , obtém-se 

1 + 
a ax 

(B.2) 

Í1L 

dx ax 
(B.3) 

e portanto 

a(a,x) dx TT r 
2 1 

a 

1 2 
X + __L_ + _ 1 dx , 

1+2a 
< x < 1 

(B.4) 

com a função distribuição de probabilidade associada 
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p (x) dx 
f (x) 

dx (B.5) 

onde 

f(x) X + + y (B.6) 

f(x) dx 

l_ 
1 + 2a 

(B.7) 

Para a aplicação da técnica da rejeição para a a m o s ­

tragem desta f.d.p. deve-se saber o máximo desta função no in, 

2 1 
tervalo de variação. Sabendo que u - 1 < 0 e que x + 

tende ao infinito quando x tende a z e r o , e a dois quando x 

tende a 1, pode-se concluir que o máximo desta função neste in 

tervalo será tal q u e , 

p(x) 
1 

1 + 2a 
+ 1 + 2a / G (B.8) 

Dessa maneira a técnica da rejeição pode ser aplicada de acor­

do com o diagrama mostrado na Figura B-1 . 

A fórmula de Kl ein-Nishina também pode ser amostrada 

pela aplicação da equação ( 4 . 2 2 ) , ou s e j a , 

,1 
1 

G 
f(x) dx F(x) (B.9) 

1 

Cashwell e Everett / 9 / aproximaram a função inversa x = F~ (y) 

= Q(y) , com y = F(x) , para a amostragem de 

F _ 1 ( G Ç ) Q(GÇ) , (B.10) 

onde a função Q foi ajustada tomando-se vários valores de x 

e de a . De acordo com os autores estas funções podem ser utj_ 

lizadas com erro relativo menor que 3.2% no intervalo 

0.001 < E < 100 MeV . 
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G = f(x) dx 

j 

\1 

p(x) 
f(x) 
G 

Figura B-1 Diagrama de blocos para a amostragem da fórmula 

de K1e i n-Ni shi n a . 

Neste trabalho estudou-se as diferenças entre os re­

sultados obtidos utilizando a técnica da rejeição e os resulta 

dos obtidos utilizando os ajustes da publicação anteriormente 

citada. Porém as diferenças não foram s i g n i f i c a t i v a s . 

INSTITUTO DE 
PESQUISAS EN 

ERGÉTIOS 1 NUCLEARE9 

P. E. N. 



A P Ê N D I C E C 

C. DESCRIÇÃO DO PROGRAMA 

0 programa está escrito em linguagem FORTRAN IV G-H 

e foi implantado no computador IBM /370/ 1 55 do IPEN. E compôs^ 

to de um programa principal que utiliza 8 subrotinas e uma fun 

ção. Cada raio gama é definido por sete variáveis , ou seja , as 

coordenadas espaciais ( 3 ) , os cossenos diretores (3) e a ener­

gia. 

A Figura C-1 mostra o diagrama de blocos do programa 

principal. Os dados de entrada são lidos em cartões do modo 

como está mostrado na Figura C-2. 0 primeiro cartão tem os da^ 

dos geométricos que são dados em centímetros e no formato F 10.5, 

onde : 

RF Raio da fonte em disco ou do feixe p a r a l e l o , 

RD raio do d e t e t o r , 

AD altura do d e t e t o r , 

P distância da fonte puntual ao eixo do detetor, 

HO = distância da fonte ao topo do d e t e t o r , 

FP indicador para fontes tipo feixe paralelo 

(0.0 ou 1 . 0 ) . 

No segundo cartão estão: o parâmetro utilizado no es^ 

palhamento do histograma (ver Apêndice A ) , o número de histó­

r i a s , o número de linhas do nuclídeo da fonte e o fator de no£ 

malização para comparações com outros e s p e c t r o s . Estes dados 

são lidos no formato (F10.5, 6X, 14, 8X, 12, F 1 0 . 5 ) . E impor­

tante notar que por limitações deste formato o fator de norma-
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Fi g ura C - 1 . Diagrama de b l o c o s do programa d e s e n v o l v i d o . 
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"lizaçao deve ser menor que 10 o que é suficiente para realiza_ 

ção das n o r m a l i z a ç õ e s . 

Os cartões subsequentes são utilizados para leitura 

das energias das linhas do nuclTdeo e suas respectivas i n t e n s ^ 

dades r e l a t i v a s , no formato 8 ( F 1 0 . 5 ) . A entrada destes dados 

devu estar na ordem decrescente das intensidades relativas das 

linhas do nuclTdeo da fonte. 

SUBROTINA FLO 

Esta subrotina fornece a energia m á x i m a , a energia 

c a r a c t e r í s t i c a , e amostra uma energia entre as linhas do nuclT 

deo. A energia máxima do nuclTdeo e utilizada para o cálculo 

da largura dos canais e a energia c a r a c t e r T s t i c a tem como f u n ­

ção a identificação do n u c l T d e o . Para a amostragem de uma e-

nergia entre as linhas do n u c l T d e o , é construTda uma função áis 

tribuição de probabilidades utilizando as intensidades relati­

vas das linhas que i amostrada utilizando a distribuição de pro 

habilidade uniforme. Esta energia a m o s t r a d a , i então u t i l i z a ­

da na história seguinte. 

SUBROTINA TATA 

Utilizando os dados geométricos esta subrotina forne 

ce um identificador para o tipo de fonte sendo u t i l i z a d o , as 

coordenadas de entrada do f õ t o n , a distancia de percurso prova 

vel dentro do detetor e os cossenos diretores i n i c i a i s . 

SUBROTINA SUSY 

Esta subrotina fornece os coeficientes de atenuação 

linear para os efeitos f o t o e l é t r i c o , C o m p t o n , formação de p a ­

res e total , segundo o que foi discutido na seção 5-5. 
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SUBROTINA BOIING 

Esta subrotina amostra uma energia para o fõton espa^ 

"lhado dada pela formula de Klein-Nishina utilizando a técnica 

da rejeição conforme discutido anteriormente no Apêndice B. 

SUBROTINA LILI 

Esta subrotina fornece a energia absorvida no efeito 

de formação de pares de acordo com as considerações d e s e n v o l v a 

das na seção 5-6. 

SUBROTINA MICA 

Esta subrotina espalha o histograma por gaussianas 

com desvios padrões calculados empiricamente segundo o que foi 

discutido no Apêndice A. 

SUBROTINA BIA 

Subrotina para impressão dos dados e dos parâmetros 

calculados. 

SUBROTINA FOFA 

Subrotina para graficação dos e s p e c t r o s . 

FUNÇÃO RANDO 

Esta função fornece números aleatórios uniformemente 

distribuídos entre 0 e 1 de acordo com o método da congruência 

multiplicativo conforme o discutido na seção 4-3. Na Figura 

C-3 ilustra-se o diagrama de blocos da função utilizada neste 

traba1ho. 
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F i g u r a C - 3 . F l u x o g r a m a da f u n ç ã o R A N D O . 
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A P Ê N D I C E D 

D. PROBLEMAS AMOSTRA 

Neste Apêndice são ilustrados três problemas amostra 

cujas entradas de dados estão representadas na Figura D-1. Os 

resultados obtidos utilizando os dados da Tabela D-1 estão re­

presentados nas Figuras D-1 a D-3. 
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1 1 0 

A P E N D I C E E 

E . L I S T A G E M DO PROGRAMA 

C P R C G R A P A N C G A f A 
C 
C M L S C N JCSF. W E I R A f A I C / 6 2 
C 
C 
C S I M A A C A C CC. E S P E C 7 R C GANA E f D E T E T C R E S CE h A I 
C L T I L I Z A N C O C FfcTQDO UE « M E C A R L C - C I S S E R 7 A -
C CAC CE f E S T P A C C 
C 
c 
C S I E R C 7 I N A S L T U I Z A O A S 
C 
C BC I 1 ^ G , T A T A , S U S Y , E R R S E T ( I B M , L I L I , 
C M C A , F C F A , e i A t F L O . 
C 
C 

I M P L I C I T R E A L * E ( A - H . C - Z ) 
CCMMCN IU 
C I M e N S I C .V C C M I l ' i M , E ( l ) , F I N A L U 4 4 ) 
C I K E N S I C N E K E R G ( 2 C ) , P R C 8 1 2 C ) 
CAT A P J / 3 . 1 4 1 5 S 2 6 / 
C A L L E R R S E T t 2 C £ , 2 5 6 , - 1 , I ) 

C 
1 C 0 1 R E A D ( 5 , 2 , E N C = 2 C C C ) PF , PC , A C , P , H C , F P 

2 FORMAT < 6F l C i ) 
R E A C ( 5 , 3 ) U , N , I Z . F N C R M 
K E A C ( £ , 5 S 5 ) ( E N t P G ( I > , P R C E ( I ) , I = l , l Z ) 

3 FCR'-l A T < F i C . 5 , £ > , 1 4 , S > , I 2 . F 1 C . 5 ) 
5 5 5 F C R M A T l f c l F l C . 6 ) ) 

C 
! U = 1 2 3 4 5 f c 7 8 9 

DC 5 5 6 1 = 1 , 1 4 4 
C C M t I ) - C . D C 
F I N A L ( I ) = C . C C 

5 56 CC'N I INLfc 
SUM 1 = 0 . C O 
S L M 2 = C . C C 
S U M 2 = C . D C 
S U M 4 = 0 - C O 
S L M 5 = C . C C 
S U M 6 = C . C C 
H E L P = C 

C 
CO 1 I - 1 , N 

C 
C S E L E C A G DA E N E P G I A 1 M C 1 A L 
C 

C A L L F L C I I Z , L K f c R C P R O B , t - L L P , E F M A > , E F C ,fcFJ 
h E L P = 1 

C 
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C S E L E C A C CC F C M C CA P R I M E I R A I M E R A C A C 

C 

C A L L T A T A ( R F , R C , A D , P , H C , F P , V»P , X£ , VE * Z E , C E , A C C S , 

* O C C S » C C C S , 1 F C A T E ) 

X = R A N C C ( C ) " 

E O E F 

VvZ^C . CC 

V\Y = C .DC 

•flPl-Q .CO 

FRQD - 1 . C C 

C A L L S L S Y ( E O , S I G K A C , S I G ^ A F , S I G M A F , S I G N A I ) 

E L 1 = - 1 . C C / S I G ^ A T * (CLCG< l . C O - X * < 1 . C O - C E X P ( - S IGMA I * C E J i ) ) 

XN = EL [ «ACOS+ >E 

Y N = E L I * b C C S + Y E 

Z N = E L I * G C C S + Z E 
'*T= 1 . D C - D E XP ( - S I G N A T * D E ) 
^V-b T * (S I G N A F / S I G f AT ) • 
C E L T A f c = E F K A X / 1 2 E . 
E A ^ E F 
CC 55 M l , 1 2 8 
E ( K ) = D E L 1 A E * K 
I F ( ( E A - E ( K ) ) . L T . l - . E - 5 ) GO TC 54 
I F ( E A - E ( K } ) î 4 , 5 5 

54 CCNT IK ) = CCNT (K)+>>V 
GC TC 56 

55 C C N T I N L E 
56 WU=bT 

l F ( E F . L i . l . l ) GC TC 2 2 3 
WPP='tsT * S I G M A P / S 1GNA7 
C A L L L U I (XIV, YfW Z N , A G , E F , R C , EA ) 
I F ( E A - E F ) 19 7 , l c . £ , 1 9 7 

1<Î8 WP1=V»PP 
197 CC 6 7 7 7 K = 1 , 12£ 

£ U ) = C E L T A E * K 
- I F ( ( E A - E I K ) ) . L T . l . C - 5 ) GC T C 5 7 7 7 

1F ( E A - E ( K ) J 5 7 7 7 , 5 7 7 7 , 6 7 7 7 
5 7 7 7 CCNT (K J ^ C C N T ( K ) -»W FP 

GC TC 222 
6 7 7 7 CCfvT 1NLE 

C 
C T E S T E PARA 1 E F K I N O CA h I S T C R I A 
C 

2 2 3 V.X = k 7 * (S I G f A C / S IGf-AT J 

IF ( P R C D . L E . 1 . C E - C E ) GC TC 4C1 
P R C C = F P C C * W X 

C 

C S E L E C A C OG A N G L L G DE £ S P A L h A P E N TC £ E f * E R G I A 
C CC F C T C N E S F A L F A C C 
C 

C A L L E O I I K G ( E O , E S > 
T E T A = D A R C C S ( 1 . 0 * O . 5 1 1 / E C - 0 . 5 1 1 / E S ) 
EO = ES 

C 

C T E S T E PARA T E F M N C CA H I S T C P I A 
C 

• I F ( E C . L T - . C C 1 ) GC TC 4C1 
X=RANGC ( C ) 
F 1^2 . C ^ P I *X 
C T = C C C S ( 7 f c l A ) 
ST = OS I M T E T A ) 
CF = C C C S ( F I ) 
SF = O S I M F I ) 

C 



1 1 2 

C C C S S E N C S D I F E 1 C R E S E M E R G E N T E S 
C 

C E N C N = C S C P T ( C . 1 C 1 - G C C S * G C C S J 
I F ( D ENCf* . L E . C . C - 4 ) GC TC 26 
A C C S I = A C C S * C I + ( G C C S * A C C S * S T * C F - r i C C S * S T * S F ) / D E N C f 
8 C C S I = b C ( r s * C T + ( G C C S * c C C S * S T * C F + A C C S * S T * S F J / C E N Q M 
GCÜS I = G C C S * C T - C E N C I " » S I * C F 
A C C S = A C C S 1 
B C 0 S = 8 C C S I 
G C C S ^ G C O S I 
GC TC 27 

26 A C O S = S T * C F 
8CCS = S T * S F 
G C O S = G C C £ * C F 

c 
C SE L E C A C CA JvCVA D I S T A N C I A A P E R C O R R E R NC C R I S T A L 
C 

27 A = A C C S * A C O S + e C C S * B C C S • 
Ê = 2-C * ( X N * A C C S + Y N * ECCS ) 
C = X N * X N + YK*'»N-RC*RD 
C = 6 * E - 4 . C * A * C 
O E = ( - B + C S C R T I C ) ) / ( 2 - C * A ) 
Z R = C E * C C C S + Z N 
IFIZR) 111 ,111 ,211 

211 I F ( Z R - A D ) 4 C , 411 , 411 
111 C E = - Z N / G C C S 

GO TC 4C 
411 C E = í A C - Z N J / G C O S 

C 
C 
C S E L E C A Q CO NCVC P C M O D E I N Í E R A C A C 
C 

40 X = R A N C C 10) 
CA L L SLSV (ÉC, SIG, VAC, S I G M A F , S 1 G M A P , S 1 G M A T ) 
E U = - 1 . C C / S 1 G M A T * ( D L C G U . C C - X * 1 1 . C O - C E X P { - S I G K A T * C E ) ) ) J 
X/N-EL I * A C G S + X N 
Y N = E L I*ECCS + >N 
ZN, = EL 1 * G C G S + Z N 
W T = 1 . C 0 - C E X F ( - S I G N A T * C E J 
I F ( E F . L T . l . l ) GC TC 2 12 
W K = w T * S I G M A P / S I G M A T 

C 
C 
C PERCA CE E N E R G I A D E V I D G AO E F E I T C DE P R C D C C A C DE P A R E S 
C 

C A L L L I U O N , N N , ZN , A O , F.F, R O , £ A ) 
I F I E A - E F ) 9,8,"5 

8 V\Y='rtxi + V\K*PRCC 
9 CC 6 77 K = l , 12& 

E ( K ) = C E L T A E * S 
IF( ( E A - E 1 K ) ) .L T . l.D-5) GC TC 58 
I F ( E Í - E ( K ) ) 9 8 , 9 6 , 6 7 7 

98 C C N T < K ) = C C N T ( K )+ V K * P R Q C 
GC TC 212 

677 CCNT INCE .„ . ' 
C 
C PERCA CE E N E R G I A D E V I D O AO E F E I T O F O T C E L E T R I C G 
C 

312 WF = WT>*(S I G K A F / S 1 G K A T ) 
E A = E F 
DG 7 5 K = l , 12 £ 
t(K )-CELTAE*K 
I F U E A - E (K ) ) .LT.l .E-5 ) GC TC 74 



1 1 3 

I F ( E A - E l K ) ) 7 4 , 7 4 , 7 5 
74 C C N T I K ! = C C M ( K ) * W F * P F G C 

l\Z = U Z + f e F * F R C C 
GC T C 77 

75 C C N T I N L E 
C 
C PERCA CE E N E R G I A Ü E V I O C A F U G A DO F Q T C N 
C 

77 E A - F F - E Q 
CC 67 K= 1, 128 

E I K ) - D E L T A E * K 
I F ( f c í - E ( K ) ) 1 C 1 , I C I , 6 7 

I C I C C N T ( i O ^ C C N T I K ) + F F C C * ( l . - h T ) 
GQ T C 22 2 

67 C O N T I N U E 

C 
C 
C 
C F IM DA H I S T C R I A 
C ' 
C 

401 S U M l = S l f l + VvL*UP 
SUM2=SUM2+WF 
S G M 2 = S L M 2 + V» L•* V. L * V« F * h P 
S U M 4 = S U K 4 + , A P * U P 

SS = w P * U W W Z + taFl + fcY ) 
S b M 5 = S L M i + S S 
S U M ò ^ S C M é + S S * - - » * . C C 

C 
1 C G N T I N L E 

C 
C 
C C A L C L L O CO F A T O R G E O M É T R I C O 
C 

OME GA = SLM 2 / N 
S 2 - i l - / (N— l . ) ) * ( S L . W 4 ~ ( S U M 2 ) * * 2 / N ) / N 
S I G C M E ^ C S C R T Í S 2 ) 

C C A L C L L G DA E F I C I E N C I A I N T R I N S I C A T C T A L ( E l l ) 
C 

E I T= t I . C / N ) * SLI" 1 / C M. E G A 
C 2 = G M E G j i * G M E G A 
S = ( 1 . 7 ( N - l . ) ) * l S L ^ 3 / G 2 - S U M * S ü M l / N / C 2 J / N 

S I G E - O S C R T Í D A B S Í S J ) " 
C 
C C A L C L L C CA E F I C I E N C I A CE F C T C F I C C I E F P ) 
C 

E F P = ( L C / N ) * S U * 5 / C M E G A 
S 1 = 1 l - / ( N - 1 . ) ) * ( £ L M é / G 2 - ( S L M 5 J * * 2 / N / C 2 ) / N 
S 1 GE F P - D S Q R T l C A E S l S I ) ) 

C 
C C A L C L L C OA P A Z A O P I C O / I C T A L ( R ) 
C 

R = E F P / E I T 
S I G R = ( E f P / E I T H C S C R T t ( S 1 / Í E F P * E F P ) * S / I E I Ï * E I T ) ) ) 

C 
C C A L C L L C DA E F I C I E N C I A I N T R I N S I C A T C T A L OA F C M E 1 E T G J 
C 

E T G - = C M E G A * E I T 
S 3 = G M E G A * C M E G A * S 2 + E I T * E I I * S 
S I G E T G = C S C R T ( S 3 J ' 

C 
C C A L C U L O CA E F I C I E N C I A OE F G T C P I C C DA F C N T E ( E E G J 
C 



11 

E F G = C M E G A * E F P 

C ESTA SUÍ3RCT I NA FOR NE CL A E N E R G I A Í"AXI>A CC N L C L I C E C , 
C A E N E R G I A C A R A C T E R Í S T I C A E A M O S T R A UMA E N E R G I A C L A L Q L E R 
C PARA L T I L I Z A C A C NG D E S E N V C L V I N E N T G CCS C A L C U L C S . 
C 

I M P L I C I T P E í L * 8 ( í - h , C - Z ) 
C O K M C N IL 
C I M E N S I C N EN ER G( 1 ) ,PRCb( 1) 
I F ( H E L F . E C . l ) GC TC 30 
D E N = C . C 
CC 1 1 = 1 , I Z 
C E N = C E N + P R C 8 ( I ) 

1 CCNT INUE 
CO 2 1 = 1 , IZ 
P R O B ( I )-pRCB 1 1 ) / D E N 

2 CCNT INUE 
I F ( I Z . L E . l ) GC 1C 4 
121= 12-1 
CO 3 1=1,121 
PROB I I + 1 )-=PRCB( I ) + P R C B (I* 1) 

3 C C N T INUE 
E F C - E N E P G l 1 ) 
E F = E F C 
CC 20 1^2,12 
IF ( E F - E N E R G U ) ) 1 C , 1 0 , 2 0 

10 EF=E,\ERG(t) 
20 C C N T I N L E 

EFMA X = EF 
GC TC 30 

4 E F M A X = E N E R G ( 1) 
EFC = fc FNAX 
E F = E F C 

30 X = R A N D C I C ) 
CC 5 1=1-,12 
I F ( X . G T . F R C B I I ) ) GC TC 5 
E F - E N E R G Í I ) 
GC TC AO 

5 C C N T I N L E 
40 R E T U R N 

END 

S4 = C * E G A * C f ' E G A * S 2 * E F F * E F P * S l 
S I G K F G - C S C R T t J 

C 
C E S P A L H A K E M C CC H I S I C G R A K A 
C 

C A L L M C A IEFNAX , L , C C M , F I N A L , F N C R M ) 
C 
C 
C I N P R E S S A C CE F E S L L T A C C S 
C 

C A L L B I M R F , R C , * C , F , F . C , E F C , C C N T , F I N A L , F N G R M , U , N , 
* E I T , E F P , C M E G A , R , I F C N T E , S I G C N E , S I G E , S I G E F P , S I G R , C £ L T A E ) 

C 
C G R A F I C C CC E S F E C T P C 
C 

C A L L F C F A ( F I N A L , C £ L T A E ) 
GO TC 1CC1 

C 
2COO S T C P 

END 
S U B R O U T I N E FLG (I 2 , E N E R G , P R O B , H E L P , E F P A X,EFC ,EF ) 

C 
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S ü B R C U T IN E fc!lA(RF,RG,AD,P,HC,EFC,CCNT,FINAL,FNCPM,l,N, 
* E I T , E F F , C M E G A , P , I F C N T E , S 1 G C M E , S I G E , S 1 G E F P , S I G K , C E L I A E ) 

W R I T E I 6 , 3 C C ) 
3CG F O R M A T ! 1 F - , ' E S F E C 1 R C ' //) 

W R I T E ( 6 ,3C1) ( F I N Í L I J ) , J = 1 , 1 4 4 ) 

C 

C S U E P G T I N A P A R A I M P R E S S Ã O CG S R E S L L I A O G S 
C 

I M P L I C I T R E A L * £ ( A - H » C - Z ) 
CI MENS 1CN C C M Ü I , F IN AL ( 1 ) 
GC TC ( 1 , 2 , 2 ) , I F C M E 

C 
c 

1 W R I T E (6,1C) 
10 F O R M A T ( lh 1 » J 8 X > Í 5 F R E S U L T A D O S O b l I C O S I T I L I Z A N D C F C N T E TIFC F E I X E P 

l A R A L E L C / / / 2 3 h A L T L R A 00 C E T E T C R ( A C ) , 1 4 X , 2 0 h R A I O CC C E T E T Q R ( R D I , 
2 14X, líhRA IÜ CC F E I X E ( R F ) , 14X»21hfcNERGlA C A R A C I . ÍEFCJ) 
W R I T E (6,12) 

12 F O R M A T( 1H , 7X , »(CM) 1 , 32X , • (CM ) ' , 2SX , ' íCM) • ,3CX , • ( M E V i • ) 
C 

W R I T E (6,11) Í C , R C , R F ,EFC 
11 F O R M A T ( H - 0 , 4 X , F 1 C . 4 , 2 Ó X , F 1 C 4 , 2 4 X , F 1 C . 4 , 1 5 X , F 1 0 . 4 ] 

GC T C ICC 
C 

2 W R I T E (6, 2G ) 
20 F O R M A T (1F1 ,43X,43 F R E S U L T A L IS C E T 1 C C S U T I L I Z A N C O F O N T E P O M U A L 

1///22H A L T U R A OC C E T E T C R i AC ) , 5 X , 2 CH R A IC CC C E T E T C F ( R U , 5 X , 
2 20 F í L T URA CA F C N T E ( h C ) , 5 X , 2 3 H A F A S T A M E N T O DO E I X C íP) , SX , 2 1 H E N E R G I 
2A C A R A C T . ( EFC ) ) 
W R I T E ( 6 , 2 2 ) 

22 F O R M A T (1 F , 7 X , M C M , , 2 2 X , , ( C N ) , , 1 S X , , ( C M ) , , 2 1 X , ' < C M ) , , 2 3 X , • (ME'VJ • J 
C 

W R I T E (6,21) A C , R C , h C , P , E F C 
21 F C R M A T ( l h C , 4 X , F l C . 4 , 1 5 X , F l C . 4 , 1 5 X , F 1 0 . 4 , 1 5 X , F 1 0 . 4 , 1 6 X , F l C - 4 ) 

GO TC ICC 
C 

3 W R I T E (6,3C) 
30 F C R M A T ( 1 H 1 , 4 2 X , 4 6 F R E S L L I A D C S C 3 T I C G S L T I L I Z A N D C F C N T E TIPC C I S C C 

1///23K A L T U R A CC C E T E T C R ( AC ) , 6 X , 20F. F A I C CC C E T E T C R ( R O , 
26X,lfiHRAlC DA F C M E ( PF ) , 6 X , 2 C H A L TUR A CA F C N T E ( F C ) , 6 X , 
32lhtí^EPGlA C A R A C T . (EFCJ) 
W R I T E ( 6 , 2 2 ) 

32 F O R M A T ( IF , 7X, » (CM) • ,22X , « ( C M J • , 1 SX , • ( C M •, 2 IX , • l CM ) ' ,23 X , • I ME V } • ) 
C 

W R I T E (6,21) AD ,RC ,RF ,HC ,EFC 
3 1 F C R M A T U h 0 , 4 X , F l C . 4 , l £ X , F i C . 4 , 1 6 X , F l C . . 4 , 1 2 X , F l C . 4 , 1 4 X , F l C . 4) 

1G0 « R I T E (t ,4CC ) 
400 F O R M A T ( lh-,2 I N E F I C I Ê N C I A I N T R Í N S E C A , C S X , 2 2 H E F I C I E N C I A CE F C T C P I C C , 

l S X . l c h F A T C R C E C M E T R I C C , S X , 1 6 H R A Z A C F I C C / T C T A L , 
2 S X , 1 6 F L A R G L R A DC C A N A L ) 
W R 1 T E ( É , 4 C 2 ) 

402 F C R M A T d H , £ X ,•< E I ï )', 24 X ,'( EFP )• ,22X ,• 1 C MEG A ) » , 2 IX Í P )•, 
1 2 2 X , • ÍMEV ) ' ) 
W R I T E ( 6 , 4 C 1 ) E17 » E F F » C M E G A » R » C E L I A E 

401 F G R M A T ( l i - C , 3 X , F £ . 6 , 2 4 X , F E . 6 , 2 2 X , F £ . 6 , 1 6 X , F 8 . 6 » 2 C X , F 8 . 6 ) 
W R I T E ( 6 . 1 C C C ) S IGE,S I G E F P , S IGOME ,SIGR 

10C0 F O R M A T ( lh , 3 X , ' C P = , , F 5 - 4 , 2 4 X , , C P = , , F 5 - 4 , 2 2 X , ' D P = « , F 5 . 4 , 1 6 X , ' C P = • , 
1F5.4 ) 
W R I T E (6,200) 

2C0 F O R M A T ( IF.- , »hl S T C G R A M A • //) 
W R I T E ( 6 , 2 C i > I C C N T I K ) , K = l , 1 2 8 > 

2C1 F C R M A T (£(7X , F £ . 2) ) 

C 
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201 F O R M A T ( f c ( 7 X , F É . 6 ) J 
R E S = C * E F C * * 1 2 . / 2 . ) * I C C . / E F C 
fcRI7El6,5Cl) P E S , N , F N C P M 

501 F O R M A T ! I F - , 1 C H R E S C L U C A C = , F 5 - 2 , * % ' , 2 5 X , 2 C h N U M t R C DE h l S T C R I A S = , 
114 , 25X , 2 2 F F A T C R CE NORMAL 1 Z A C A Ü = , F5 . 3 ) 

• RE TURIN 
END 
S U B R O U T I N E M C A ( E F ^ A X , U , C C N T , F I N A L , F N O R M ) 

C 
C E S T A S U E R O T I N A E S P A L H A 0 H I S T O G R A M A PGR GA L S S I ANA S CCM 

C D E S V I O S P A C R C E S C A L C U L A C C S E M P I R I C A M E N T E 

C 
I M P L I C I T R E A L * 8 ( A - F , C - Z ) 
C I M E N S I C N C C N T ( 114) , F I N A L U 4 4 ) 
P 1-3 . 1 1 1 5 9 2 6 
C E L 7 A E = E F M A X / 1 2 t í . 
CO 3267 J = 1, 144 
E1 = C E L T A E * J 
CC 2266 K = 1 , 1 2 E 
E 2 = C E L T A E * K 
S I G M A = L * E 2 * * ( 2 . / 3 . 1 / 2 . 3 5 
S I G M A 2 = S I G M A * S I G M A 
Ü I V - = 1 - C C / C S C P T ( 2 . C C * P 1 * S I G M A 2 ) 
F = ( E 2 - E 1 ) / S I G M A 
F = F * F * C . 5 C 0 
I F ( K - l J 3 , 3 ,4 

3 W = 0 . 5 
GC T C 6 

4 h = 1 . 0 G 
6 I F ( F - 1 C . ) 2 2 6 5 , 2 2 6 6 , 3 2 6 6 

3 36 5 F I K A L ( J ) = C C N T ( K ) * C 1V * C EXP ( - F J * C EL TA E*V> +F I N A L ( J ) 
2266 C C N T I M E 
3367 C C N T I N L E 

C C N S T = F I N A L l 1 ) 
DO 1 1 = 1 , 1 4 4 
I F ( C C N S T - F I N Í L C I ) ) 2 , 2 , 1 

2 C C N S T = F I N A L ( I ) 
1 C C N T I N L E 

CG 336£ M = l , 1 4 4 
F I N A L t M ) = l F I N A L ( M ) / C C N S I ) * F N C R M 

3368 C C N T 1NUE 
R E T U R N 
END 

S U B R O U T I N E L I L I ( X N , Y N , Z N , A C , E F , R C , E A ) 
C 
C E S T A S U B R O T I N A F C R N E C E A E N E R G I A A B S G R V I D A 
C NO E F E I T O CE F C R M A C A C CE P A R E S 
C 

I M P L I C I T R E A L * 8 ( A - F , C - Z ) 
COMMON I L 
P 1 = 3 . 1415926 
X = R A N C C ( C ) 
T E T A = Ü A R C C S Í C . 2 C 1 * X - C 1 0 1 ) 
C T = C C C S ( T E T A ) 
S T = D S I N Í T E I A ) 
X = R A N C G ( C ) 

• F I = 2 . * F I * X 
C F - D C O S I F I ) 
SF = CS I N ( F I ) 

C 
C C G S S E N C S D I R E T O R E S 
C 

C D A = S T * C F 
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C C B = S T « S F 
C D G = C 1 

C P R I f E I R C F C T C N CE AN I CL I L A M E N T G 
C 

6 8 0 E C = 0 . Í 5 H 
EA = E F 
CCA 1 = - C Ü A • 
C C B l = - C C E 
C Ü G 1 = - C C G . 
X P = X N 
Y F = Y N 
Z P = Z N 
XA = XN 
YA = YN 
ZA = ZN 
I A J U C A = 1 
GC TC 2 3 2 

C 
C S E G I N C C F O T C h DE A M Q U I L A K É M O 
C 

2 2 9 C O A ^ C O A l 
EC = 0 . 5 1 1 
C O B ^ C C B 1 
C O G = C D G 1 
X P = X A 
YP = Y A 
Z F = Z A 
I A J U C A = 2 

C 
C C A L C U L O DA D I S T A N C I A A P E R C O R R E R 
C 

2 3 2 A = C D A * C C A + C D B * C C B 
lí = 2 . * ( X P * C C £ + Y M C C B > 
C = X P * > P + Y P * Y F - P C * R D 
C = 6 * E - 4 . * A * C 
C = D S C f i T ( C ) 
DE = Í - B + D ) / ( 2 . * A J 
Z P = C E * C C G + Z F 
I F t Z P ) t l , £ l , £ 2 

8 2 I F ( Z B - A C ) 6 C » £ 2 , £ 2 
8 1 D E = - Z F / C C G 

GO TC EC 
8 3 D E = ( A C - Z P > / C C G 

C 
C S I N L L A C A C DC T I P O E L C C A L OE I M E R A C A C 
C 

8C X = R A f \ C C ( C ) 
C A L L S L S Y ( E C , S 1 G M A C , 5 I G N A F , S I G N A P , S I G ^ A T ) 
E L I = - 1 . / S ^ A T * D L 0 6 ( X ) 
I F ( E L I . G T . D E ) GC TO 5 C 4 
A U X = S l ^ A C / S I G f / ! T 
X = R A N C C ( C ) 
I F ( X . L T . A Ü X ) GG TC 5 C 3 
EA = E A 
IF l I A J L D A . E C . 1) GO TQ 3 2 9 

GC TC 1 
5 CA EA = E A — E C 

IF ( I A J U C A . E Q . 1 ) GO 7 0 2 2 9 
GC 1C 1 

SC 2 XP = E L I * C D A * X P 
Y P = E L I * C C t í - » Y P 
Z P = E L I * C C G + Z P 

C 
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C A L L B C I I N G ( EC t E S ) 
T E T A = C * R C C S U . 0 + 0 . 5 1 1 / E C - 0 . 5 1 1 / E S ) 
EQ = E £ 
C T = CCGS I T E T A ) 
ST = OSIf> ( T E T A ) 
X = RANOC(-C ) 
F1 - -2 .+ P l * X 
C F = C C C S ( F 1 ) 
SF = CS I M F I ) 

C 
C C O S S E N C S D I P E I C R E S E M E R G E N T E S 
C 

D E N C ^ 0 S C R T ( 1 . - C C G * C C G ) 
I F ( D E N C M . L E . 1 . C - C 4 ) GC IC 331 
C D A 2 = C C A * C T + ( C C C * C C A * S T * C F - C C f c * S T * S f ) / C E N C M 
COB 2 = C C B * C T + ( C C G * C U t ) * S T * C F « - C C A * S T * S F ) / C E N C P 
CDG2 = C C G * C T - C E r \ C M S T : » C F 
C D A = C C A 2 
CDB=CDB2 
CCG=CCG2 
GC TC 322 

331 C O A = S T * C F 
C D 8 = S T * S F 
C D G = C O G * C F 
GC TC 3 3 2 

1 R E T U R N 
END 
S U B P C U T I N E E C I I N G ( E C , E S ) < 3 

C 
C E S T A S U t R O T I N A AMCSTKA LMA E N E R G I A P A P A C F C 1 C N 
C E S F A L H A C C CACA P E L A F C R M I L A Cfc K L E I N - M S h l N A 
C niLlZAhDC A T E C M C A CE R E J E I C A C . " 

C L 

C 

I M P L I C I T R E A L * E ( A - H , C - Z ) 
CCMNCN I U 
A = E C / C . 5 1 1 y-^V 

2 R = R A N C C ( C > 
X = (1 . * F * 2 - * . A ) / I 1 . + 2 . * A ) 
CT = 1 . * 1 . / A - 1 . / ( A * >) 
P = ( 2 . * A * U . + A ) ) / ( ( l . + 2 . * A ) * * 2 J 
C = t l . - 2 . / A - 2 . / ( A * A > > * C L C C - l l . + 2 . * A ) 
T = 4 . / A 
G=P+C+T 
F X = ( X + l . / > + C l * C l - l . ) / G 
P = R A N C C ( C ) 
T E S T = R * ( ( l . / ( l . - f 2 . * A ) + l . + 2 . * A } ) / G 
I F I 7 E S T - F X ) 1 , 1 , 2 

1 E S = E C * X 
RE I L R N 
END 
S U B R C U T I N E T A T A I F F , R C , A C , P , F C , FP , W P , X E , V E , Z E » Cfc» A C O S , 

* 6 C O S , G C C S , I F C M E ) 
I M P L I C I T R E A L * S I A - F , C - Z ) 
COKMCN IL 

C 

C E S I A S L E R C T I N A C A L C U L A 0 P E S C GECME TRI CO » AS 
C C G C K D E N A C A S CE E N T R A C A CC F C T C N , AS P C S S I V E I S C C -
C C R D E K A C A S CE S A I C A , A D I S I A N C I A CE P E R C L R S C F f i C V A -
C V E L CE NT RC CC C E T E T C R E OS C C S S E N C S 0 I H E T O R t S O T I 
C L I Z A N D C C N E I C D C CE f C M E C A R L C . 
C 
C S E L E C A C CC T I F C CE F C N T E 
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C 
P I 1 4 1 5 9 2 6 

C 
I F ( F P ) 8 , 8 , 4 1 

C 
8 I F ( H O ) .SC , 9 C , c . 

c 
S I F ( R F ) 1 2 , 1 2 , 6 C 

1 3 I F G N T E = 2 

C 

1 0 I F ( P - P C ) 2 C 2 C 3 C 

C 

C S E L E C A C C A C 1 F E C A C I M C I A L 

C 

C F C M E IMA R E G I A C C I L I N O R I C A A C I M A C A F A C E C I R C l L A R C C C E T E T C R 
C 

2 0 T E T A 7 = C A T A M I P C + P ) / H O ) 
T E T A C = C A T A M ( P C - F ) / H C ) 
T E T A 4 = C . C 
X = R A N C C ( C ) 
T E T A = C A F C C S ( 1 - X * ( 1 - C C C S ( T E T A 7 ) > ) 
V \1 = G . 5 * ( C G C S ( T E T A 4 J - C C C S I T £ 1 A 7 ) ) 
I F I T E T A - T E T A C ) 1 1 , 1 1 , 1 2 

1 X = R A N C C ( C ) 
A L F A = 2 * P l * X 
h 2 = l . C 
V\P = k l * f c 2 
S E G C A = P * L C C S ( A L F A ) + D S G R T ( R D * R D - P * P * D S I N I A L F A ) * C S I M A L F A ) ) 
G O T C 1 4 

1 2 T T E T A = C T A M T E T A ) 
A L F A 7 = C A F C C S ( ( F * P - i h C * F 0 * T T É T A * T T E T A - R C * R D ) / í 2 < . * h C * P * 7 T E T A ) } 

C 
X = R A N C C 1 0 ) 

C 
A L F A = A L F A 7 * ( 2 * > - 1 ) 
S E G C í = P * C C C S ( A L F A H C S C R T I R C * R C - P * P * C S I N I A L F A ) * 0 S I M A L F A ) J 
w 2 = A L F A 7 / F I 
* P = W 1 * Vv 2 
G C T C 1 4 

C 

C F G N T E F O R A C A R E G I A G C I L I N O R I C A E C C M h C . G T . C . C 

C 

2 0 A L F A 7 = D A P S I N ( R 0 / P ) 
X = R A K C C ( C ) 
A L F A = A L F A 7 * Í 2 * > - 1 ) 
V » 2 = A L F A 7 / P I 
S E G C A = P * C C C S ( A L F A ) + C S C R T ( R C * R C - P * F * C S I N I A L F A ) * C S I N ( A L F A ) ) 
T E T A 7 - C A T A M S E G C A / H C ) 
S E G C B = P * C C G S ( A L F A ) - C S C R T ( R D * R C - P * P * E S 1 N ( A L F A ) * D S Î M A L F A ) ) 
T E T A C = C A T A M S E C C E / h C ) 
T Ë T A 4 = C A T A M S E G C B / ( H C + A O ) 

C 
X = R A N C C ( C ) 

C 

T E T A - C A F C C S ( C C C S ( T E T A 4 ) - X * ( C C C S I T E T A 4 J - C C C S ( T E I A 7 ) ) ) 
h l = 0 . 5 * ( 0 C C £ ( T E T A 4 ) - C C C S ( T E T A 7 ) ) 
V\P=W1*V«2 

1 7 G = S E G C E / C T A t\ 1 7 E T A ) ' 
Z E = F C * A C - G 
I F Í A C - 2 E ) 1 4 , 1 4 , 1 9 

C 
C C F C T C N E M R C U P E L O L A D O C C C E T E T C R 
C 
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19 X E = S E G C È * C S I N ( A L F A ) 
YE=SEC-CE*CCCS(/!IFA)-P 
G G = S E G C A / O T A M T E TA) 
ZS=I-C + A C - S E G G A / C T A M TETA) 
IF (ZS) 5 2 , 2 2 , 2 2 

C 
C G F C T C N SE C I F I G E AO F U N C G CG C E T E T O R 
C 

22 Z S = O . C 
S E G C G = (HC+AC) « C T A M T E T A ) 
XS = S E G C G * ü S I M A l F A ) 
Y S = S E G C G * C C C S ( A L F A J - P 
C E = Z E / C C C S ( T E T A ) 

C 
GC TC 2 2 C 

C 
C C F O T C N SE C I R I G E A C L A O O CO C E T E T O R 
C 

23 XS = S E G C A * ü S l M A L F A ) 
Y S = S E G C A * C C C S ( A L F A ) - P 
SAB=SEGCA-SEGCfi 
D E = S A E / C S 1 N ( T E T A ) 

C 
GO TC 22C 

C 
C C F C T C N E M F C U FCR C 1 * A CC C E T E T O R 
C 

14 EA = S t G C A - l - C * C 7 / M T E T A ) 
Z S = A C - E A / D T A N ( T E T A ) 
1E <ZS) 1 5 , 1 6 , U 

C 
C O F C T C N SE C I P I G E AC F U N D C ÜC O E T E T C R 
C • , . 

15 SCE^=hC*CT/!N ( TETA) 
X E = S C E * C S I N Í A L F A ) 
Y E = S C E * C C C S ( A L F Í )-P 
Z E ^ A C 
S E G C G ^ Í h O + A C M C T A N Í T E T A J 
X S = S £ G C G * C S I M A I F A ) 
Y S = S E G C G * D C C S ( A L F A J - P 
Z S = 0 . 0 
CE = A C / C C C S ( T E T A ) 

C 
GC TC 2 2 C 

C 
C C F C T C N SE D I R I G E AO L A C C CC D E T E T O R 
C 

16 SOE=t-.G*DTAMTETA) 
X E = S C E * C S I M Í L F A ) 
YE = SCE*CCCS{/!LFA)-P 
Z E = A C 
YS-=SEGCA*CCCS ( Í L F A ) - P 
X S = S E G C A * O S I M ALFA) 
CE = E A / C S IN(T fcTA) 

C 
GO TC 22C 

C 
C F C N T E FCRA CA R E G I A C C I L I N C R I C A E C C N h C . L E . O . C 
C 

9C P S P = R C / F 
A L F A 7 = C A R S I M < R S F ) 
X = R A N C C ( O ) 
A L F A - A L F A 7 * { 2 * X - 1 ) 



1 2 1 

' * 2 = A L F A 7 / P l 
S E G C A = P * C C C S l A L F A ) + Ü S C R T { R Ü * K C - P J * F * C S IN ( A L F A ) * C S I N ( A L F A ) J 
S E G O B = P * O C C S ( A L F A ) - D S C R T ( R C * R C - P * F * C S I N ( A L F A ) * C S I M Á L F A n 
T E T A 7 = F I / 2 . C - t C A T A M C A É S ( h C ) / S f c G C E J 
T E T A 4 = C A T A M S E G C b / ( A C - C A E S ( h C ) ) ) 
X = R A N C C (C ) 

T E T A = C A P C C S ( C C C S ( T E T A 4 ) - X * ( C C C S ( T E T A 4 J - D C C S ( T E T A 7 ) O J 
M = C . í < l D C O S ( T E T A 4 ) - C C C S < T E 7 A 7 ) ) 
IAP = W H V v 2 
I F C N 1 E = 2 

C 
C C F C T C N T E f C 1 F E C A Q I N I C I A L C ESC E N U E N T E 
C 

18 I F Í T E T A - P I / 2 . 0 ) l l ä » I I S » 1 1 9 
118 G = S E G C B / C 1 A M T E T A ) 

¿ f c = H C • A D - G 
Y E = S E G C b * C C C S ( A L F A J - P 
X b = S E G C t ! * C S I N ( A L F A ) • 
G G = S E G C A / O T A N ( T E T A ) 
Z S = H C * A C - G G 
I F 1 Z S J 2 2 , 2 2 , 2 2 

C 

C C F C T C N T E N C I R E C A C I N I C I A L A SC E N C E N T É 

C 
119 G = S E G G E * C T A N ( T E T A - P I / 2 . C J 

Z E = H C + A C * G 
Y E = S E G C b * D C C S ( A L F A ) - P 
X E = S E G C b * C S I N ( A L F A ) 
GG = S E G C A * C T A N U E T A - P I / 2 > 
Z S = h C * A C + G G 
Í F ( Z S - Í C ) 2 3 , 2 4 ,24 

C 
C C F C T O N SE C I K I G E A S U P E R F I C I E C I R C U L A R S C P E R I C R OC C E T E T C R 
C 

24 Z S = A O 
S E G 0 G = C A e S ( F C ) / E T A M I E T A - P l / 2 . O 
X S = S E G C G * C S I M A L F A ) 
Y S = S E Ü C G * C C C S ( A L F A ) - P 
CE = Z E / C C C £ ( T E T A ) 

C 
GC T C 220 

C 
C F O N T E T I P C F E I X E P A R A L E L O 
C 

41 X = R A . N D C ( C ) 
P = R F * C S C R T I X ) 
X E = C . O 
YE = P 
ZE = AC 
X S = C . C 
Y S = P 
Z S ^ O . O 
D E = A D 
A C O S S O . O 
e C G S = C . C 
GCOS = - l . D C 

. k P = l . O 
I F C M E = 1 

C 
GC TC 21 

C 
C F C N T E Ef C I S C C 
C 



1 

60 X = R A N C Ü ( C ) 

F = R F * C S C R T U ) 
1 F 0 N T E = 2 

C 
GG TC IC 

C 
c 
C C G S S E N C S D I F E 1 C R E S 

C 
22C A C C S = ( > S - X E ) / C E 

BC0S=< Y S - V E ) / D E 
G C C S = I Z S - Z E J / C E 

C 
21 R E T U R N 

END 
S ü B R C L T I N E SLSY ( E C , S I G N A C , SIQCAF, S I G N A P , S I G f A T J 
I M P L I C I T HEAL * £ < A - F , G - Z ) 

C 
C E S TA S L 6 P C T I N A F C R N E C E AS S E C C E S CE C H C C L E F A P A 
C C I C C E T C CE S C C I C P A R A E M E R G I A S A T E IC KEV 
C 
C S I G M A C = S E C A C CE C H C C L E PAR A C E F E I T C C C N A T C N 
C S I G M A F •= S E C A C CE C H C C U E P AR A G E F E I T C F G T C E L E T R ICQ 
C S I G M A P = S E C A C Ch C H C C L E P A R A F C P f r A C A C CE F A R E S 
C S I G M A T = SECAO CE C h C C U E T G T A L 
C 
C C S S . 
C 
C CS C C E F I C I E M E S CG S P C L 1 N C M C S PA B A C E F E I T C C C ^ F T C N 
C E CE F G R K A C A C DE P A R E S F O R A * RET I f i A C C S DA F L 6 L I C A C A C 
C CE F . T . A W G N C N E E J . A . J E F F R E Y S EM N L C L - I N S T R . AND 
C N E T h . 17S( 1<=E 1) 1 5 9 , E CS C C E F I C - I E N T E S P A P A C E F E I T C 
C F C T C E L E T R I C C F C R A M C A L C U L A C O S PUR LM A J L S T E P C R 
C f I M K C S C L A C R A C C S CCS OADCS C 6 T I C C S PCR E . STCFfc E 
C F . 1 . I S R A E L , L A - 3 7 5 3 
C 
C 
C SECAO CE C h C C U E C C M P T C N 
C 

I F ( E C . G T . 0 . C 4 ) GC TG 1 
S l G M A C = C . 6 3 - 2 . 4 6 * t C + 9 . 9 4 * E 0 * E 0 
GO TC ¿ 2 2 2 

1 I F I E C . G T . C . 1 5 ) CG TG 2 
S I G K A C = C . 6 C e - 1 . 7 4 * E C + 3 . 2 * E C * E C 
GO TG 222 2 

2 I F 1 E C . C T . 0 . 7 ) GC TC 3 

S I G M A C = C.5 1 - C . 7 2 1 * E C + C . 5 0 7 * E C * E C 
GC T C 2222 

3 I F I E C . G T . 3 . 5 ) GC TC 4 

S lCfAC=C. 3 5 5 - C . 22 2 * E C * C . C7 7 2 * E G * E C - C . C 1 02 * £ C * E C * E C 
GC TC 2222 

4 S I G M A C = C . I f c 7 - C . C 2 * * E C K . 1 9 3 E - 2 * E C * E G - 0 . 5 2 E - 4 * E C * E C * E C 
C 
C S E C A C CE C F C C L E P A R A C E F E I T C F C T C E L E T R I C O 
C 

2 2 2 2 I F I E C . ' G T . O - C l ) GC TC 21 
S I G P A F = 6 C C . 
GO TC 2 2 2 3 

21 IF ( E C G T - 0 . C 2 ) GC TC 22 
S I G M A F = 1 . 9 6 7 £ E + 2 - l . S £ 1 5 6 E + 5 * E C + 5 . C 7 9 2 E + 6 * E C * E C 
GG TC 2 3 3 3 

22 I F ( E C . G l . G - 0 3 3 1 6 ) GC TC 23 

S I G M A F = 2 . 2 67£E + 2 - 1 . 7 6 4 6 g 6 E + 4 * E C + 2 . 3 7 E + 5 * E C * E C 



GC TC 3 3 3 3 
23 I F ( E C . G T . C - C £ ) GC TC 24 

S I G M A F = 5 . 9 1 9 2 E * 2 - 2 . 1 1 7 7 4 5 E + 4*E0i-2.Cl4éE+5*fc0*E0 
GG TC 3 3 3 3 

24 1FIEC .GT .C.CS> GC TC 25 
SIGfr<AF = 1.924 5E<2-4.5utí33e + 3>»EG + 2._7e6t6E + 4 « E G * E C 
GO TC~Í222 

25 I F I E C . C T . 0 . 1 5 ) CC TO 26 
S I G f r A F = < . . 6 1 5 e E + l - 6 . ó 4 b 4 E + 2 * E C + 2 . 2 á é 5 E + 3*EC*E0 
GO TC 232 3 

26 IF ( E C . G T . C . 3 ) CC TC 27 
S I G M A F M . t C 2 3 - 5 . 1 . 5 9 7 * E C - C . l C 3 4 5 * E C * E C 
GC TC 3333 

27 IF ( E G . G l . 0 . 5 ) GC TC 28 
S I G M A F = 1 . 1 1 2 é - 4 . C 7 ¿ 7 * E G + 3 . 9 é 2 * E G * E C 
GC TC 3 3 3 3 

28 I F ( E C . G T . C . e ) GC TG 29 
S I G M A F = C . 3 1 5 5 - C . 7 2 2 7 * E C * C . 4 4 3 2 7 * E C * E C 
GC TC 3 3 3 3 

29 I F Í E C . G T . 1-5 ) GC TG 3C 
S I G * A F = 0 . 0 e 0 Ç 2 £ - C .1C234 * EC+ C.C2 S 7CC7 * E O * E C 
GC TC 3333 

30 1 F ( E C . C T .3.0 ) CC TG 31 
$ I G P A F = C . C 1 9 6 9 3 2 - 0 . 0 1 2 0 6 * E C i O . C 0 2 C 6 * E C * E O 
GO TC 32 3 3 

31 I F ( E C . G T .5.0 ) GC TC 32 
S I G f r A F = C . C C 6 4 3 7 - C . C C 2 C 1 2 3 * E C + C . 0 C C i a 5 * E C * £ C 
GC TC 2 332 

32 S l G N A F = 0 . C G 2 9 5 - C . C C 0 5 3 a * E C + 2 - 9 9 7 E - 5 * E C * E 0 
C 
C SEC AG CE C H C G L E P A R A F C R N A C A C OE F A R E S 
C 
223 3 I F I E C . G T . 1.C22J GC TC 3C1 

SIGfrAF-=C.O 
GC TC 4444 

301 I F t E C . G T . 1 . 2 E ) CO TC 302 
S I G P A F ^ - C . 2 1 5 E - 2 + 0 . 2 C 9 E - 3 * E C 
GO TC <44 4 

302 I F ( E C .GT .3.0 ) CC TG 3C3 
S IGfrA F = - C . 0 1 3 3 + C . 9 0 7 E - 2 * E C + 0 . 1 C 7 E - 2 * E C * E O 
GO TC 4444 

303 I F ( E C . G T .4.0 ) CC TC 3C4 
S I G K A P = - C . G 2 4 £ - » C . C i e 4 * E C - G . 8 E - 3 * E C * E C 
GC T C 4444 

304 I F ( E C . C T . 8 . 0 ) GC TC 305 
S I G M A F = - G . C l Ç 7 + C . C 1 6 é * E C - C . é 3 3 E - 3 * E C * E C 
GC TC 4444 

305 S I G M A F = C . C 2 1 2 * C . £ 2 6 E - 2 * E C 
C 
C S E C A C DE CFCCIIE T C T A L 
C 
4 444 S I G M A T = S IGMAF+SlGfrAC + S I G M A P 

R E T L R N 
END 
S U B R O U T I N E F C FA ( F I N A L » D E L T A E ) 

C 
C ESTA S U B R O T I N A F C R N E C E UMA G R A F I C A C A C C C E S F E C T R C 
C EM E S C A L A SEfr 1-LCG A R I T H ICA 
C 
C 
C C e s . CS V A L C R E S G R A F I C A C C S CCFRESFCNCEfr A G S 
C CASAIS l, 4, 7, .... 1 4 4 . 
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REAL * £ F I N A L , C E L 1 A E 
C IMENS ICf\ C U ( 1C L ) , VPK( il) ,A < 28E ) ,F lf\AL ( I) 
CATA AhG/' * ' / , VI 2/ ,N/ 144/ , M L / 5 C / , E L A K K / • •/ 
DO ISC I =1,14 1 
A ( I ) - I 
IF { F I NAL ( I >-C .CCI) 15tl5C,li>0 

15 FINAL (I )-G.CCl 
ISC A f 1 4 4 4 I) = CLCG10(fIISAl ( I )) 

W R I 7 E ( t , 1 ) 
1 F C B f A T U F l , 5 C X , 2 2 F E S P E C T P L ! Cfc C E P G S 1 C A C D E E K E RGI A) 

K R I T E (£,4) 

4 FCRMA7 ( lh , 5 7 X , H F i E S C A L A S E f l - L C G ) ) 
C C E T E R M N A C A C DA ESC AL A PARA C E IXC X 

X S C A L = ( A U ) - A ! 1 ) ) / ( F L C A T ( M L - 1 ) ) 
C C E T E R M I N A C A C CA E S C A L A PARA G E I X G Y 

Y H M - 3 . C C 
Y M A X = C . C C 
Y $ C A L = < Y N A X - Y M I s ) / 9 9 . 0 0 

C D E 7 E R M N A C A C DA F C S I C A C C E I C P R E S S A C C E X 
L=l 
PY=M-1 
K= 1 
1=1 

45 F^=I-1 
C=K- 1 
X P R = F * X S C A l 
>XPR-=G*>SCAL*DEL IAE 
IF ( A ( L ) - X P R ) 5 C , 5 C , 7 C 

C C E T E R M N A C A C OA F C S I C A C CE I N F R E S S A C CE Y 
SC CC 55 I X = 1 , 1 C C 
55 CUT ( IX ) = ELAISK 

DC 6C J = 1 , N Y 
LL=L + J*N 
JP=( ( A ( L L ) - Y f ' U ) / Y S C A L > * 1 . 0 
O l I I J P ) = A N G 

6C C C N T I N U E 
C 1 X P R E S S A C CAS L I N F A S 

W R I T E It,2) XXPP , I G L I l I Z ) , I Z = 1 « IC C ) 
L = L + 3 
GC TC EC 

7C W R I T E U , 3 ) 
EC 1=1+3 

K = K+ 1 
IF ( I-N) 4 5 , S 4 , £ t 

E4 XPR = /(fs) 
CO TC S C 

Et W R I T E 16,7) 
YPRI 1) = C.C C 1 
CG 90 KN= 1 ,3 

9C Y P R i K N + l) = Y P R ( K M * l C . G C 
W R I T E U , £ ) lYPfU I P ) , I P = 1 , 4 ) 
W R I T E (6,6) 
R E T U R N 

2 F O R M A T ( IF , F 11 . 4,5X, 1CCA 1 ) 
2 F C R t " A H l H ) 
6 F O R M A T( 1 F C 5 5 X , 1 Ç H N U M E R Q CE C C N T A G E N S ) 
7 F O R M A T (IF , 1 6 X , 1 C C H . 

. 1 
8 F G R M A T ( l F C , 9 X , F 1 0 . 4 , 3 < 2 2 X , F l C 4 n 

END 
FUNC7ICJS R A K D C O X X ) 
C C M N C N IU 
IU = I L*i552<; 
IFIIU) 5,6,6 

5 IU=Il+214748;i64 7+ I 
6 Y F Z = I U 

R A N D C = Y F Z * 0 . 4 6 £ 6 6 1 3 E - 9 
R E T U R N 
EN C 
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