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RESUMO

B usade o método da fun¢an de Green, pa-
ra resolver a equacao de difusao de néutrons para um
reator cilindrico, finite, homogéneco, totalmente refle-

tido e com simetriasa axlal.

Esse metode era considerado por Kobayashi,
impraticavel para tal reateor devido a dificuldades mate-

maticas.

Considerando as mesmas propriedades de
difusdo e moderacao, tanto no refletor como ao longe de
todo o carogo, independendo da concentragio de combusti-
vel e, utilizando a transformada de Hankel na deducio da
funcaoc de Green, as dificuldades sao eliminadas e, a pra

ticabilidade do método € demonstrada.

Para ubtengﬁo de resultadog npumericos, e )
resolvidoe ¢ preblema para um reator tipo Triga, em 2

grupos de energia cujos resultados sao apresentados.
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1. INTROBUCAO

1.1 - A Equagao de Transporte

Como em todos os outros ramos das ciéncias
exatas, na fisica de reatores, uma das principais preo-
cupagaes, & o estabelecimento de um modeloc matematiceo,o
qual possibilite uma descrigao gue, ao mesmo tempo sim-
ples, seja um retrato, o mais fiel possivel do fendmeno

por ele representado,

HNo caso de reatores nucleares, esse mode-—
lo matematico & baseado no comportamento dos néutrons
dentro de um certo sistema, com o qual & estabelecido -
uma equacgao de continuidade. A partir dai, & elabora-
da toda uma teoria que possz explicap de uma maneira
logica e coerente, tudo o gue se passa dentro do siste-
ma em estudo, e também fazer a previsap deo  comporta -
mente desse mesmo sistema, quando submetide a gualguer

alteracgaao,

O melhor modelo matematico estabelecido ate

agora para © estudo do comportamente de um reator nu -

[ .....:....,.._ --"-------n---—--—.--.-..-:_.:....:::;. ——
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clear, & representado pela equac¢do de tramnsporte / 3/,
gque leva em consideragdo a distribuigaoc, no  espago ,
tempo e energia, dos néutrons dentro do sistema, Essa
equacgac, pela similaridade com aguela estabelecida por
L. Boltzmann no estudo da teoria cinatica dos gases/1%/,

frequentemente & chamada de equagao de Boltzmann.

1 3 + -+ - =+ > +
=+ — Ppi{r,n,E, t)+0.grad ¢ (r,0,E,t)+o {r,E L} (x,0,E, t) =
v a3t

-+ L - - & E

= [ i U{g Ef,t3flr; 0, E'+q B} {r, n}EI)AQ'dE"+0(r,0,E, 1}
E' '

(1.1.1)
onde:
- -
p(r,2,E,t ) = FluxXo angular de néutrons, definido
como o produto da velpocidade escalar
v pela densidade angular de néutrons
local.
-
ocfr,E,t) = Secgao de chogue macroscopica total,
gue representa a probabilidade de

interagdo entre um néutron e o meio,
por unidade de comprimento de deslo-
camento do néutron,

> & -+
Flr:2;E"+0,E ) Fungdo transferéncia, definida de mo
. -5 —
do que o Ernﬂutu -glr, E}) £+ 1 .
+ +
f{r:n}E"+0,E)dRdE representa a proba

bilidade, por unidade de comprimento,



de um néutron com energia E' na dire
cac @' ac sofrer uma colisdo com um
niclec na posicao r, reaparega com
energyia entre E e E+dE numa diregio -

+ - i
entre it e [t + an .

- .
Qr,q,E) = Termo que representa a fonte externa

de ndutrons, que surgem na posicic T,
por unidade de volume, angule sdlido,
energia e tempo,

05 termos em que aparecem a dependéncia espa —
cial e temporal (¥) e {t), s3o considerados no instante +t

x (g -+
€ pa3lgad I .

Por ocutro lado, os termos gque dependem das va-
riaveis angular e energética, sac considerados dentro dos
intervalos dﬁ centrado em ¢ & dE centrado em E, reg -

pectivamente,

Apesar da fidelidade com que a equagdo (1.1.1)
representa o comportamento neutrénico, dificuldades Sao0
encontradas na tentativa de soluciona-la . Varios méteodos
tem sido propostos para sua resolugac, camo pode ser veri-
ficade nas refaeréneias / 3 /f e / 6 /. B solugac exata.
infelizmente, se restringe a problemas altamente idealiza-
dos, reservando para problemas mais reais, apenas solugoes

matemiticas aproximadas.



1.2 - A Eguacac de Difusic

Devido 3s complicagoes matematicas, pratica -
mente intransponiveis, apresentadas pela egquagic de trans
porte, uma opgic ndo tio rigorosa do ponto de vista fisi-
co, mas gue permite um tratamento matemiticc mais simples,

& encontrada na teoria de difusaon.

Nessa teoria, a eguagiao basica & a eguagac de
difus8o, gue nac deixa de ser uma forma simplificada da
equacdo de transporte, estabelecida através da aplicagao

da lei de Fick e de varias outras consideragbes /12 / .

Para n8utrons monoenergéticos, a equagiao de

difusio, em sua forma mails geral, & expressa como:

div D(F, thgrad ¢ (F,0)-1, &, 06, 048 F, 0= 21 o0 )
v 3t
(1.2,1 )

onde ;

-
Dir,t)

Coeficiente de difusao, que representa
a difusividade do néutron nc meio onde
estd inserido e & definide pela lei de

Fick.

ORIk r s e e o e ¢ i
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¢[§,t] = Fluxo de nButrons, definide como o produto da
velocidade escalar dog néutrons v. pela densj

dade de néutrons no local.

Ea{f,t} = Secgao de chogue macroscopica de absorgaoc,que
representa a probabilidade de wm néutron ser
abscorvido pelo meio, por unidade de compri -

mento de deslocamento do ndutron,

S[;,t} = Termo fonte, gque leva em conta os neutrons gue
surgem dentro do sistema, incluinde agueles -
gue aparecem devido ds fissoes.

> - -
= s{r,t) + wi (r,t),¢(r,t)

com

5{;,t} = Fonte externa de neutrons.

o = Nﬁnern.médiﬂ de néutrons emitidos por fissao.

If[;,t} = Seccio de chogue macroscdpica de fissao.

Em todos os termos aparece a dependencia espa
cial e temporal t%,tl, significando gne cada um deles a

. . .
considerado na posigao r no instante €.

Particular interesse, em calculo de reatores
nucleares tem a egquagaoc (1.2,1) gquandc na forma estacieg

naria

div D{r)lgrad ¢ (£) - I (F)14(T} + S{¥) =~ 0 {1.2.2)



¢[§,t] = Fluxo de nButrons, definide como o produto da
velocidade escalar dog néutrons v. pela densji

dada de néutrons no local.

Ea{;,t} = Secgac de chogue macroscdpica de absorgaoc,gque
representa a probabilidade de um néutron ser
abscrvido pelo meig, por unidade de compri -

mento de deslocamento do neutron,

S(g,t} = Termo fonte, que leva em conta o neéutrons gue
surgem dentro do sistema, incluindo agqueles -

gue aparecem devido ds fissoes.

= 5{;,1;:, + ujf(;.t].*#{;:t:'

Com
sig,t} = Fonte externa de néutrons.

W = Nﬁﬂern.médim de néutrons emitidos por fissao.
If[;,t} = Seccao de chogue macroscopica de fissao.

Em todos os termos aparece a dependencia espa
cial e temporal (T,t), significando gue cada um deles &

. . .
considerado na posigao r no instante t.

Particular interesse, em calculo de reatores
nucleares tem a equagaoc (1.2.1) gquandc na forma estacio

naria

div D(FIgrad ¢ (F) - I (F)4(F} + S{F) = 0 (1.2.2)



Em um reaior nuclear, existe um espectro de
néutrons com energias variande desde zero ate cerca de
15 MeV, As propriedades dos néutrons, guanto ao espalha -
mento, absorgac, difusdc e fissdo, sdo fortemente dependen

tes da energia.

Nao ohstante ter sidc a eguagao (1.2.2) dedu-
zida para néutrons monoenergéticos, ela pode ser extendi-
da conslderandoc todo o espectro de epergia dos néutrons
dentro de um reator. Fara evitar o aparecimento de mals
uma variavel {a energia) na equacgiac de difusio, trazendo
dificuldades matematicas, usa-se dividir esse espectro de
energia em diversos grupos. Cem a divisZo dos neutrons em
grupos de energia, a eguagac (1.2.2) seria, agora, aplica
da dentro de cada grupo, surdindo um termo gque leva an
conta a remo¢ac de néutrons de um determinado grupo para
outros, alem do gque, o termo fonte S{E} seria acrescido de
um cutro, que considera o espalhamento de néutrons de ou-
tros grupes para aquele determinado. Com isso, a egua -

gao (1.2.2) seria geral na forma

div pd (2).qraa ¢j{§1-zg{§}.¢jf§}—zgrfl.¢j:§]+sj&l = qQ
(1.2.3)
onde :

j=1,2,3....; H = grupos de energia.



. M .
i P Ly
ir&l—ﬁilr {r)

COms

Ek]{;} - = Secgac de chogue macroscopica de espalhamento

do grupc j para ¢ grupe k .

s (ry=ed ()4 37 xR e ) +£Ejk-¢k{'r’}

k=1 " k=1l
k#3
comt:
xj = Fracgdo de néutrons de fissao gue nascem 10

grupo .

Inumercs metodos foram propostos para a solu-—
¢ao da equagdo (1.2.3), encontrando-se em cada um deles,
consideracoes que limitam o5 problemas que Propoem rescl-

ver , a casos particulares.

Essas limitagdes sdo encontradas principalmen
te nas geometrias, no nimero de dimensdes, no nimero  de
regides, no numero de grupos de energia , na composicao do

meic e no tipo de calculo que se pretende fazer.



De estrite interesse para este trabalho, s3o
os métodos propostos para geametria cilindrica em duas di

mensces (r,z).

Metodos elementares para esse tipo de proble-
ma sao encontrados em quaisguer livros de introdugac a
fisica de reatores / 12/ e / 15 /. Que, por envolverem uma
matematica simplificada, nao sao suficientes para resclver

prablemas mais gerais,

Como métodos mais sofisticados , desprezando -
se 05 essencialmente numéricos, podem ser citados entre ou
tros , agueles onde sao utilizados séries de Lie, séries -

de Fourier e transformadas de Fourier.

Assim &, gue,usando séries de Lie, Lemanska.M,
em 1971 / 14/, resolven a equacgao (1.2.3) em geometria{r,z).
Esse método foi proposto apenas para um reator ni , onde

foi feito um estudo do tamanho critico & do volume minino.

Em 1974 , Kobavashi / 4/ determineu a solugas
da equacac de difusac em gecmetria (r,z), por transforma-
das finitas de Fourier, para reatores com multiregioes .

mas scmente para néutrons monochergéticos.

. —————1
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JA em 1976, Ohtani N. / 18/, usando séries de
Fourier, resolveu a equa¢ac de difusio , também em geome -
tria (r,z} para problemas com multi-regices em multigrupos

de energia.

Em 1967, Kobayashi / 11/, pela primeira vez ,
usou a fungﬁn de Green para resolver a equagﬁn de difusao
am geametrias uni-dimensionais com varias regides. Em uma
primeira etapa, usandc a fun¢do de Grean, a equagao de di-
fusio de grupo & transformada em um sistema de equagoes li
neares, contendo somente o5 fluxos nas interfaces das re =
giBes como incdgnitas, Resolvando esse gistema , sac obti-
dos os fluxos nas interfaces e em uma segunda etapa, nova-
mente com a ajuda da funcao de Green, cos fluxes no interior

da cada regiao,

Em 1974, novamente Kobayashi / 1n/ afirmou que;
em principio , as eguagoes de difusdo para problemas em
duas dimensces {r,z) com regicdes finitas, poderiam ser re-
solvidas, utilizando-se a fungao de Green. Entretanto, a
funcio de Green, para esse tipo de problema , s0 poderia -
ser obtida em forma de séries de Fourier, além disso essa
sgérie ndo convergiria uniformemente, tornando essa aproxi-

magac impraticavel,

Em 1576, Cintra / 4 / resolven a equagaof(l.2.3}

para problema unidimensional, com reator tipe placa re -




fletido , utilizando o método da fungdc de Green, impondo
a condi¢do de que as propriedades de difusdo e moderagao

fossem as mesmas , tanto no carogo como ho refletor. Além
disso, estabeleceu uma condigdo de criticalidade, gue obe
decia a uma determinada distribuigio de densidade de po -

tencia.

1.3 - Ohjetiveo

O cbjetivo deste trabalho & demonstrar a
possibilidade do uso do método da fungdo de Green na solu
gao da eguagdo de difusic de ndutrons, para um reator ci
lindrico,finito, homogéneo, totalmente refletido, com si-

metria axial , em multigrupos de energia
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2. O MBTODO DA FUNCEQ DE GREEN

2.1 = O Reator

0 método agui propostc tem as eguagbes basea-
das em um reator cilindrico, finito, homogéneoc e totalmen
te refletido, para W grupos de energia, Tal reator & mos-

trado na figura (2.1).

B

Combustivel — 235

Refletor ]

'

r Moderador - H,0

Fig. 2.1
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A Fim de facilitar o calculo , divide-se o

reator da figura (2.1} em 3 regioes
Regido I - Refletor inferior

Regiao IT - Carogo e refletor lateral

Regiao I1I - Refletoar superior,

2.2 - hs Consideracgoes

. Camo hipateses do problema , 530 considera -

das :

2,2.a - Mesmas propriedades de difusao e moderagac ,
tanto no caro¢o como no refletor.

2,2.b - | Condigac de criticalidade estabelecida pela im

posicio de uma distribuicgdae de densidade de

poténcia, dada por clr,z)

2.3 - 0 Metodo

Conforme a seccdo 1.2, a equagdo de difusae no

estado estacionaric & dada pela equagaoc {1.2.3).
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Em dgeometria cilindrica com simetria axial ,

essa equagac pode ser escrita como

div Dj{r,z}.grad ¢j{r,z}-Igir,Z1.¢j{r.Z)-Eg{r,ZJ.¢j{rjz} +

+ SjEr,z} I ) (2,3.1 )

Na eguagao (2.3.1), o primeiro termo representa

a fuga liguida dos néutrons do grupo j, do sistema

disy Djir,z].graﬂ ¢j{r,z} -

Pela condicac {2.2.a), as propriedades de difu
sao ao longe de todo carogo, sac constantes e jguais s

do refletor
Dj[r,z} = pd

e , com isso, pode-se escrever o rtermo de fuga como

div Dj{r,z}.grad ¢j{r,z] = Dj.?2¢j[r,z} (z.3.2}

0 sequndo termo da equagdao (2.3.1) representa
a absorgao total dos neutrons, tanto pelo moderador come

pelo combustivel,

zg{r,zl.¢jlr.z}

000
I-'-I N

i — e
p—
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Mas, a secgao de chooue macroscOpica de absorgas & dada por

Eg(r,z} = Ei fr,z) + Eg fx,z)
H U
onde:
zJ (r,z) = Seccgao de chogue macroscOpica de absorgic
do HZD -
Eg {r,z) = Seccao de chogque macroscdpica de absorgac
0
do 1233

Pela condigdo (2.2.a2), tem-se

£ (r,z) = zg

pois, essa condigac implica na mesma densidade de H,0 , tan

to aoc longe de tede o ecarogo como no refletor,

Partanto,

zg(r,z;.ﬂ{r,z; = Eg,qaj{r,z} + Eg{r,z].¢j[r,z] (2.3.3 )
o

Mas, a secgido de chogue de absorgie do U235 pode ser ex -
pressa como

;gfr.z] = E%{r,z} + ggir,z} = {l+a]}.gg(r,31 (2.3.4 )
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onde §
zgtr,z] = fgeccao de chogue macroschpica de captura radioa
U
tiva do U295,
&
a” = Razao captura-fissao definida como
Ig {r,2) ng
U _ U
Eg ir,z) u%
U o

[
4]

captura e de fissSo do U235, respectivamente:

com ol e u% , sendc as secgOes de chogue microscbpicas de
u

Portanto, a equagao {2.3,3) pode ser escrita

na forma

e,z = Dt « e dddm e 235
a a U _

Pela condigdo {2,2,b) tem-se

M

i, 210" tr,2) =clx,2) (2.3.6 )
k=1 U

Can a expressac (2.3.6), multiplicande o ulti
mo termo da eguacao (2,3.5} por cir,z) e dividindo

N ok k
poT kEZl If(_r,z]_¢ {r,z} chega-se a :
=1 1D



1¢&

sltr,2). 07 (x,2)

Ig[r,ZI .¢j {r,zl=23.¢j {r,z}+{l+ujll clr,z).

N . k
2 Ed{r,z).e" (r,2)
k=10

{ 2,3.7)

lembrando-se que

s J
Iz = NHir,z).a
Uf Uf

com N{r,z} igual 3 densidade de combustivel na posigao

{r,2z), 3 squagio {2.3.7} torna-se

Egir.zl-¢j{r,z} = Eg-¢j[r;ZI+(1+uj}.c{r.ZJ-

Por outro lado, o tercelro termo da equa@éc
{2.3,1) leva em conta os néutrons gue szo removidos de um

grupo para outrc, devido apenas ao espalhamento,

£l(r,2) .47 (x,2)

Novamente pela condicho {2.2.,a) tem—se
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N
£ (r,z) = Eg = 2 : ij
k=1
k#3J
gom isso, tem—-se
2z,2) 07 x,2) = 224, ( 2.3.9)

0 termo gue considera o aparecimento de nsu
trons no sistema dentro de um grupo, & o guarto termo

eguagac (2,3.1]

Sj[r,z}-

Esse termo & composte por ~

fonte externa - sj{r,zl
nentrons de fissao - E %3 .V .Ef{r z}l.¢ (r,z)
k=1
)

neutrons espalhados para dentro do grupa j;:tjk kEr,z]

k=1

k¥
FPortanto,

N .

sjl.'r z) =g {r z}+ij-u .I {r,z].¢kfr,z}+§:£3k.¢k{r,ﬂ
k=1
k#]

da

{2.3.10 )

I T e itk

e ——y—r—— T P S U B - gl
IWGTITL D Fes T e s i q

| . ——
. ———L
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Fonte Externa

Para reatores criticos, esse termoc nao & con-

giderado
si{r,z) =0 (2,3.11)

Wéutrons de Fissao

0 nimero médio de néutrons emitidos por fissao

r

¥, para energlas termicas e epitérmicas, onde oonrre a

grande maioria de fissfes , nao varia muito. A grande va -

riagie desse niimero & encontrada para fissoes em altas ener
. - -

gias, mas, parz um reator termico, como & o caso deste pro—

blema , as fissoes gue ocorrem nessa faixa de energia sao

em guantidades despreziveis porisso, pode ~BE conslderar:

¥, = v = constante para k=1,2,..., N

Lom isso , tem-se,

H

; xj.uk.zg{r,z}.iﬁk{r,z) = xj.v.g I];{r,z].qpk[r,z} {2.3.12}
=1 U k=1U

Pela expressac (2.3.6}, a eguagac {2.3.12) po-

de ser expressa na forma:
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H . . '
Sixde R maefir e = otz (2,3.13)
k=1 M)

Com as equagoes {2.3,.11) e (2.3.13} pode-se es

crever a expressao ( 2,3.10) como

N
gJ (r,z) = Kj_u_c[r,z]+Z I!jk.q:k{r,z] f2.3.14)

k=1
k#]

Finalmente, substituindo as expressoes (2,3.2),
(2,3.8) , (2.3.9) e (2.3.14) na equagde (2.3.1) e dividindo

todos o5 termos por DJ. chega-ge 3

. , . j
: (zd+xd )y . (1+a ) 9
?2¢J(r.z]— ——E—;E- .¢J{r,z}- a———r c(r,z].U +
j .
D o Ef%ﬂk}tk{r,z]
k=10% ¢3(z,2)
. |
3 ik
FE ate, ) + 2 ED 4%,z =0 (2.3.15)
3 PR
P k#y D

A expressac (2.3.15) € geral para todo o rea-
tor, mas,para o caso especifice do refletor, onde nao hi

fissoes, temse,

te3+xdy . N gk
263(r,2)- —2 T p(r, 0+ 37— ¢¥(r,2) = 0
pd k=1 pJ

k3 (2.3.16)



20

Neste caso, as eguagoes (2.3.15) e (2.3.16 }

podem ser acopladas numa inica forma,

- -z *
v2 43 (r,z) - K} Le7(r,2) + f3(r,2zy = 0 (2.2.17)
onde
i j
. % 4+ Ik
g2 - a2z (2.3.18)
o
=

Hj{r,z} + Ejtr,z]

para o Carogo

(2.3.,19)

para o refletor

{2.3.20)

%3

{I,Z] = 3 .
H]{r,z]
L
Com
N3k
i EEI k
x=1 D7
k#3
e . 3
. (1+a¥) %f
Ed(r,z}= - - .c(r,z).
nJ N
k=1

uk
Uf

+ —_ .'U.C{l‘-';z;'
pJ
{r,z]

i

._{r,z}

{2.3.21}
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Pelo anéndice , a equagao (2.3.17) tem como spo

lugao

' Rz RE T j ‘g

37 (r,z) = f “drt'.x’.2n.F “@z'.f (x',2').C {r,2/x7,27)

[t] - zz '
(2.3.22)

onde

X A S i I by -1y T _{yg.x")
glir,z/r', 2"} = —— . E et = %

H.RE.D] i=1 Fg
2

-

senh[ Aj.(z,-z")].senh[ a).(3,42)] P/=,x z< 2’

. W (2.3.23)
senh [ AE.[32+2']].5enh[ Ag.{zz—z]] P/2z'< 2 % 2,

Laga 11}

Fg = J2(y;.R ) .hi.senh[ Ag.z.zzj {2.3.24)
e

aJ =‘\J v? + x3° | (2.3.25)
i A

2.4 -~ As Solucces

As solugoes do tipo (2.3.22)da equagao
(2.3.17} sap determinadas separadamente nesta secgac, para

cada regiao em qué foi dividido o reator, de acordo com a
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secgao 2.1 .

Regiao I

Regiac compreendida entre

Separando as integrais da solugado (2.3.22), ten
do como limites as coordenadas correspondentes ds dimensoes

do carogo e refletor respectivamente, tem-se

: R Ry
63 {x,z} =1 7 ar’.r'.2w+s ar'.r'.2m .
a R :
—Zpx 2<=3)

7z dz';fj[r',z']. Gj[r,zfr‘,z' y+ Ihzldz'.fjir',z'} .
--Zi z

z > z'
j By i j
G (r,z/r',zM)+ [ dz'£ (r',z") .G (r,2/r",2" ) 4
z < z! -2 ' z < z2'

%o .
+ 5 dzt.Eltr',z").Gi{r,z/ x"%2') (2,4,1)

1)

z =z

Essa separacao se faz necessaria, pols o termo fjtr,z} =

diferente para o carogo e para o refletor.
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Substituindo na eguagadc (2.4.,1) os valores de

fj{r',z'} dados por (2.3.19), consegue—-se

U'_‘_I'E_RQ

3 Ry z j j
¢F{r,z} = 7 @r'.x'.2s. 4 f dz',H {r',z').G (r,2/x!,2")+
o -2
-%3%z <=2 z > z!
-2 . .
+ f dz'.HM(r',z"V.¢ M {r,z/",2") +
z

z < z!

Zy. : . .
+ dz'.[Hj{r‘,z‘1+E]{r',z']].Gjir;zfr',z'} +

_31 z = 2!
Zz = . RE
+ f dz‘.HJ{r‘,z'}.GE{r,zj'::z'] + Ff dr't.r'.2% .
21 z = z! Rl
f dz‘.HJ{r',2'},G3[r,zfr',z']+j dz'.H {r',2"'}.
_32 2o zl| Z
: Zy : ,
-Gjir,zfr',z‘) + f dZ'.HJlr',z'}.G][r,zfr',z'} +
z <z ~E) z < Z°
%5 . .
+ f dz'.H][r',z'}.Gj{r,zfr‘,z'} {2.4.2)
&1 z ¢ 2! :

Reagrupando a eguagac (2.4.2), fica—se com
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Oiriﬂz

3 = fRE R
$-{r,2} i dr'r'Z2r+ J 2dr'r'Ew .

—Zi'. < Z i—Zl Ry

= . . -El - .
azt.ud x1,20).69 (r,2 g7, 2t verazt o0 (xl 2y 6d (B m/riEt e
) L z z < Z! '
Z]. - . Zz - .
Fazt e,z 6T ezt 2004 Azt x}e") .Gy i)

—31' 7z <« 2" Z1 z < 2"
Ry L3 3
+ f dr'.r'.2%. Jf dz'" B (r',2").G {r,z/t',z") (2,4.3 )

Acoplande novamente as integrais de (2.4.3 ) ,

tenrse

a <r < Rz
Rao -4

@J{r,z} = dart.r'.2n.lf dz‘.H]{r‘,z'].G](r,zfr',z‘] +
' 0 L2z
~Za <2 < =i z »z'
32 E [ Rl
+ f dz'.Hj{r',z‘}.G]{r,zfr',z'} + [ dArf.r'.2w .
z . o
z < Z
Zl - [
. dz'.El(r',z"1.6 (r, 2/t ,2") (2.4.4 )
. z< 7!

Substituindo os valores de Gj{r,zfr‘,z'} dados

por (2.3,23) na equacao (2.4.4), tem-se
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Djl’i'ﬂz
5 R, z )
ad(r,z) = [ dr'.rt.2n.{/%det B0, 2'). —3
-7, <z < -Z; ° ~43 ARD

Eii Jc(Yi-r].JD[?i.r'}

.senh [AE.EZE+z'ﬂ ,senh[hg.[zz-zj]+

i=1 Fi
Zy . %3y 1) T (¥ T
+Idz'.H]{r‘,z'},1 -, e . 9 1 ]
z mn@ul i=1 Fi

. . . N
cserh[A7. (2;-z"} senh{Al. (Zo+2) ] £ % hape po oy

Z s = J [T'!r}-ﬂj {T~0I']
-.r dZ'.EJfr'rZ‘].L'_i - c 1 Y o 1 -
2 ]
-3, ITREEI:-I i=1 Fi
senh[aZ. (Zz+2")]. semh [Aj.(2;-z]] (2.4.5 )

Rearranjando a equagac (2.4.5}, abtém-se

O _"‘: I'_":. Ea
L 2 @ J (y;,r) .
47 (x,2) = —_—, o 1 . senh[hi.lzz—z]].
2pyd J
=%y € Zx = I RED i=1 Fi

= . R2 .
. Izdz'.ﬁenh[ﬂg.{zz+z'}]. F dr'.r'.JoiTi.r'].Hjlr',z'} +
—fq o

, %, .
+ senh[hi,{zz+z]].1 dz‘.senh[hg.lzz—z‘} 1 .

z
Ry J 3
£ drir'.J (yg.r'). Hiz',z)+ senh {a] (2,-2) ]+
%) R, . ]
i ' ' T 1
. J dz'.senh[R].(Z,+2")]./ drt.rt.dg{y .00 B (r'.z")
_zl v ] _ — J-

{2.4.6 )

a8 ke o= TR
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Regido IT

0 <1 <Ry

Reglio compreendida entre -
-2 £ z< 2

\

Novamente, separandc as integrals da solugdo
(2.3.22), tendo como limites as ecoordenadas corresponden

tes 3 dimensGes do carogo e refletor , respectivamente ,

obtémrse
O <r< Rz
3 R Ry .
4~ (r,z) =2f dr'.r".2n+f dr'.vt.27} .
o Ry
- oz I

TEL . Z e j
faz.fl(rt,2") G (r, 2/ 2t Y Hfde T £ [r',z'}.Gj{r,z;’r:z'H

-Z2 z > z° 3 z > z'
2L, 4 3 L2 3 j
+ J dz'. £ (r',z2"}.G {r,zfr‘,z'}+ledz'.f (riz'} .G  (r,z2/T;2")
2 ze z! ze 27
{ 2.4.7 )
Substituindo os wvalores de £ {r.z)
O * r"'f__Rz
¢J{r,z} = fdrt.r'.2%v.¢f dz'.H . {r',z").G [r,z_/r}z'] +
L] —22 z > z.

~hy 278 24
+ fz dz'.[Hj{r',z'}+Ej{r',z']] .Gj{r,zfr',z'} +

z » z'!
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2, . . .
+ Izdz‘,[HJ[r‘,z']+EjEr',z'}].GJ{r,zfr‘,z‘] +
z < z"
22 e Tt oy e . "2
+ Izldz LAY 26 {2/t ,2") ¢+ dr'.rt.2r .
2o -z_'l R!.
L. 3 2 3 3
A orazrwir,zn) .6l e/t 2 )+ det HY ()2 "), 67 (22t )4
—Z2 z » z! —% z »z'
BLd 3 22y .
+ f dz'.H’ (r',z2") .G [r,zfr',z'}Hzldz'.H (xlz").G {r,z/r;z")
2 z « z' z <z'

( 2.4.8 )

Reagrupandc os termos da eguagaoc {2.4.8) , de
maneira aniloga 5 feita para a regiZo I, cbtém-se

D:rinz

. Ry z j 3
pitr,z) = f dr'.x'.2v,} f dz'.H (r',2").6 {r,2/x", 2" }+
(1) =Z4 .
"Z] .,E 2131 2 » Z
Y] 2 3 B
+ 5 odz'wd(r 2.0 (g, 2/, 2"y b+ F drt.urt.2e .
K4

z <z a
f dz',E {r',z'}.GJ{r,zfr',z']+ faz'.E'(riz'}.G{r,z2/r}z")}

-Z'l A

z > z' z< z!

{(2.4,9 )
e, novamente, rearranjandoc a equagdo {2.4.9), com a substi-

tuigac dos valores de Gjir,zfr',z'} dades por { 2,.3.23 )}

ten-sa
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0 <= r< Rp
'_l - . . b J t‘r -r} -
- i
$ i, 2y = —.5 2 {senh[AJ.(Z,-2)]
~%) < 2 < 7 R:D] i=l Fj

Z . Ry .
I?dz'.senh[ﬂi.{zﬁz'}]. idr'.r‘.JDEvi.r'l.H]Er‘,z‘l +
—7y

. ZZ .
"+ senn[a]. (2,+2)] s dz'.senh[A]. (Z2-2") T .
. N |

REa . .
. Idr'.r'.JD[Yi.r'}.H]{r',z']+senh[hg-E Z,— z) 1.
i)

z . R, :
. fzdz'.senh[ng.{zz+z'1].i ar'.r-.JD{Ti.r'}.E3{rf,z-} +
"a]

: 7y .
+ senh[A].(Za+z)] - f dz'.serh[al. (7,-2"} T,
=
T .
. T dr'.r'.JDfTi.r‘}.Ejtr',z‘] (2.4.10)
o .

iambrande=s5e novamente gue

g
i ‘\!Ti-l'-]:{j

3 J 3
F{ = 32 (v;~Rp) -Aj.senh[A].2.37 ]

b
U'l
1

1
N .
. ek
Hl(r,2) =§ 2 -tbk(r.z}
k=1 Dj
k#3j p
. C{1+e) ot x7
Bl (r,2)= - ——— .clr,2). . + . wvaG(r,z)
j N R i
D S”}é- ¢ (r;z) D
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Regiac ITI

O <« r< Ry
Regiao compreendida entre

Cutra vez, separando as integrais da solugao
(2,3.22), tendos como limites as coordenadas correspondentes
ds dimensoes do carogo e refletor, respectivamente, chtém -

a2

4 Ry Ry
¢~ {r,2} =4Lfdrt.r'.2a+f dArt,.r'.2n¢ .
Zy < z< %3 ° R
~% . . 2
s A a3, 2y e ezt 240 dztoE (e, 20
=23 z » z! a1

. z . .
.Gj:(r,z;’r‘,z'}+ s dz‘.fj{r‘,z'].GJEr,z,ﬂ"r',z‘] +

24

2 » 2! 2 » z!

2, : .
+ 1 a2t i Mrt, 2" .60 2/ 2") {2.4.11)

z < z'

Da mesma maneira como feito para a regido I e
II, com a substituicao de £ {r,z) dada pela equagE_o[Z.B.lQ},

chega—-se a
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0 = r< By

R Z

F 2 0 f

gd(r,2z) = f dr'.x'.2n,) S dz'. 1l ¢,z .6l (r,z/x',2') +
21_ < Zi Zz ~Z2 z » z'

52 . j Rl
+f dz'. Hlr',z") .6 tr,2/r" 2"} Y+ J drt.rtl27 .,

z ' a

z £« 7

21 . .
. Fdzt.Blrt,z") .6l (r, 2/, 2") [2,4.12 }
-2 z > 2

Fazendo a substituicao de G {r,z/r',2') dada

pela eguacdao (2.3.23}, temse

¢ < r<Ry. 5 |: ]
. e . m g [(y..T .
g3 {r, 2} = —_ E i—_l— - sgnh[ﬁi.{zz—z} 1 -

io4
2y < 25 2z RE.DT i=l F?
z 1

Ra .
g az-.senh[ni.{zz+z-11.fdr'.r'.JﬂtTi.r*J.HJ{r',zfl +
‘32 Q

. T .
+ senh [Ag. (Z,+z)].f dz'.senh [hi. (z,~z'}].
Z

ke . 3
- F dr'.r‘.JD{Ti.r'}.H [r‘,z'}+senh[Ai.{32+z b ]~
fu )
1 j Py SR, DI
] Izdz'.senh[hi.[zi- z‘}].idr'.r‘.:lﬂ{'ri.r }.E- {x",2")
-7

{ 2.4.13 )
Repetindo que

j= 2 4+ gt
Ai H'T E

i
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p p 3
F Jltyi.ﬂg}.Ai.EEnh[Ai.E.Zzl

i
. ).
Hj{r,z] = 'fg: LA . tk{r,zl
k=1 Dj
k#35 .
3 .
. (Lt} gf %
Ej[r:ﬂ = - ——c{r,.zl + eelr,2)
p? N X pd
2.k, #lrz)
k=1 Uf' 3
$ i:r,Z]

Nas expressoes (2.4,8), {2,4.10} e (2.4.13 1},
que estabelecem as solugdes para as regives I, IT e III ,
respectivamente, a ordem das integrais foi invertida em xe
laci3o & eguagao (2.3.22), gque di a solugac geral, Essa in-
versio se faz necessiria para simplificar o calenlo numé;i
co , J2 que os limites das integrais em 2' dependem da posi
cab ; O MesmO n3o acontece com os limites dag integrais em
r'. Tais integrais sac resclvidas numericamente, enquanto
que as solucoes ¢j[r,z} 230 determinadas por método itera-

t:lvf.h



3. EXEMPLO NUMERICO

3.1 - Dados

32

Como exemplo numérico do método proposts, & resol

vido um problema simples, com 2 grupos de energia, wtili -

zande come dados os baseades ne de um reator Priga

(1MW -

TRIGA REACTOR) /13 /, onde nEc_fui esguecida a considera-

gao exigida pelo método, isto &, as propriedades de modera

¢ao e difusao sio as mesmas tanto no refletor, gquanto

longo de todo o carogo.

Raio do carogo Ry 22,00
Raio do reator . Ho 35,00
Semi altura do carogo v 13,00
Semi altura do reator ¥ 36,00

Tabela 3.1 - Dimensoes

{

Cm

aa
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Grupo 1 Grupo 2
Coeficiente de difusfo (em) | D' |0,1279.10! | D? 10,1374
Sec. Chogue macroscopica ] =3 2 |p 1888 .101
absorcao do H,0 {cm'?} Xy |0.AL16.107 ] X3 10, )
Sec. Chogue macroscopica
remogao do HsQ {cm 1) Ké 0,4942.101 Xi 0,0
Sec¢., Chogue microscopica
captura de U-235 {barn) Hé - XEIU,EESU.IUZ
Sec. Choque microscépica
fissdo do U-235 (barn) X; | 0.0 x% 6,3630,10°
N2 de médic de néutrons
emitideos por fissdoc . . »1 | 0,2430.101 | »2 |0,2430.101
Fracio de nédutrons de
fissao por grupo x! | 1,0 xZ 0,0

Tabela 3.2 - Constantes de grupo

D,4942,1071

0.0 x22

Tabela 3.3 - Matriz transferénciaz (em 1 }

(Raio do carocgo 1 .. . N 50
{(Espessura do refletor Na 25
lateral} '

A{Semi altura do carogol. . |. My 25
(Espessura dos refletoras Mz 35
superior e inferior}

Tabeia 3.4 - Divigsao das dimencoes em intervalos.

L ram apas e A s .ﬁ.-......q,.-. - .o rAaRES i
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Neste exemplo, a fungdc distribuigdao de densi-
dade de potencia foi tomada como dependente apenas da al-

tura =z,

" z2
clr,z) = cye {1 — e ’!Ef ) {2.1.1)

normalizada com €, = 1.,

Essa fungao distribuigac de densidade de poten
cia, pode ser gqualguer, constituindo assim uma das vanta -

gens deste método.
No apendice & definido Yy tal gue T Rz seja
a i-ésima raiz de fungdo J, de Bessel, isto &,
JD[YlfRz] =0
Os valores de y,.R;, €omo tambem os de Jily; .Rald,

foram tirades do livro "Handhook of Mathematical Functions "

/ 1 / e sBo apresentados na tabela {3.5)



B S .. xRz Jllyi.Rgl
1 2,40483 0,51915
2 5,52008 0,34026
3 5,65373 0,27145
4 11,73153 0,23246
5 14,93092 D,20655
6 18,07106 0,18773
7 21,21164 D,17327
8 24,35247 0,16170
g 27,49348 0,15218

10 i0,63461 0,14417
11 33,77582 0,13730
12 36,91710 0,13132
13 40,05843 0,12607
14 43,19979 0,12140
A5 46,34118% 0,11721
16 49,48261 0,11343
17 52,62405 0,109%9
18 55,76551 0,10685
19 58,30695 0,10396
20 62,04847 0,10129
Tabela 3.5 -

as

3.2 - Preparacao das Eguacoes

Pelas expressdes (2.4.6), (2.4.10) & (2.4.13},

utilizando os dados tabelados na secgdo {3.1) obtém-se



36

uma forma simplificada das equagﬁes para 2 grupos de ener-

gia.

Grupoc 1

Regiac I

0 < r < Ry

- J (v, .r) _
$1l(r, 2} = BI.E 0—15—.senh£hi.{zg+z}lj
i=1 Fi

-Z%a <z < -23

zl R'.I_
i dz'.senh[hi-tﬂz-z'}].! drr.x'.J (y;.rtielx’,z') (3.2.1)

-2 e

Regido II
O < r< Ry -
-7 J_ fv..E)
$1{r,z} = Bl E: 2> . {senh al.(z;-2)].
i=1 Fi

-Z; =2 < &)
2 3 Rl ¥ r 1 ] r
. Izdz';senh[hi.{zz+z‘]].£ art.r'.J {y.x")eclr’.2’)
-i
(3!
+ senh[A}. (Zy+2) ].f dz'.senh[al.(22-2"] .
z
R

. i dr'.r'.JoiYi.r'].c{r',z'} {(3.2.2 )
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Regiao III

0 < r< Ry

~ J {y, .r)
plir,z}= Bl.:E: -ELTE———.senh[ﬁi.{zz-z}] .

i=1 Fi

Zq R1

. {E dz'.senh[ai.{zz+z']]£'dr‘.r'.JO[Ti.r'}-cfr',Z‘} {3.2.3)
1

onde

Bl _ 2\.'
2

R2. p!

Grupo 2z

Regiao I

0 «=r < Ry o

- - . J {"‘r’- .r:l

$2{r,z) = BE.Z—C’-—ZL— . senh[ai.(zz—z}] .
—iyxz == I,

Ry
g2 dz'.senhihi-{Zg+2']1-fdr';r'-JGETi-r'l. 2l gl (r',z')+
_ZZ O

Z2
+ senh[hi.{22+z]]. I dz'.senh[hi.{zz-z'}].
z

R .
. Idf:'.r'.JO(Ti.r‘].Eu.qﬂ{r',z':l- {1+a® ).
0 -

2
.senh[ai.{zg+z}}.iz?z'.senh[hi.{ZE-z‘}]*

Ry .
[ ] 1 ] r 3‘2‘4 ]
. g ar 'r"JalTi'r yucf{x',z"} i
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Regido IY
1 = r=Ks - { }
J {y..r
42(x,2) = B2 2, LI _ /semn Ai.{zzfz}].
i=1l ,
=

Rz
‘izgz'.senh[ﬂi.{Zz+z']].£dr"r'.Jatvi.r']221.¢1{r',z‘}+
4y
+ senh[AZ.{2p+2)].s dz'.senh[af.(Z;-2")].
' z .
Ry
o 1 dr'.r'.JG{Ti.r'}.£21.¢1{r',z')-{l+u2}.
0

. 2
. senh[ﬁ%.izg—z}].j dz'.senh[ﬁ%.{zz+z‘}].

R -2 2
Jdrt.rt I (v, .r0) el zt) +{1+u2}.59nh[ni.(32+21].
[a]
23 2 Ry
fzdz'.senhIﬁi.{32-2'l]-£dr'.r'.Jotvi-r'l.c{r'.Z'J

(3.2.5)
Regiac III

I SR o 2
$2(r,z) = BE.:E:-JE—Ei—— . senh[hi.tzz-z]J .

2 Ry
dz’.senh[a, . (Z;+2"}]. Jar'.r'.3 (v;.T'). Ploaelic',z')+
2 32 ° =
+ senhiﬂi.[32+z]]u f,dz'.senh[n; . (22-2"}].
Ko '
.Idr'.r'.JG{Ti.r'}.£21.¢1{r‘,z']- (1422 }.
4]

) 3 .
.serh [ . (Zo-2}].f dz'.senh[ai.izz+z'}].

-2
B3
.Idr'.r‘.Jo{Ti.r'}.c{r‘,z']_ (3.2.6 }
L]



39

As solugbes numéricas das eguagoes (3.2.1) ,
(3.2.2) , (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5) e (3.2.6}), foram ob-
tidas usande o computador IBM 370/155 do Institute de

Energia Atdmica. O cileculo foi feito em simples precisao.

Para resclver numericamente as integrais en-
volvidas nos cilcules de ¢! (r,z) e ¢2(r,z), foi utiliza-

da a subrotina QSF, pertencente ao 5SP/360 da IEM /3. /,

Para ¢ cllculec de JD{Ti.r }, fol usada a sub-

rotina prgJy, também pertencente ao S55F/360

3.3 - Resultados

A necessidade de se calcular as integrais das
equagoes (3,2.1), (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5) e
{3.2,6) por processo numerico utilizande a subrotina QSF
escolhida para este exenplo , impoe gue se divida tanto a
dimensao z como r em varios intervalos. Evidentemente,
guanto maior © ntmero de intervalos , mals aproximados dos

valores corretos, estarac os cilculos.
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Especial cuidado exige o calculc das integrais

r1 R:
édr'r'JG{Ti.rﬂcfr',z'} e idr'r'.JD{Ti.IJ} 21 4l{r',z"). Os

argumentos dessas integrais, oscilam fortemente para valo-
res grandes de i. O respensavel por essa oscilagao e o
termo [ r'.Jo{Ti.r']], enguanto gue, cl(r',z') e !${¢1{rhz'},
por serem neste case fungﬁes bem compeortadas, produzem ape-—
nas uma modulagdo no integrando. Na figura (3.1), & mostra-

=y 1 1 TR
da a fungdo [r’.J_(v;.r )], para i = 20.

Essa oscilagio exige um nimerc de intervalos su
ficientemente grande para que o resultado da integral nac -

divirja muito do valor exato.

Para o exemplo apresentado neste trabalho, fol
gscolhido um nimeroc de intervalos indicado na tabela (3.4),

gue pareceu razoavel.

Como foi dito em secgbes anteriores, a condigao
de criticalidade & estabelecida através de uma distribuigac
de densidade de poténcia. Neste exemplo foi esceclhida uma

distribuicdo dependente apenas da altura do reator.

z

z
cl{r,z} = cgll - ¢ 2 Izl ] com €, normalizado a ¢y =1 .

Pssa escolha, lmpde ac carogo, uma distribuigac

de densidade de poténcia constante ao lengo do raio r, mas
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variando cam ¢ eixo z da maneira indicada na figura (3_.3).

0 comportamento tantoe do fluxo #l{r,z) como -
$22(r,z}) ao longo da dimensao r,quando fixada uma certa po-
sicao z, & determinado por uma série de fungoes Jotyi.rj,ccm
1 variando de 1 a M, com M= ,Para um sa_termo dessa série -
(M=1), © fluxo $Z(r,z} se apresenta sem o picc de neutrons
no refletor proximo & interface, caracteristica dos fluxos
térmicos. Aumentando o nimero de termos da série esse pico
vai se acentuvando graﬂativamenﬁe até estabilizar-se . Da -
mesma maneira, a cscilacac que aparece no fluxé ,vai dimi -
niindo swa amplitude até& tornar-se desprezivel. Para este
exemplo numerice, uma serie com 20 termos forneceu uma boa
cnnvergéﬁcia, cemo pode ser verificado pela figura (3, 4 }
onde sio apresentados os fluxos ¢<(r,z) caleculados com di-

versos valores de M,

Ja para os fluxos do grupo 1, ¢! (r,z), a conver
géncia se 43 de uma forma mauite mais rapida , sende que pa
raz series com mais de 13 termos { M » 13). as ©gurvas -

de $!(r,z} se confundem . (Figura 3.3 Y.

Utilizando a série com 20 termos , foram feitos
caloulos dos fluxos para diversos valores de e. Para
e=0,0; e=0,1; e=0,2, foi verificadc gue nas regioces de de-
pressac do fluxo ¢ {r,z! antes da interface devido ao re-

fletor , ¢2(r,z) atinge valores negativos . Issc significa
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gue para um reator com as dimenstes e caracterIsticas ado
tadas no exemplo, nio & pogsivel uma distribuicdc de den-
sidade de poténcia constante (e=0,0} ou ainda para -

E=Dpl 2 . E=G;2 { Fig. 3-5 J

Finalmente a distribuicic de combustIvel foi

caleulada através da equagao (3,3,1) para diversos e .

2, 2
cir,z) cD{l -k le }
N{r,z} = = (3.3.1)

gt .62 (r,z) aZ.e2(r,2)
Uf Uf '

cujas resultades sao apresentados pelas figuras { 3.9 )

e (3.10) .

outros resultados saoc apresentados nas flguras

{3.6) , (3.7) e (3.8},
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4. CONCLUSORS , COMENTARIOS F SUGRESTOES

Apesar do problema simples escolhido come exem
plo para este trabalho, as equaqﬁes degenvolvidas no meto-
do aqui proposto sao gerais, desde gue respeitadas as condl
goes de igualdade entre as propriedades de difusdo e modera

gac , tanto no refletor come ac longo de tedo o carogo.

O procaediments a ser segulds para outros casos
é, essencialmente, o utilizado para resolver o problema nu-—
merico proposto, Ds mesmos cuidados adotados no exemplo des
te-trabalho, quanto 3 escolha do nimero de termos da série
de fungdes [;ofvi.r]] suficientes para a convergencia do
fluxo e, do nimero de intervalos para o caleulo das inte -
grais, devem ser tomados para a resolugac de problemas pos-—
teriores. Igual cuidado deve ser considerado quanto a vali-
dade da fungac distribuicac de densidéde de poténcia impos-
ta 2o problema, a fim de evitar ocorréncias,; por exemple .,
de valores negatives do fluxeo, que conguanto satisfagam ma-
tematicamente as equaqus estabelercidas, carecem de zentido

fisico.

A grande vantagem deste método, € a possibili-

dade de se calenlar a concentragdo de combustivel, guando -

s M,._,.?..-.t._..._._.».....--...J...,.. S 4= e U FARED
NGTITN .
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fixadas as dimensoes de um reator nuclear, cbedecendo a uma
distribuigao de densidade de poténcia previamente estabele-
clda, muitas wvezes necessaria e desejada para um bom desem—
penho termodinimico desse reator. Alem disso, o eguacigona =
mento matemitico envolvide pelo motode € relativamente sim
ples e ficil, quando comparade com os de outros meétodos,que
ge tornam complicados e tedloscoz, ao tentarem resolwver pro-
blemas com um reator cilindrico, homewéneo, finito e total-

mente refletido.

0 método agui propesto peca, por sua vez, pela
' necessidade se impor as mesmas propriedades de difusaoc e
moderacao tanto ac longo de tedo o carcogo, independendo da
concentragac de combustivel, como no refletor, Claro estd -
gue, quanto mais diluido for o combustivel no caroge, mais

proximo estara esse reator dentro das condi¢oes exigidas pe

lo metodo,

Qutra desvantagem encontrada neste, & a depen—
déncia do cilculc das integrais guanto ao nimero de interva
los com gque sao divididos o raio e a altura do reater e tam
bém, a necessidade de um elevado nimerc de termos da serie

de funcoes EJD{Ti.r}] para a desejada convergdncia,

Por conclusdo final tem-se que, a consideracao
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de gue aé propriedades de difusio e moderacao saoc iguais
tanto no carogo como no refletor e, o usc das transforma
das de Hankel na determinagao da funcio de Green, permi-
tem a solugac da egquagic de difus3o de néutrons para um
reator ¢ilindrico, hamogénec , finite e totalmente refle

tidDJ pelo _método da fungao de Green,

A determinacac da solugac para tal rea-
tor, era considerada por Kobayashi /i1g9 /., impraticavel

pelo método da fungao de Green,
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APENDICE

Neste apéndice & apresentada a determinagao da
funcao de Green para o caso de coordenadas cilindricas,jcom

simetria axial.

Suponha uma equagao diferencial unidimensional

do tipo

L [¢(x)] + £(x) =0 (a.1)

com r definido no intervalo a < r < b e com condigdes de

contorno homogéneas . isto &,

$ (a) ¢ (b) =0

onde L & um operador definido por

L =-2 o). -4 4 g(n)
dr ar

ou seja, a equacgao (A.l) & da forma

- p(r) . g(n)+ qlx) .4 (x) + £(x) =0 (.2 )
dr dr

A solugdo da equagdo (A.2) /7 /, / 8 /, / 15/,

/ 20 / pode ser dada por

b
p(x) = J G(r,x').f(xr ').dr’ (.3 )
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onde G{r,r'} & a fung¢ac de Green exXpressa por

G, (r} r < r'

Gir,r') =
Gz (1) r » r'

e possue as propriedades J/ 3 /

*

A.a - A fungao G{r,r') satisfaz a eqgua¢ac homogénea

LiG{r,c')} =0 (para r # r'}), on melhor,

L [Gy{r})] =0 e L [Gy(r)] =0

em seus intervalos de definigao.

2.b - A fung3o Gir,r') satisfaz as condigoes de contorno
homogéneas (nos pontos a e b ), isto &,
Gyta) = Gzib) =0

A.c -~ A fungdo Gir,r') & continua em r = r', isto & ,

gim Gy (r-g) = 2im Gp(r'+e)

£+0 E+0
A.d - Ha uma descontinuidade na derivada primeira de

G{r,r') no ponto r = r', de magnitude - L. ; isto
plr')

g ,

Lim G;{r] ~  2im G;{r] __ 1

£+ £E+O pir")

r=r'+e r=r'-e

2 aplicagdo dessas propriedades permite uma de

terminagao facil e rapida da fungao de Green Glr,r'}.
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2 partir da propriedade (A.a) tem-se

< P{I}.g— Glr,r")+qir) .Glr,r*}+s{x-r') = 0O (A.4)

dr dr .

onde &{r-r') & o delta de Dirac.

No caseo particular em que

glr}) = g = constante
e
plr} = p = constante

a ecquagao (A.4) pode ser expressa Ccomo

a2 glr, Y +0.6{r, T} + §lr — r') _ {(A.5)

dr? p

A descontinuidade na derivada primeira de
G(r,r'} torna-se - % {dada pelo filtimo .termc da equagac

(R.5)).

Uma observacic importante, guantoe a generali-

zagdo dessa descontinuidade, deve ser ressaltada.

Suponha wma fungio G*{r,r'mormalizada a

G{r,r') = A.Gfr,r'j' AA.8}
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Substituindo a expressac (A.6) na eguagac {A.3)

chega-s5& a

z e

& ertr,rr+0.a%r, e+ ST g (8.7
dr? A.p

Note gue agora, a descontinuidade da derivada
primeira de G*{r,r'), propriedade (A.d), torna-se
rim G*'.(r) - gimG*'(x N - (A8
£+0 E+0 i

Tr=rt+e r=r'-¢
Portantc, a partir da eguagac (A.4) , com a

aplicacac das propriedades, a fungdo de Green & facilmente

determinada.

para problemas em duas dimensCes , ndo sao de-
finidas propriedades semelhantes as (A.a), {&.b) ,(A.c),(a.4),
que fornecem a fungido de Green para o casc unidimensional .
¥o entanto, essa dificuldade pode ser removida se, atraves
da aplicacgdc de algum tipe de transformadas integrais, for

o problema reduzidc a uma s6 dimensao.

No casc de geometria cilfindrica, com simetria -
azial , wm modelo € proposto para a determinacio da fungao

de Green,

Dada a equagao diferencial:



>0

I =~ Redurir a dimensionalidade,removendo uma

coordenada (r ou z) com a ajuda de algum

tiPD de transformadas integrai=s, resultando nu-
ma equagdo diferencial ordiniria.
II - Resolver a eguagac achado em (I}

I1I- Na selugac encontrada em {II) , aplicar a
transformada inversa, para a determinagao

da fungac de Green direta.

No caso deste trabalho, fol removida a coorde-

nada r; atraves da aplicagic da transformada de Henkel/ 2z /.
Pela figura ( 2.1 }, desprezando-se a divisao
do reator em 3 regioes, temos pela equagaoc (2.3.17)
J % L3 J
v2¢{r,2z}- K’ .¢-(r,z)+f" (r,2}=0 {.9 )

Eliminandoc o indice j, ja que este somente in-
dica o grupo de energla considerado, nao modificando em na
da as eguagoes na dedugdo da fungidc de Green, tem—se para

a geometria (r,z)

1 ] 3
-5 T o5y blr.z) - KPg(r,z)4 £lT,z) =0 (A0 )
com r definido em O =1 2 R ~

Para a determinagao da fungdo de Green conside

re,
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' 2
—_—, — ;r.i— Glr,z/r',z"y+ A G(r,z/r',z")-
r ax ar 3z?

Slr-r'}.5(z-="}
2.n.0.r

- KZ,.Gir,z/x',z')+

=0 {A.11}

Define-se transformada de Hankel finita como:

- Ry
H{Ti] = f dr.r.Jo{Ti.rl.U{r} (A.12)
O

onde v & tal gue

JD{Yi.Rg} =0 para i =1,2,2...

e, 0 operador transformada i, como

Ra
L = i dr.r.Jo[vi.r}

Aplicande-se o cperador L na equagao {A.11)

tem-ge

5 .
L[ o3 .3 G{r,zfr',z}l + Lﬁihzcir,zjr',z']l -

r 9r 3ar 3z
ey | e | -
- LIR2.G(r 2/t 2 |+ L]BlEoE)-802720) 1 . (A.13)
2.n.D.1
ou
R+ 8&8-T+0=2~0 (A.13.2)

ande ,



a2

R=L T2 .2 r, % ar,z/r', 2] (A.14)
r or dr
a2

S =L [ == Gi{r,z/r",z"} ] (A.15)
322

T=1 [¥?2.6ix,z/T',2") ] (4.16)

v=1 [ Elr-r'Y.é{z-z") 1 (A.17)
2.m.0 X

0 termo R, expressao (A.14) , & dadc por:

3% ]

R=/f dr,JofTi.r}. 3 b G{r,z/r',z') (a.18)
o axr ar
Mas,
s
i—r.i— Glr,z/r',z")= a_ G{r,zfr',z‘}+r.i— Glr,z2/r',z")
ar ar ar ar?
portanto,
Ro 5
R =1 dr.JD{?i.r).——— Glr,z/r',z") +
o Y
Ro g 4
+ fF dr.J_{y..r).r.— Glx,z/t',z") {A,19)
a ot ar?

Aplicando o método de integragao por partes,

temse na primeira integral de expressaoc [A.19).

s T-AFQEE h

l INSTITW -



53

5] 53 Ra d
far.J ly;-r) - Glr,z/r’,2") = -far.Gi{r,z/r',z'}.— J lv; .1}
o or (o ar
{a.20 )
e na sequnda integral da expressaﬂ {(A19)
Rz 2 Rz 2
fdr.J (v, .r) T A= Glr,z/r',2")= /dr.Gl{r,2/r" ,2") ind [r-JD{Ti*ﬂ]
2
o gxr o ar2
{A.21)

Com isso, a expressac (A.)5) pode ser escrita camo

_ R ooy & R . d
= fdr.G{r,z/T*,z l-;[I.Jofvi-r}J—Iﬂr.G{r,z,-fr,z }.; J by -1)

o n]
{A.22)
Feagrupando as integrais e notando que
dz 2 [N ] TR '
E I__r.JnlYi-r}:] = Yi.r-JD {Ti'-r) + E'Ti'JD {Tl'r}
e gue
8 5ty = 3.y, 1)
.:ar‘ o Ti- Ti- O Ti'
tem-sa
Ry 1 b t 1 !
R = fdr.G{r,z/r",z") .y].x. JD' {Yi-r}"' — 35 ':"f’j_-r}] _[H‘za}
o ¥i-T
Mas
Iyt ;-1 + - U P Iolry.ri

i”
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& chamado de equagac de Bessel e tem cano solugao
JD{"ri.r]
Cam issq a expressao (A.23) torna-se

Rz
R=-.y2.f G{r,z/r',z").r.J (v, .1} (A.24)
iy o'fi
E, pela definicio da transformada de Hankel, equagac {A.12), chega-se
a:

R=-v2.G {v;,2/x" 2"} ' {n.25)
1 .

0 term S, expressac  (A.15%), dado por

di RZI
5§ = Im | Idr.r.Jﬂhi.r} Gle,z/T',2'") {A.26]

az? o

Pela definicdo da transformada de Hankel, equagao (A.12}, chega-se &

2 _
S =2 3 {*fi,ZKr‘ /z') {2.27)

dzz
' 0 temo T, expressao (a.16) , & dado por
Ry

T=K, f dr.r.JQE Ti.r} Glr,z/r",2") {(2.28)
0

Favamente, pela definicac da transformeda de Hankel, equacdo (A.12),

thega-se a:

T = K2.G (r;,2/2"2") {a.29)
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Finalmente o termo U, expressao (A.17), & dado por

Ry ' _—

U=/ & ly;.o). S{rr’).6(z-27) (A.30)
o 2.n.D

e pelas propriedades do delta ée Dirac,
J (v, .r').d{z~2"})

Ues ———— (A.31)

2.m.D

Substituindo as ewpressces {A.24), (A.27), (A.23) e
{4.31) na equacao (A.13.a) cbtémrse

Jly..r') Elz-a")
i =D

- 2 —
-Ti.G[wri.zfr‘ 21+ & Ghi,z,.f’r' ,z'}-KE.G{Yi,z,-’r',z‘]+

Az? 2.n.It
{A.32)

Fazerydo

2 = w2 2
Ai K-+ Yi
pode-se escrever a equacido (A.32) oomo,
a2 - - J by .x")
£ Gly,,2/vh2")- A28y 2/ 20 S{z-2') = 0 (A.33)

dz? 2.7.D

Cumprindo-se assim, o 1tem (I) do modelo proposto para a determinagao
da fincac de Green. '

Note que na equacac (A.33), a descontinuidade da
derivada primeira de G {r;s2/x*2") no ponto z = 2’ & dada por:
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-, -, trg.r")
2im Go'ly. .2} = Rim Gi(y..2) ]| = -J ——
e+ 1 ' o 1 C 2.5.D
[ ] 1 I‘.A..?!'q-}
Z=z'+c =z -~
Cano fai dito no infcio do apéndice, a fungao de Green
& dada por '
a] {Tirz] - Zz i z < z'
G l'.*ri,z_fr_',z'}=<
&y, ,2) 2" <z x3
Pela propriedade (A.a) tem-se,

& 4 2

oja solucao & dado por
G1(v;,2}= A.serh[A. 2]+ B.cosh[A, .2]
Da mesma manslira,

dﬂ

= Gy (v, 42} - hi.Gz v;,2) =0

cuja selugao & dada por

Gply;,2) = h!senh[ﬁi.z] + B'.msh@i

Pela propriedade

chega-se a,

2]

(A.D)

(A.35)

{A.36)

(a.37)

{n.3B)

. aplicada a ecuagao (A.36)
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A.serh|[A, .Z,].cosh[p, .z)+A.sanh[A, .2)] . cosh[R; .2,]

ey, 2)=
cosh [A, .25 ]
(n.39)
Lembrandc—se que
sevh[ath]= senh[a].cosh[b]+senh [b] .cosh[a]
e definindc
¢, = 2 (A.40)
mﬁh[hi.h J
abten-se
G1(v;,2) = c;.serh By . (z4%; )] | (A.41)
De maneira anfloga, a partir da eguacao {A.38) temse
Golry,2) = cf .senh[A, . (z-22) ] . (8.42)

Aplicando as propriedades {A.c) e {a.d} & eqmagoes
(.41) e (A.42) , as constantes c; e Cp 530 perfeitamente determina-
das

- .]D{Ti.r'} .sarﬂthi.[z' - %3 J]

o (A.43)
E.w.D.P.i.se:mDLi.z.zz )i
e
J {y..r'} canh|a, . (2"+ Za)
o =0 Iy 2] (A.44)

i 2.m.D.A; .senh [A;.2.2; ]

Can a substituigan das expressces (A.43) e (A.44) nas
euacoes (A,41) e [A.42), respectivamenta , chega-se &,



G

J {Y .r1]
{Tirsz'rz'] = = .

2. v2+K?, senh[2.Z,. V yZ+kZ ]

T

senh[\f?§+K2.{Zi-z'}].senh[ TE+K2.{zz+z}j -z <z <2

{a,45)

senh[vai+K2.{zz+Z'1I.senh[‘JT§+K2-f32'Z}] z'<z <2,

ferminando assim o Item II do modelo seguido para a determi-

nacao da fungdo de Green.

Finalmente, conforme o ftem III desse modelo ,

aplica-se o tecrema de inversio para condigoes de contorno

homogeneas em r = R,

v

e

Jo“i‘r}
{r} = Z V["fi}‘ —2——"——'—— {A.46)
= Jlivi,ﬂl

readmitindo o Indice 7j, chega-se & forma final da fungac

de Grean.

1 m T {yger' YT by 1)

Gj{r,?—fr-,zl}:——_"“'—- - : -

. ' / 5 . 4
n'.Ri,D] i=1 th-ri.nz]. +KJ senh[2.%2. Kj 1

i

/ g / g
senh( TE+K]Z.{zz-z'ﬂ.senh[ $%+KJ .{Zz+z}l - zz-c z < z°

/ / 12
sanh [ ‘rzﬂ‘{:'I .{Zz+z']}senh[ T%+KJ .{Zz-z]] 2! <z I

{A.47}

¢ - L e g — —

METITUI10 115 FESOW 5a

BECERE W 8 E MG AR S
I~ F. U

T e R et



51

A substituican , na equacio [A.47) das varidvels z por
z' & vice—versa , inverte apenas o daminio de definigao da fungac dan

do assim, um indicio da validade da equagao determinada,
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